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Vorwort. 


Die Geometrie der Kräfte hat ihren Namen von Pluecker empfangen. 
Ihrem Inhalte nach ist sie zum Teil älter, wenn wir ihr Wesen dahin 
auffassen, daß sie in einer theoretischen Abklärung der Mechanik besteht, 
die aus dieser empirischen Wissenschaft eine mathematische Disziplin macht. 
Sie ist dann schon in Varign ons Nouvelle Mecanique vorgebildet, in Poinsots 
Elementen der Statik angebahnt und in Moebius’ Lehrbuch der Statik be- 
wußt ausgeführt. Eine gewisse Vollendung hat sie durch Sir Robert 
Stawell Balls Schraubentheorie erfahren. Diese Theorie bringst das 
Charakteristische an der Mechanik des starren Körpers auf einen einfachen, 
prägnanten Ausdruck. Sie umfaßt im Gegensatz zu ihren Vorläufern Statik und 
Kinetik zugleich. Mag manches an ihr geändert, manches hinzugefügt und 
manches beseitigt werden müssen, in ihrem Ganzen bedeutet sie einen bleiben- 
den Besitz der Wissenschaft. Als Ausfluß des britischen Geistes zeigt sie 
auch in den Partien, die sich scheinbar von aller praktischen Verwendbarkeit 
weit entfernen, ein feines Gefühl für das Wesen und die Ansprüche der 
Wirklichkeit. Dagegen sucht sie in keiner Weise die methodische Ein- 
heit und Reinheit zu erreichen, die wir Deutschen als das Endziel aller 
wissenschaftlichen Arbeit anzusehen gewohnt sind. Sie wird mehr wie eine 
geometrische Illustration der Mechanik gegeben, als daß sie aus sich 
heraus die Mechanik in einer besonderen Gestalt organisch erzeugt. 

Dies letztere aber erscheint -uns als der eigentliche Zweck, den eine 
Geometrie der Kräfte zu verfolgen hat. Sie muß, so meinen wir, als eine 
Disziplin auftreten, die sich um den einzigen Begriff der Kraft als ihren 
Angelpunkt dreht und diesen Begriff in einer mathematischen Entwickelung 
zu erfassen trachtet. Sie hat den Begriff der Kraft zu befreien von den 
physiologischen, physikalischen und metaphysischen Merkmalen, die ihm 
ursprünglich anhaften, ja sein Wesen ausmachen. »ie löst sich damit 
los von dem empirischen Grunde, auf dem sie erwachsen ist, und hat 
von der Erfahrung nicht mehr ihre Bestätigung, sondern nur ihre Wertung 
zu empfangen. 

Die Geometrie der Kräfte geht so denselben Weg wie die ihr ver- 
schwisterten Disziplinen, die ebenfalls auf einem ursprünglich physikalischen 
Begriffe aufgebaut sind: die Geometrie der Bewegung und die Geometrie 
der Massen. Die prinzipielle Bedeutung dieser drei Disziplinen liest eben 
darin, daß sie den Übergang von der Geometrie zur Mechanik vermitteln, 
ohne daß sie an sich einen zwitterhaften Charakter zeigen. Im Gegenteil, 
indem sie selbst in sich geschlossen und einheitlich auftreten, verbinden 
sie auch Geometrie und Mechanik zu einem großen Ganzen. In ihrer all- 
gemeinsten Form ist diese Auffassung durch Hertz’ berühmtes Buch über 
die Prinzipien der Mechanik glänzend zur Geltung gebracht worden. 


VI Vorwort. 


Die fast selbstverständlich klingende Forderung, das, was an der 
Mechanik rein mathematischer Natur ist, auch rein mathematisch dar- 
zustellen, ist aber noch weit von einer allgemeinen Anerkennung und 
Durchführung entfernt. Zu einer vollen Ausgestaltung ist nur die Geo- 
metrie der Bewegung gelangt. Im der Geometrie der Massen harrt das 
reichlich aufgehäufte Material noch der Sichtung und Durcharbeitung, und 
in der Geometrie der Kräfte sind zu einer systematischen Darstellung nur 
einzelne Ansätze gemacht. Einen sehr bemerkenswerten Versuch bildet 
die „Theorie der Streckensysteme“ von Mohr im Zivilingenieur 1888, 
die in seinen gesammelten „Abhandlungen aus dem Gebiete der technischen 
Mechanik“ reproduziert ist; eine ausführlichere Darstellung hat Budde in 
seiner „Allgemeinen Mechanik der Punkte und starren Systeme‘ gegeben. 

Beide Autoren vermeiden, um den geometrischen Charakter des Gegen- 
standes hervortreten zu lassen, den Gebrauch des Wortes „Kraft“ und 
ersetzen es durch „Strecke“ oder „Vektor“. Hierin liegt wohl keine 
Zurückweisung, sondern nur eine Zurückschiebung der kardinalen Frage 
nach der mathematischen Natur des Kraftbegriffes. Denn um überhaupt 
die Möglichkeit zu gewinnen, den mathematisch eingeführten Kraftbegriff 
in seiner physikalischen Bedeutung zu erfassen, ist es notwendig, über die 
Statik des starren Körpers, auf die Mohr und Budde ihre Betrachtung 
beschränken, hinauszugehen und einerseits die Kinetik des starren Körpers, 
anderseits die Statik der deformierbaren Körper heranzuziehen, denn so 
erst gelangt man zu den Erscheinungsformen der mechanischen Energie, 
der kinetischen Energie der Bewegung und der potentiellen Energie des 
Spannungszustandes. 

Auf diese Weise ist der Mindestbereich festgelegt, den wir umspannen 
müssen, wenn wir eine wirkliche Geometrie der Kräfte geben wollen. Es 
ist damit auch gesagt, daß eine solche Darstellung über die Ballsche 
Schraubentheorie hinausgehen muß, denn in dieser findet die Statik der 
deformierbaren Körper keinen Platz. Zum Glück hat die Theorie der 
letzteren schon vor Ball W. Thomson in einer Form entwickelt, die zu 
der Schraubentheorie einen merkwürdigen Parallelismus zeigt. Es lag also 
das Material, das zu dem Aufbau einer Geometrie der Kräfte gehört, ge- 
sammelt vor. Aber bei diesem Aufbau schien es gut, bescheiden zu sein 
und das Gebäude nicht größer zu machen, als es zur Aufnahme des 
prinzipiellen Gehaltes, der darin untergebracht werden soll, notwendig ist. 
Denn ein derartiges Buch hat der Natur der Sache nach immer einen 
propädeutischen Charakter, es hat deshalb einerseits nicht die Berech- 
tigung, einen übergroßen Umfang in Anspruch zu nehmen, und es ist 
anderseits auch darauf angewiesen, in den Anforderungen an die Vorkennt- 
nisse des Lesers nicht zu weit zu gehen. Dazu kommt noch ein metho- 
discher Gesichtspunkt. Innerhalb gewisser Grenzen erweisen sich die 
Hilfsmittel der elementaren analytischen Geometrie als ausreichend. Geht 
man darüber hinaus, so ist man gezwungen, anders geartete Methoden 
heranzuziehen, und die Darstellung büßt so, abgesehen von der zunehmen- 
den Schwierigkeit, ihren einheitlichen Charakter ein. ! 

Dies sind in Kürze die Gesichtspunkte, die bei der Abfassung des 
vorliegenden Bandes maßgebend waren. Er ist aus einem kurzen Referate 
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des Verfassers herausgewachsen, das unter dem Titel „Geometrische 
Grundlegung der Mechanik eines starren Körpers“ in Band IV1 der En- 
zyklopädie der mathematischen Wissenschaften (Seite 125 bis 189) ent- 
halten ist. Dieses Referat war zunächst der Ballschen Schraubentheorie 
gewidmet und fügte hinzu, was dieser wesensverwandt oder zu ihrer Grund- 
legung passend schien. Es brauchte als Glied eines größeren Ganzen nicht 
in sich selbst abgeschlossen zu sein. Es hatte weder eine eigene Ansicht 
darzubieten noch eigene Untersuchungen darzustellen, sondern nur die vor- 
handenen Forschungen in einem kurzem Resümee zu vereinigen. Andere 
Rechte und Pflichten erwachsen aber einem selbständigen Buche. Die Ein- 
engung durch angrenzende Artikel verschwindet, dafür entsteht die Forderung 
der Einheitlichkeit und Abrundung. 

Es gab, um diese zu erreichen, zwei Wege. Der nächstliegende wäre 
gewesen, sich auf die Schraubentheorie zu beschränken und somit eine 
Bearbeitung oder Umgestaltung des zusammenfassenden Werkes von Ball, 
der im Jahre 1900 erschienenen Theory of Screws, zu geben. Ein der- 
artiges Unternehmen wäre an sich gewiß nicht verdienstlos gewesen, denn 
das Ballsche Werk ist mehr eine Sammlung von Abhandlungen als ein 
Lehrbuch, es liefert nicht eine fortlaufende, konsequent durchgeführte Dar- 
stellung, sondern in buntem Wechsel der Methoden und Hilfsmittel wird 
der Gegenstand von allen möglichen Gesichtspunkten beleuchtet, die Re- 
sultate werden aneinandergereiht, wie sie gewonnen wurden, ohne daß 
eine einheitliche Auffassung durchdringt. Hierin soll gewiß kein Tadel 
liegen, es bezeichnet nur den Charakter des Ballschen Buches als eines 
Quellenwerkes, das noch der Sichtung und Klärung bedarf. Die Bearbeitung 
der Ballschen Theorie hätte sich in zwei Teile zerlegt, einen geometrischen 
und einen mechanischen.” Die geometrische Seite ist aber durch das Erscheinen 
von Studys Geometrie der Dynamen (Leipzig 1903) in ein neues Licht ge- 
rückt worden. Eine erneute Darstellung hätte dieses an Fülle des originellen 
Inhaltes überreiche Buch in sich verarbeiten müssen, sie hätte ferner, wenn 
sie als vollwertig hätte auftreten wollen, tief in die Liniengeometrie ein- 
dringen müssen, im wesentlichen die allgemeinen projektiven Methoden 
weiter verfolgend, die F. Klein bereits in seinen ersten an Pluecker an- 
schließenden Arbeiten entwickelt hat und die Balls Untersuchungen bis in 
seine neuesten Abhandlungen!) hinein durchziehen. Noch schwieriger und 
umfangreicher hätte sich die Bearbeitung der mechanischen Seite gestaltet. 
Eine solche wäre aber schon aus dem Grunde verfehlt gewesen, als von 
diesen Dingen gerade in der Sammlung, der auch dieser Band angehört, 
eine vorzügliche Darstellung von Websters Hand vorliegt. Die Theorie 
der Schraubenketten aber, in denen sich die dynamische Seite des Ball- 
schen Werkes vollendet, würde meines Erachtens nur in einer voluminösen 
Neubearbeitung der gesamten Mechanik, in welcher der starre Körper als 
das erste Element erscheint, Platz finden können. 

So galt es, sich mit einer bescheideneren Aufgabe zu begnügen und 
auf dem anderen möglichen Wege die Ausgestaltung der in jenem Referate 
gegebenen Darstellung zu suchen. Dieser Weg führte dahin, auf ein Hinaus- 


1) Nach der Theory of Screws in den Transactions of the Royal Irish 
Academy erschienen. Vol. XXXI, XXXI (1901—1904). . 
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gehen über die Elemente zu verzichten, dafür aber den prinzipiellen An- 
forderungen, die man an eine geometrische Grundlegung der Mechanik 
stellen kann, nach Möglichkeit gerecht zu werden, mit anderen Worten, 
die Grundbegriffe der Mechanik oder eigentlich nur den einen Begriff, 
um den sich alles dreht, den Begriff der Kraft, in einer mathematischen 
Darstellung zu entwickeln. 

Damit soll und kann nicht gesagt sein, daß hierbei der geometrischen 
Seite kein selbständiges Interesse zukommt. Im Gegenteil, der Reiz dieser 
Betrachtungsweise besteht eben darin, daß der Weg, der zur Einführung 
in die Mechanik unternommen wird, auch zu wertvollen geometrischen 
Resultaten führt. Dabei aber schien es geboten, durch eine gewisse Norm 
festzulegen, wie weit man diesen geometrischen Betrachtungen Raum 
geben will, die zu weit geführt die leitenden dynamischen Zielpunkte ver- 
wischen würden. R 

Dies regulative Prinzip habe ich in der Liniengeometrie erblickt, 
deren Zusammenhänge mit den in Rücksicht auf die Mechanik eingeführten 
Grundbegriffen den eigentlichen mathematischen Gehalt dieses Buches 
bilden. Die Liniengeometrie erscheint hier in einer besonderen Beleuchtung, 
sie wird nicht in ihrem ganzen Umfange gewonnen, aber gerade in den 
Partien, die in metrischer Hinsicht die einfachsten und charakteristischsten 
scheinen. So ist die vorliegende Darstellung zwar nicht imstande, ein 
Lehrbuch der Liniengeometrie zu ersetzen, denn sie gibt aus dieser nur 
einen Ausschnitt, aber sie gibt den Ausschnitt, der sich zur Einführung 
am besten eignet, weil er die allgemeinen Begriffe an den anschaulichsten 
Beispielen erläutert. Erscheint hierbei die Liniengeometrie nicht als eine 
willkürliche Erfindung des Menschengeistes, sondern als der Ausfluß einer 
auf empirischen Grundlagen ruhenden Wissenschaft, so ist das gewiß 
kein Schade. | 

Es ist, wenn man in diesen Grenzen bleibt, möglich, alle Betrach- 
tungen auf die gewöhnlichen cartesischen Punktkoordinaten zu stützen und 
mit den elementarsten Vorkenntnissen, außer den einfachsten Formeln der 
analytischen Geometrie den ersten Sätzen der projektiven Geometrie, aus- 
zukommen. Ja, ein großer Teil der Entwickelungen erscheint wie eine 
Wiederaufnahme des in. den gewöhnlichen Lehrbüchern der analytischen 
Geometrie Gegebenen, in einer veränderten und durch eine 'neue Bedeutung 
belebten Form. 

Die Beschränkung auf das metrisch Einfache und Bedeutsame ist 
aber nicht allein durch äußere Rücksichten geboten, sondern sie erscheint 
auch innerlich gerechtfertigt, wenn man physikalischen Prinzipien zustrebt, 
die an sich einen metrischen Charakter tragen. Ich kann dies nicht besser 
erläutern als dadurch, daß z. B. die Schraubentheorie in ihrer allgemeinen 
projektiven Ausgestaltung, die lediglich dem geometrischen Interesse folgt, 
zu den allgemeinen quadratischen Strahlenkomplexen hinführt und eine 
ungemein einfache und elegante Behandlung derselben gestattet, während 
in der folgenden Darstellung nur spezielle quadratische Komplexe auf- 
treten, die durch besondere metrische Eigentümlichkeiten ausgezeichnet 
sind und so, was ihnen an Allgemeinheit fehlt, durch Anschaulichkeit 
ersetzen. Zu ihnen tritt hinzu die merkwürdige, nach Cayley als Zylindroid 
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bezeichnete Regelfläche dritten Grades und eine Strahlenkongruenz, welche 
das einfachste Beispiel zu sein scheint, an dem sich die allgemeinen von 
Kummer entdeckten Eigenschaften erläutern lassen. So ergibt sich hier 
eine Art Mustersammlung für die Gebilde der Liniengeometrie, an der sich 
deren allgemeiner Charakter wenn nicht entwickeln, so doch erläutern läßt. 

Es möge aber erlaubt sein, an dieser Stelle auf ein paar Werke 
hinzuweisen, in welchen der Leser eine Darstellung der allgemeinen Linien- 
geometrie findet. Zunächst ist das immer noch lesenswerte, grundlegende 
Werk von Pluecker zu nennen: „Neue Geometrie des Raumes gegründet 
auf die Betrachtung der geraden Linie als Raumelement‘‘ (nach des Ver- 
fassers Tode herausgegeben von Clebsch u. Klein, Leipzig 1868, 1869). 

Unter den neueren Büchern habe ich zuerst das ausführliche Werk 
von R. Sturm „Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie 
in synthetischer Behandlung“ anzuführen. Dieses ist in drei Teilen er- 
schienen, von denen der erste den linearen und den tetraedralen Kom- 
plex, der zweite die Strahlenkongruenzen und der dritte die quadratischen 
Komplexe behandelt. Der Verfasser hat sich die große und verdienstvolle 
Aufgabe gestellt, das ganze Gebiet anschaulich zu durchdringen, und es 
ist die Energie zu bewundern, mit der er den überwältigend reichen Stoff 
durch die rein geometrische Betrachtung bewältigt hat, trotz der erheb- 
lichen Schwierigkeiten, welche die Allgemeinheit der behandelten Gebilde 
diesen einfachen Methoden entgegenstellte.e Endlich sei auf das in der 
Sammlung Schubert erschienene Lehrbuch von Zindler hingewiesen, das 
seinen Gegenstand auf die gesamte Liniengeometrie ausdehnt und sich 
analytischer Methoden bedient. 

Im übrigen sind die Nachweisungen, die ‘den Leser über die Quellen 
des in diesem Buche Vorgetragenen orientieren, und ihm die zusammen- 
fassenden Darstellungen der berührten Disziplinen nennen, in den Fuß- 
noten unter den Seiten des Textes gegeben. Diese Literaturnachweise er- 
heben keinen Anspruch auf Vollständigkeit, sie sollen vor allen Dingen 
zweckmäßig sein und den Interessen aller derer dienen, die sich in dem 
hier durchstreiften Gebiete weiter umsehen wollen. Nach Möglichkeit ist 
eine Wiederholung desselben Zitates vermieden worden, ohne daß deshalb, 
wie ich glaube, die Bedeutung der einzelnen Arbeiten einer Verkennung 
ausgesetzt wird und ich in den Verdacht kommen könnte, fremde Resultate 
für eigene ausgeben zu wollen. Eine lehrbuchartige Darstellung begibt 
sich ja von vornherein des Ehrgeizes, mit eigenen wissenschaftlichen Ent- 
deckungen hervorzutreten. Sie hat nur soviel aus Eigenem hinzuzutun, 
als in den Rahmen der Aufgabe paßt und zur Abrundung und Ergänzung 
dienlich ist. Aber gerade in dieser Beschränkung liegt ein gewisser Reiz, 
zumal wenn, wie hier, kaum an einer Stelle etwas fertig Vorliegendes 
unverändert reproduziert werden kann, sondern fast alles so umgestaltet 
und vervollständigt werden muß, daß es sich in den Plan des Ganzen 
einfügt. 

Was diesen Plan selbst betrifft, so wird man vielleicht manches ver- 
missen und anderes entbehrlich finden. Es sei mir deshalb gestattet noch 
einige Worte zur Rechtfertigung der Grenzen, die ich mir gesteckt habe, 
zu sagen. Zunächst sind zwei Kapitel nur darum weggeblieben, weil sie 
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den Umfang des Buches noch mehr vergrößert hätten und sie anderseits 
durch den Zusammenhang nicht unmittelbar erfordert schienen. Diese 
Kapitel hätten das Virial und das Laplacesche Prinzip der unveränder- 
lichen Ebene behandelt. Sie konnten ausgelassen werden, wenn die freien 
Massensysteme prinzipiell unerörtert blieben. Immerhin bedeuten sie eine 
direkte Fortsetzung des in diesem Buche verfolgten Gedankenganges. Viel- 
leicht ist es mir vergönnt, die Lücke, die so bleibt, an einem anderen 
Orte auszufüllen. 

Besser zu verteidigen scheint es mir, daß alle Betrachtungen sich 
auf den Raum beschränken und die Ebene fast ganz unberücksichtigt bleibt, 
trotzdem die Mechanik ebener Systeme sowohl theoretisch von großem 
Interesse als auch praktisch von hervorragender Bedeutung ist. So ist 
auf die Vereinigung der Kräfte, die in einer Ebene wirken, nicht näher 
eingegangen, die hübschen Untersuchungen von Moebius über den Mittel- 
punkt nicht paralleler Kräfte in einer Ebene sind mit keinem Worte er- 
wähnt usw. Der Grund ist dieser. Die Mechanik ebener Systeme zeigt 
einen völlig anderen methodischen Charakter wie die Mechanik räumlich 
ausgebreiteter Massen. Für jene bildet das Hervortreten des graphischen 
Elementes, die Betonung der geometrischen Konstruktion das entscheidende 
Merkmal, während in der dreidimensionalen Mechanik die analytische Be- 
handlung das nächstliegende ist. Was sich auf einem Blatt Papier dar- 
stellen läßt, fordert zur Zeichnung heraus, während die Darstellung räum- 
licher Dinge von Willkürlichkeiten und Umständlichkeiten nie frei ist. 
Zudem hat jene graphische Mechanik wesentlich ihrer Wichtigkeit für die 
Technik wegen eine solche Ausdehnung gewonnen, daß jeder Versuch, sie 
als Nebensache mit zu behandeln, ein verfehlter sein müßte. Auch hier 
bleibt mir nur die Möglichkeit, mich mit einer späteren Veröffentlichung 
zu trösten. 

Befremden wird vielleicht manchen die Einleitung, in welcher wesent- 
lich auf Grund der Graßmannschen Methoden eine Analyse der Raumgrößen 
gegeben ist, ohne daß in den übrigen Teilen des Buches von den Formeln 
und Bezeichnungen der Ausdehnungslehre oder Vektoranalysis Gebrauch 
gemacht wird. Das letztere geschah wesentlich deswegen, um mit der 
herkömmlichen Darstellung in Übereinstimmung zu bleiben und von den 
allgemein verbreiteten analytisch geometrischen Methoden möglichst wenig 
abzuweichen. Dadurch wird, wie ich glaube, die Lektüre des Buches für 
die meisten bedeutend erleichtert, und dies Verfahren bedarf so wohl kaum 
einer Rechtfertigung. Was soll dann aber die vorangestellte Einleitung ? 
Ich habe sie in einer doppelten Absicht gegeben. Der erste Grund war 
der, daß es galt, die Hauptbegriffe aus streng systematischen Gesichts- 
punkten heraus zu entwickeln, damit sie nicht bloß durch die Rücksicht 
auf eine spätere praktische Verwendbarkeit geboten, sondern auch vom geo- 
metrischen Standpunkte aus in einem organischen Zusammenhange er- 
scheinen und sich in gewissem Sinne als notwendig erkennen lassen. Der 
zweite Grund war der, daß sich bei dieser Gelegenheit eine Reihe von Begriffen 
und Formeln entwickeln ließ, die für das Folgende nötig waren, aber nicht 
gerade in den einleitenden mathematischen Vorlesungen und Lehrbüchern 
gegeben zu werden pflegen. Der erfahrene Leser möge diese. einleitenden 
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Kapitel mit Nachsicht aufnehmen. Sie sollen nur erklären und erläutern 
und nicht eine strenge erschöpfende Darstellung des Gegenstandes liefern. 
Sie sind mit Rücksicht auf den Anfänger geschrieben, für den Kundigen 
habe ich sie durch einige kurze Bemerkungen am Ende des Buches zu er- 
gänzen gesucht. 

Das gewählte Verfahren, die Begrifisbildungen der Mechanik auf rein 
geometrischem Wege herzuleiten, kann sich auf die gewichtige Autorität 
von Gauß stützen, der mit Beziehung auf Moebius’ Barycentrischen Calcul 
bemerkt hat: „Der barycentrische Calcul findet sein Gegenstück in einem 
anderen (vermuthlich noch umfassendern) Caleul, den man den Resultanten- 
calcul nennen könnte So wie der erste sich mit Punkten beschäftigt, 
in denen man schwere Massen voraussetzt, so würde der letztere zum 
Gegenstande haben Linien, in welchen Kräfte wirken. Sind a, b, c, d usw. 
solche Linien, in denen — in jeder in bestimmtem Sinn — Kräfte wirken, 
die den Zahlen «, ß, y, d usw. proportional sind, so würde die Gleichung 
ea+pßb-+yc+odd-+ usw.= 0 bedeuten, daß diese Kräfte einander das 
Gleichgewicht halten.“ (Gauß’ Werke Bd. VIII, 8. 298.) Der Resultanten- 
caleul, von dem Gauß hier spricht, ist es, mit dem die folgenden Blätter 
sich beschäftigen. 

In der vorliegenden Darstellung möge man kleine Fehler und Un- 
genauigkeiten milde beurteilen. Wer auf noch wenig betretenen Pfaden 
einen Berg hinaufzuklimmen sucht, kann wohl einmal über eine Baum- 
wurzel straucheln. Ich habe mich bemüht, die Hauptgedanken so faßlich 
und klar wie mir möglich war auszudrücken, im einzelnen mag ich wohl 
manchmal des Guten zu viel oder zu wenig getan haben. 

Es bleibt mir zum Schlusse noch die angenehme Pflicht, der Verlags- 
firma für die Sorgfalt zu danken, die sie auf Druck und Ausstattung des 
Buches verwendet, und für das freundliche Entgegenkommen, das sie mir 
hierbei gezeigt hat. / 


Straßburg, den 18. Juni 1908. 
H. E. Timerding. 
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Erstes Kapitel. 


Vektoren und Punktgrößen, 


Das erste Element der Geometrie ist der Punkt. Er ist definiert 
als die bestimmt bezeichnete Stelle im Raume. Man legt einen 
Punkt fest durch seine Koordinaten. Unter Voraussetzung gewisser 
fest angenommener räumlicher Größen, des Bezugssystems, lassen 
sich nämlich drei Zahlwerte von bestimmter geometrischer Bedeutung 
angeben, welche dem festzulegenden Punkte und keinem anderen 
Punkte zukommen. Gewöhnlich nimmt man hierfür die Abstände 
des Punktes von drei zueinander rechtwinkligen Ebenen, welche 
Abstände man in einem bestimmten Sinne positiv und im entgegen- 
gesetzten Sinne negativ zu rechnen hat. Es ist nun von Wichtigkeit, 
nicht bloß den Begriff der (absoluten) Lage eines Punktes, sondern 
auch den der gegenseitigen oder relativen Lage zweier Punkte ein- 
zuführen. Man trifft die Verabredung, zwei Punktepaaren dieselbe 
gegenseitige Lage zuzuschreiben, wenn ihre geradlinigen Verbindungs- 
strecken gleich lang und gleich gerichtet sind, wenn also die vier Punkte 
zusammen die Ecken eines Parallelogramms bilden. Die Lage eines 
Punktes DB gegen einen anderen Punkt A wird demnach durch die 
Länge und Richtung der Strecke A.B fixiert, die von dem Punkte A 
nach dem Punkte D hinführt. Eine solche der Länge und Richtung 
nach gegebene Strecke bezeichnet man als einen Vektor. Die 
Strecke ist vollkommen festgelegt, wenn außerdem ihr Anfangspunkt 
bestimmt wird. Diesen Anfangspunkt wollen wir den Angriffspunkt 
des Vektors nennen. Will man den Vektor darstellen, so genügt es 
nicht, die einfache Strecke in irgendeiner Lage zu geben, da hier- 
durch ihre Richtung noch nicht in eindeutiger Weise gekennzeichnet 
ist. Vielmehr hat man dann noch, je nachdem man den einen oder 
anderen Begrenzungspunkt der Strecke als ihren Anfangspunkt an- 
sieht, die Wahl zwischen zwei einander entgegengesetzten Richtungen. 
Man muß daher noch durch einen Pfeil den Sinn bezeichnen, in dem 
die Strecke, von ihrem Anfangspunkte ausgehend, durchlaufen werden 
soll. Die Vektoren, die durch zwei gleich lange, aber entgegengesetzt 
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gerichtete Strecken repräsentiert werden, nennen wir entgegen- 
gesetzte Vektoren. 

Die Bezeichnung Vektor, die eine Abkürzung des alten Aus- 
druckes Radiusvektor ist, rührt von Hamilton her, der auf diesem 
Begriffe seine Theorie der Quaternionen aufbaute. Er gab eine aus- 
führliche Darstellung dieser Theorie in seinen „Lectures on Quaternions“, 
die 1853 gedruckt wurden!), nachdem er seine neuen Methoden vor- 
her in einer Reihe von Abhandlungen entwickelt hatte, die vom 
Jahre 1844 an in dem Philosophical Magazine erschienen sind.) In 
dem gleichen Jahre, 1844, veröffentlichte Graßmann seine „Lineale 
Ausdehnungslehre“.?) In diesem merkwürdigen Buche, das später, 1862, 
eine völlige Neubearbeitung erfuhr?), entwickelte der Verfasser ebenfalls 
den Vektorbegriff unter der Bezeichnung als Strecke, und zwar in 
einer abstrakten Verallgemeinerung auf einen Raum von beliebig 
viel Dimensionen. Die Darstellung ist bei beiden Autoren ebenso 
verschieden wie der Ausgangspunkt. Hamilton geht von dem einfachen 
Gedanken aus, ein möglichst handliches Werkzeug zur Behandlung 
geometrischer und physikalischer Probleme zu gewinnen, indem er 
die längst bekannte Deutung der komplexen Zahlen durch die Punkte 
einer Ebene und die daraus fließenden geometrischen Ergebnisse auf 
den Raum auszudehnen sucht und damit den Weg weiter verfolgt, 
den vor ihm Bellavitis in seiner Theorie der Äquipollenzen gegangen 
ist.) Graßmann hingegen geht von dem allgemeinen und völlig ab- 
strakt gefaßten Begriffe der Ausdehnung aus. Indem er die „lineale“ 
als die einfachste Form der Ausdehnung herausgreift, stellt er sich 
die Aufgabe, die Gesetze dieser Ausdehnungsform zu erforschen. In 
der Weite des Gesichtskreises und der Tiefe der Konzeption ist 
er so Hamilton überlegen, aber die philosophisch gefärbte Grund- 
legung der Theorie gibt Graßmanns Darstellung eine Abstraktheit, 
welche den Zusammenhang mit den bisherigen Wegen und Zielen 
der Mathematik mehr verhüllt als klarlegt. Erst in späteren Zeiten 
hat er die Ausbeutung seiner Lehre für vertrautere Aufgaben der 





1) Gehalten hat er diese Vorlesungen vom Jahre 1848 an. 

2) Die erste Mitteilung, die bereits das Wesentliche seiner Theorie enthält, 
machte er am 13. November 1843 der irischen Akademie. Sie ist veröffentlicht 
in Proceedings of the Roy. Irish Acad. 2 (1844) und im Philosophical Magazine (2) 25 
(1844) 8.10. Historische Einzelheiten findet man in Graves, Life of Sir William 
Rowan Hamilton, vol.II, S. 432 seg. 

3) Eine neue, kritische Ausgabe in Bd. 1, Teil1 von Graßmanns gesammelten 
math. u. phys. Werken. Hinzugefügt ist hier die „Geometrische Analyse“, welche 
eine gedrängte Darstellung der Ausdehnungslehre mit Beschränkung auf den 
Raum der Anschauung gibt. 

4) Werke, Bd.1, Teil 2 (1896). 

5) Zuerst Annali di Scienze del Regno Lombardo Veneto 5 (1835) und 
ebenda 7 (1837). 
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Geometrie, Analysıs und Physik angebahnt. Die Anwendung auf den 
anschaulichen Raum von drei Dimensionen bleibt indes eine Be- 
schränkung seiner Theorie. Innerhalb dieser Beschränkung aber 
ist eine organische Verschmelzung der Hamiltonschen und der Graß- 
mannschen Betrachtungsweise möglich und trotz einseitiger Partei- 
gänger heute im wesentlichen erreicht, wenngleich in der Bezeichnungs- 
weise eine erschreckende Vielgestaltigkeit herrscht. 

Vielleicht das Hauptverdienst Hamiltons ist die zweckmäßige 
Festsetzung von Differentialoperationen an räumlich ausgedehnten 
Größen, die für die mathematische Physik eine entscheidende Bedeutung 
gewonnen haben. In der Grundlegung der Theorie aber ist Graßmanns 
Scheidung von inneren und äußeren Produkten einfacher und natür- 
licher als die Quaternionen, die Hamiltons Theorie den Namen ge- 
geben haben. Diese bleiben auf besondere geometrische und kine- 
matische Probleme beschränkt, denen sie ihrem Wesen nach angepaßt 
sind. Deshalb schließen sich auch die folgenden Entwicklungen zu- 
nächst an Graßmann an. 

Der Anfang der Hamiltonschen wie der Graßmannschen Lehre ist 
übereinstimmend die schon von Bellavitis gefundene Addition und 
Subtraktion der Vektoren. 

Sind zwei Vektoren von beliebiger Länge aber gleicher Richtung 
gegeben, so liegt es nahe, eine hegel aufzustellen, nach der diese 
Vektoren sich durch Addition zu einem einzigen Vektor vereinigen 
lassen. Dieser durch. Addition entstehende Vektor soll die gleiche 
Richtung haben wie die beiden gegebenen Vektoren, seine Länge muß 
dann die Summe von den Längen dieser Vektoren sein. Sind die 
Vektoren entgegengesetzt statt gleich gerichtet, so muß man ihre 
Längen subtrahieren statt sie zu addieren. Zwei entgegengesetzte 
Vektoren ergeben so als Summe einen verschwindenden Vektor, und 
man kann die Subtraktion gleich oder entgegengesetzt gerichteter 
Vektoren auf deren Addition zurückführen, indem man die Regel 
gibt, daß man statt einen Vektor zu subtrahieren den entgegen- 
gesetzten Vektor zu addieren hat. 

Die Regel für die Addition gleichgerichteter Vektoren kann man 
nun auf eine solche Form bringen, daß sie sich sofort auf beliebig 
gerichtete Vektoren übertragen läßt. Man kann nämlich sagen: Um 
einen Vektor zu einem anderen zu addieren, lege man ihn ohne 
Änderung seiner Richtung so an diesen Vektor, daß sein Anfangs- 
punkt mit dessen Endpunkt zusammenfällt, dann ist der Vektor, der 
von dem Anfangspunkte des letzteren Vektors nach dem Endpunkte 
des ersteren, zum anderen hinzugefügten Vektors hinführt, der ge- 
suchte Summenvektor. 

Sind die zu addierenden Vektoren ungleich gerichtet, so schließen 
sie sich mit dem Summenvektor zu einem Dreiecke zusammen. Sind 
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A, B, C die Ecken dieses Dreiecks, bezeichnet man ferner mit A 5b 
Be Nektor, der von A nach B hinführt usw., so ist zu setzen: 


(1) AB+BO=AC. 


Dies ist die erste Grundgleichung der Vektorenrechnung. 

sliehahe man das 
Dreieck ABO durch Hinzu- 
fügung eines kongruenten Drei- 
D ecks ÜDA zu einem Parallelo- 
gramm ABCD, so ergibt die 
nochmalige Anwendung der 

Additionsregel auch: 


2) AD+DO=AC. 


Es sind aber die in den 

= Fig.1. Gleichungen (1)und (2) addierten 

Vektoren paarweise einander 

gleich, weil die Gegenseiten des Parallelogramms gleich lang und 
gleich gerichtet sind. Es wird so: 


AB=DC, BC=AD, 
und setzen wir mit kürzerer Bezeichnung'): | 
AB=ıa, bU=h, 
so ah aus den Gleichungen (1) und (2): 
(3) a+tb=b+a. 


Bei der Addition der Vektoren sind also die Summanden vertausch- 
bar, es gilt für sie das kommutative Gesetz. 

Statt die zu addierenden Vektoren aneinander zu legen, kann 
man sie auch von demselben Punkt A ausgehen lassen. Sie be- 
stimmen dann als die Seiten AD und AD das Parallelogramm ABCOD 
und die Diagonale AC desselben, die mit den zueinander addierten 
Vektoren den Ausgangspunkt gemein hat, repräsentiert dann den 
Summenvektor. 


1) Was die typographische Charakterisierung der Vektoren betrifft, so 
nahm Graßmann dafür kleine lateinische Buchstaben, Hamilton griechische 
Minuskeln. Maxwell bezeichnete die in der Elektrizitätslehre vorkommenden 
Vektoren mit den Frakturbuchstaben W bis &. Heaviside, dem wir folgen, 
adoptierte (Electromagnetic theory) mit ausführlicher Begründung Minuskeln in 
fetter Antiqua (Clarendon type), während Gibbs (Vector analysis) die Majuskeln 
derselben Schriftart wählte, 
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Sind drei Vektoren a, b, € zu vereinigen, so lasse man sie als 
Strecken AB, AD, AE von einem Punkte A ausgehen. Diese 
Strecken bestimmen dann, wenn 
sie nicht einer Ebene angehören, 
als Kanten ein Parallelepipedon, 
dessen weitere Ecken 0, F,@,H 
heißen mögen, und zwar sollen 
ABCD, ABFE, ADHE die 
Ecken je einer Seitenfläche dieses 
Parallelepipedons sein. Nach der 
Grundregel der Addition findet 
man dann zunächst, weil sowohl 
ABCD wie AUGE ein Parallelo- 


gramm bilden: 
AB+AD=A(, 
AC+AE=AG, 





und diese beiden Gleichungen Fig.2, 
kann man in die eine: 
(4) (AB+AD)+AE= AG 


zusammenziehen. Anderseits wird nach derselben Regel: 


AD ARE AH AB AH AG 


oder: 


(5) Br ADAAB- AR 


Führt man die kürzere Bezeichnung der Vektoren durch einen 


Buchstaben ein (AE=c), so folgt aus den Gleichungen (4) und (5): 
(6) (a+b)+e=a+(+e). 


Die Summe dreier Vektoren ist sonach davon unabhängig, welche 
zwei von diesen drei Vektoren man zuerst vereinigt, es gilt für die 
Addition das assoziative Gesetz, das sich auch für den Fall dreier 
in einer Ebene liegenden Vektoren leicht nachweisen läßt. 

Die Summe der drei Vektoren wird geometrisch durch die 
Diagonale AG des Parallelepipedons dargestellt, das sie als drei in 
einem Punkte A zusammenstoßende Kanten bestimmen. 

Gehen wir nun auf das Parallelogramm ABCD zurück und 
ziehen in ihm noch die zweite Diagonale BD, so folgt aus der 
Grundregel der Vektoraddition: | 
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AB+BD=AD, 
woraus wir die andere Gleichung: 
(7) AD-—-Ab=DBD 


ableiten, indem wir definitionsweise unter der Differenz der Vektoren 

AD und ABden Vektor verstehen, der zu AB addiert den Vektor AD 

liefert. Die Differenz zweier Vektoren mit demselben Anfangspunkte 

ist also durch den Vektor gegeben, der von dem Endpunkte des 

Subtrahenden nach dem Endpunkte des Minuenden hinführt. 
Anderseits aber wird: 


BD=BC+CD. 


Der Vektor BC ist hierin gleich dem Vektor AD der vorigen 
Gleichung, der Vektor Ü.D ist dem Vektor AB entgegengesetzt. Man 
findet also die Differenz zweier‘Vektoren, indem man zu dem Minuenden 
den dem Subtrahenden entgegengesetzten Vektor addiert, in Über- 
einstimmung mit der für die Subtraktion gleichgerichteter Vektoren 
gegebenen Vorschrift. Nach dieser Regel ist es gestattet, den zu einem 
Vektor a entgegengesetzten Vektor durch das Symbol —a zu be- 
zeichnen. Dies läßt sich auch durch die Gleichung: 


(8) bA=-AB 
ausdrücken. 

Addiert man einen Vektor a wiederholt zu sich selbst, so er- 
hält man einen gleichgerichteten Vektor, dessen Länge ein Vielfaches 
des vorgelegten Vektors ist, etwa das m-fache. Dann wollen wir 
auch den gewonnenen Vektor als das m-fache des ursprünglichen 
Vektors ansehen und mit m.a bezeichnen. Der Vektor a selbst ist 


1 
der m** Teil oder, wenn man will, das „ fache des Vektors m -a. 


Man teilt also einen Vektor durch eine ganze Zahl, indem man seine 
Länge durch diese Zahl teilt und seine Richtung ungeändert läßt. 
Daraus ist weiter zu sehen, wie ein Vektor mit irgendeiner, zunächst 
rationalen Zahl zu multiplizieren ist. Man multipliziere seine Länge 
mit dieser Zahl und lasse seine Richtung ungeändert. 

Nach den aufgestellten Regeln läßt sich ein beliebiger Vektor a 
auf drei Vektoreinheiten i, j, k!) in folgender Weise zurückführen: 
In einem gewöhnlichen, rechtwinkligen Koordinatensystem seien 
x, y, 2 die Koordinaten des Anfangspunktes A, x', y', 2’ die Koordi- 
naten des Endpunktes B einer den Vektor a repräsentierenden 
Strecke AB. Dann läßt sich der Vektor a als die Summe dreier 
Vektoren auffassen, welche mit den Koordinatenachsen gleichgerichtet 
sind und der Reihe nach die Längen: 


1) Diese Bezeichnung ist die Hamiltonsche. Graßmann schreibt e,, &,, &. 


Analytische Darstellung. 1 


9) en, yayıy jeeimi 
haben. Diese Größen x, y, 3 heißen 
die Komponenten des Vektors 
nach den Koordinatenachsen. Füh- 
ren wir nun drei Vektoren i, j, K 
von der Länge Eins ein, welche 
mit den Koordinatenachsen gleich- 
gerichtet sind, indem i nach der 
positiven Seite der x-Achse hin- 
weist usw., dann läßt sich der Vek- 
tor a schreiben in der Form: 


(10) a—=YitrYyj+;k 
Die Länge des Vektors a bezeichnen wir mit |a|. Es wird dann 
lal=ye+y +3” 


Sind A, u, v die Winkel, welche die Richtung dieses Vektors mit den 
positiven Richtungen der Koordinatenachsen einschließt, so wird 








Feharcoane nu —|A coau: 2 \A1cosv. 
Es sei b ein zweiter Vektor, und zwar: 
(104) it yj +3. 
Soll nun der Anfangspunkt dieses Vektors b mit dem Endpunkte des 


ersten Vektors a, welcher die Koordinaten «', y', z’ hatte, zusammen- 
fallen, so werden die Koordinäten des Endpunktes von b: 


a ea ee 
Der Summenvektor von a und b muß aber nach der Grundregel 


diesen Punkt zum Endpunkt und den Punkt A mit den Koordinaten 
x, y, 2 zam Anfangspunkte haben, seine Komponenten werden also: 


2" xt, y'-y=y'}4 De Vegan 


und mit Rücksicht auf die Beziehungen (9) können wir somit diesen 
Vektor schreiben: 


(11) a+b=-E+r)i+h+Yy)j+Gt+3)K 


Vergleichen wir dies mit den Ausdrücken (10) für a und b, so sehen 
wir, daß zwei Vektoren addiert werden, indem man ihre 
Komponenten addiert. 

Vertauscht man Anfangs- und Endpunkt des ersten Vektors a, 
so erhält man den entgegengesetzten Vektor —a und für dessen 
Komponenten die Werte: 


EL N ee 
=, Yoy--h 2a 
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d.h. die entgegengesetzten Werte von den Komponenten des Vektors a. 
Addiert man den Vektor — a zu dem Vektor b, so findet man: 


(12) b-a=-e-Hi+W-WjrG—- Hk 
Zwei Vektoren werden also subtrahiert, indem man ihre 
Komponenten subtrahiert. 

Ein Vektor läßt sich symbolisch als die Differenz zweier Punkte 

deuten, indem man definitionsweise schreibt): 

(13) AB=B-A 
In der Tat zeigt die Gleichung: 

A+B-AM=B, | 

die aus der allgemeinen Definition der Differenz folgt, daß sich der 
Ausdruck B — A als eine Operation deuten läßt, die, an dem Punkte A 
ausgeführt, ihn in B überführt, und diese Operation wird anderseits 
geometrisch durch die Strecke verbildlicht, die von dem Punkte A 
nach dem Punkte 5 hinführt. 

Die grundlegende Gleichung (1) schreibt sich in dieser neuen 
Symbolik: 

(B-A)+(C-B)=C0-A 
übereinstimmend mit den Regeln der Subtraktion. 

Wir denken uns nun m Vektoren, die, alle von demselben 
Punkte P ausgehend, nach den Punkten Pı, Ps,... Pn hinlaufen. 
Die Summe aller dieser Vektoren sei durch einen Vektor PS re- 
präsentiert. Von diesem Vektor nehmen wir den m!® Teil, und dieser 
sei durch einen Vektor PR gegeben, so dß PS=m:. PR wird. Die 
sich so ergebende Gleichung: 


(14) PP,+PP,+--:+PPn=m.PR 
läßt sich in der neuen Symbolik schreiben: 
(144) ı-M+(PR-P+.:-+.-P)=m(R—P). 
Hieraus folgt, wenn man, die Punkte wie algebraische Größen 
behandelnd, auf beiden Seiten der Gleichung m:-P addiert, die 
weitere Gleichung: 


(15) Pı+Pe+-...-+,.—=m-R, 


die von der Lage des Punktes P unabhängig ist. 
Wenn man statt dieser noch nicht gerechtfertigten Operation 
mit Punkten zu der Gleichung (14) die identische Vektorgleichung;: 





1) Man vergleiche die klaren, ausführlichen Auseinandersetzungen in der 
ersten Vorlesung von Hamiltons Lectures on Quaternions. Wir adoptieren die 
dort gebrauchte Bezeichnung durch halbfette Antiqua für Punkte, die als Gegen- 
stand einer symbolischen Rechnung dienen, während wir für Punkte in rein 
geometrischem Sinne die gewöhnlich gebrauchte Kursive beibehalten. 


Rechnen mit Punkten. 9 


QP+QP+..:.+QP=m:V®P, 
wobei Q ein beliebiger Punkt ist, addiert, so erhält man die Gleichung: 


PR, +QPR+.-.+Q9Pn=m:QR, 

die zeigt, daß die Gültigkeit der Gleichung (14) von der Wahl des 
Punktes P unabhängig ist und somit die Lage des Punktes R ledig- 
lich von der Lage der Punkte Pı, Pe,... P„ abhängt. Dadurch er- 
scheint auch die Gleichung (15) als Ersatz der Gleichung (14) bei 
beliebig gelassenem P gerechtfertigt. Der Punkt R heißt das Zentrum 
der mittleren Entfernungen für das Punktsystem Pı, Ps,... P..') 

Wählen wir in der Gleichung (14) für den willkürlichen Punkt P 


den Koordinatenursprung OÖ, so wird sie: 
OPRL+0OP+-::+0Pu=m: OR. 


Sind aber %;, %:, 2; die Koordinaten des Punktes P,, x, y, 2 die 
Koordinaten von R, so ist: 


OP,=xi-+%j + 2;K, G=1,2 2m) 
OR=zi+tyj-+zk. 
Setzt man diese Werte in die vorhergehende Gleichung ein, so liefert 
sie die folgenden Werte für die Komponenten des Vektors m: OR: 


RE 
(16) YtRt+ + mm, 
12, 72% Eur m Mm>2 


Diese Gleichungen zeigen uns, daß die Koordinaten des Zentrums 
der mittleren Entfernungen die arithmetischen Mittel aus den Koor- 
dinaten der Punkte des Punktsystems sind. 

Die Gleichung (15) enthält auf ihrer linken Seite die Summe 
einer Anzahl beliebiger Punkte. Sie läßt erkennen, daß zwei Systeme 
von Punkten nur dann dieselbe Summe liefern können, wenn sie an 
Anzahl gleich sind. Außerdem muß das Zentrum der mittleren Ent- 
fernungen für beide Punktsysteme dasselbe sein. Man kann alle Punkte 
des Systems sich in diesem Zentrum vereinigt denken, ohne daß die 
Summe sich ändert, und so erscheint als Resultat der Addition ein viel- 
facher Punkt. Wenn man solche vielfache Punkte einmal in Be- 
tracht zieht, so kann man auch die Punkte des Systems in beliebigen 
Gruppen sich zu vielfachen Punkten vereinigen lassen und erhält dann 
statt der Gleichung (15) eine Gleichung: 


(17) m Pr, +mP,;,+::-+m, PB, =m-R, 
wobei: - r 
18,28, m=mt+m +: +m 


1) Carnot, Geometrie de Position (1803) S. 315. 
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anzunehmen ist. Die ‚Gleichungen (16) gehen gleichzeitig über in 
die folgenden: 


mM tTMm ur tm uh=M:%, 
(19) mMYMYYTMmYpTr tm pp =MmY, 
m Atm at tms —=m.2. 


Diese Gleichungen haben zunächst nur einen Sinn, wenn alle m 
ganze Zahlen bedeuten. Es liegt aber nahe, sie auch auf den Fall 
zu erweitern, wo die m beliebige Zahlen sind. Was wir zunächst 
als einfache Punkte angesehen haben, können wir nämlich wieder 
als Konglomerate einer bestimmten Zahl, sagen wir n, Teilpunkte 
auffassen, oder ausführlicher ausgedrückt, wir sehen auch jeden ein- 
fachen Punkt als Zentrum der mittleren Entfernungen für ein System von 
n Punkten an, die wir schließlich einander und damit dem Zentrum 
unendlich nahe rücken lassen. Dann aber können wir für die Größen m; 
statt ganzer Zahlen gebrochene Zahlen mit dem gemeinsamen Nenner n 
nehmen. Da nun die Zahl » an und für sich ganz beliebig wählbar 
ist, so können die Größen m auch beliebige rationale Zahlen bedeuten. 
Sie bleiben aber einstweilen auf positive Werte beschränkt. 

Wir sind so auf Punkte gekommen, die mit einem beliebigen 
positiven Zahlfaktor behaftet sind. Wir nennen dieselben nach 
Graßmann Punktgrößen. Sie sind in der Physik als Massenpunkte 
bekannt. In die reine Geometrie sind sie 1827 durch Moebius, in 
seinem Baryzentrischen Calcul!), eingeführt und zur Grundlage einer 
geometrischen Rechnung gemacht worden. Wir wollen gelegentlich 
der Einfachheit halber den Ausdruck Masse für den Zahlfaktor m 
der Punktgröße beibehalten. Er ist, wie die Gleichung (17) zeigt, 
als ein wirklicher Faktor anzusehen, mit dem der gleichliegende ein- 
fache Punkt multipliziert erscheint. Die einfachen Punkte selbst lassen 
sich als Punktgrößen von der Masse Eins auffassen. Die Formeln (19), 
zu denen die Gleichung: 


(18) m, tm +." tm, =m 


hinzuzunehmen ist, liefern die Regel für die Addition der Punkt- 
größen. Es liegt nahe, die Zahlwerte: 


mi %, MiYyı, Miki, M; 


als die Koordinaten der Punktgrößen anzusehen, dann gestatten 
die Gleichungen (19) und (18) die einfache Ausdeutung: Punkt- 
größen werden addiert, indem man ihre Koordinaten addiert. 
Um in Übereinstimmung mit längst bekannten Dingen zu bleiben, 


1) Neudruck in Bd. 1 von Moebius’ Werken, hsg. v. R. Baltzer (1885). Man 
vergleiche dort auch (8. 613) die Bemerkungen Moebius’ zu der von Graßmann 
in seiner Geometrischen Analyse entwickelten Punktrechnung. 


Addition der Punktgrößen. Jia 


nennen wir die durch die Gleichung (18) festgelegte Größe m die 
Gesamtmasse des Systems von Punktgrößen und den Punkt, dessen 
Koordinaten x, y, 2 durch (19) bestimmt werden, den Schwerpunkt 
dieses Systems. Die Summe des Systems von Punktgrößen ist dann 
eine Punktgröße, deren Masse die Gesamtmasse des Systems ist und 
deren Lage durch dessen Schwerpunkt gegeben wird. 

Sind 9, 2x: die Abstände der Systempunkte von einer be- 
liebigen Ebene x, so nennen wir die Summe: 

MM tTMmP tt MD 
das statische Moment des Punktsystems für die Ebene x. Um den 
analytischen Ausdruck für dieses statische Moment zu finden, denken 
wir uns die Gleichung der Ebene x in der Normalform: 
Be 0 
gegeben, in der wir: 
ba 
voraussetzen, indem &, n, & die Richtungskosinus und 9 die Länge 
des aus dem Koordinatenursprung auf die Ebene gefällten Lotes be- 
zeichnen. Dann wird der Abstand des Punktes mit den Koordinaten 
%, Yi, 2 von dieser Ebene einfach: 
vn tny ta —0 
und somit das statische Moment: 
Zmp =&E im +n  Zmy + $& 2m; —H:- Am, 
oder nach (19) und (18): 
(19) Zmp =m(&ctny+i:—-M)=m:p, 
‘ wenn p den Abstand des Schwerpunktes von der Ebene x bezeichnet. 
Daraus folgt, daß, wenn zwei Systeme von Punktgrößen dieselbe 
Summe ergeben, ihre statischen Momente für alle Ebenen des Raumes 
übereinstimmen. Sie lassen sich auf die statischen Momente einer 
einzigen Punktgröße reduzieren, und dies ist die durch die Addition 
resultierende Punktgröße. 

Beschränken wir die Addition auf nur zwei Punktgrößen, m, P, 
und m, P,, so wird die Lage des Summenpunktes durch die Koordi- 
naten: 

M, X M, X: m M, Ya m, 2 M; 2 
ee 


bestimmt. Aus diesen Gleichungen folgt: 











m m Mm, 

er 1 m. # — 2) 4- an Be), en a — 2). 
Diese Formeln zeigen aber, daß der in Rede stehende Schwerpunkt 
auf der Verbindungslinie von P, und P, liegt und seine Abstände 
von diesen Punkten sich umgekehrt verhalten wie die Massen, mit 
denen sie behaftet sind. Dies ist das Archimedische Hebelgesetz. 
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Schreibt man die Formeln, welche die Addition zweier Funkt- 
größen ausdrücken, in der it 


mP+mP,=mP, m+ m, = Ms, 


so folgen aus ihnen die Formeln für die Subtraktion zweier Punkt- 
größen: 

(21) mP, - m Pf, =mPf, my —-m=m, 
von denen die erste als Ersatz für die drei nicht symbolischen 
Gleichungen dient: 

(22) m, -— ma =ME, MYy— MY = MY, My; — MA = ME, 
zu denen: 

Mm —- m =M 
hinzuzunehmen ist. Zwei Punktgrößen werden also auch sub- 
trahiert, indem man ihre Koordinaten subtrahiert. 
Die Formeln (21) versagen, wenn m, = m,, also m=O wird. 

Setzen wir dann: 


mp; —- mp =m(,—-P)=m'p=V, 


so wird nach Früherem p=P, — P, ein Vektor, nämlich der Vektor, 
der von P, nach P, hinführt. Die gesuchte Differenz v ist das 
m,-fache dieses Vektors, also wieder ein Vektor. Die Differenz zweier 
Punktgrößen von gleicher Masse m, ist also .ein Vektor, den man 
findet, indem man die Länge der Verbindungsstrecke beider Punkt- 
srößen im Verhältnisse »n, : 1 vergrößert. 

Daraus folgt weiter, daß, wenn man zu einer Punktgröße von 
der Masse m, einen Vektor v addiert, das Resultat wieder eine 
Punktgröße 22 der Masse m, ist, deren Lage gegen die erste durch 


den Vektor ne v bestimmt ist. 

Um nun schließlich zu einer analytischen Darstellung einer 
Punktgröße ®, deren Masse m ist und deren Lage durch die Koordi- 
naten x, y, 2 gegeben, zu gelangen, legen wir an den Koordinaten- 
ursprung O die gleiche Masse m, dann wird: 

B-mO=m(ei+tyj+:k) 
und hieraus: 
(23) P=m-O+mzx-i+my:-j+mz-k. 
So läßt sich jede Punktgröße symbolisch darstellen, und was wir 


oben als ihre Koordinaten bezeichnet haben, sind die Koeffizienten in 
diesem symbolischen Ausdrucke. 
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Zweites Kapitel. 
Vektorprodukte, 


Bis jetzt ist nur von der Addition und Subtraktion der Funda- 
mentalgrößen die Rede gewesen. Unsere nächste Aufgabe wird sein, 
auch ihre Multiplikation und Division in Betracht zu ziehen. Wir 
wollen mit der Multiplikation der Vektoren beginnen. Diese Multi- 
plikation bezeichnet den Punkt, wo die originale Leistung Hamiltons 
und Graßmanns anhebt, aber hierbei tritt auch schon die Verschieden- 
heit ihrer Anschauungen zutage.!) 

Die Multiplikation gewöhnlicher Zahlen a, b, ce... gehorcht 
drei Gesetzen, die als das kommutative, distributive und assozıative 
Gesetz bezeichnet werden. Das kommutative Gesetz fordert die 
Vertauschbarkeit der Faktoren und drückt sich in der Formel: 


ab=b-a 


aus. Das distributive Gesetz betrifft die Multiplikation einer Zahl 
mit einer Summe und lautet in einer Formel geschrieben: 


(a+b) ce=a:.c+b:c, 
woraus die andere Formel: | 
(a+b) (+d)=ac+b.c+ta.d+b-.d 


unmittelbar folgt, die in Worten ausgesprochen lautet: Zwei Summen 
werden multipliziert, indem man jedes Glied der einen mit jedem 
Glied der anderen multipliziert und die herauskommenden Produkte 
addiert. 

Das assoziative Gesetz endlich bezieht sich auf die wiederholte 
Multiplikation und besagt, daß das hesultat derselben nicht von der 
Ordnung, in der die zur Verwendung kommenden Faktoren miteinander 
multipliziert werden, abhängt. Es drückt sich in der Formel aus: 


(a-b)e=a:-(b.c). 


Dieses letzte Gesetz stützt sich auf die selbstverständlich klingende 
Tatsache, daß das Produkt zweier Zahlen wieder eine Zahl ist und 
also aufs neue mit einer Zahl multipliziert werden kann. Wenn wir 
aber eine der Zahlenmultiplikation analoge Operation mit Vektoren 
suchen, so können wir nicht von vornherein sagen, daß das Produkt 
zweier Vektoren wieder ein Vektor sei, vielmehr müssen wir erwarten, 


1) Was Graßmann betrifft, so vergleiche man auch seine Arbeit Sur les 
differents genres de multiplication im Journal für Math. 49 (1855) S. 125, wieder- 
abgedruckt in seinen Werken II! 8.199. 
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auf diese Weise zu einer neuen Art räumlicher Größen zu gelangen. 
Wir können also von der Geltung des assoziativen Gesetzes zunächst 
absehen. Ebensowenig ist ein Grund vorhanden, an dem kommutativen 
Gesetze unbedingt festzuhalten. Dagegen soll das distributive Gesetz 
in allen Fällen gelten, weil auf diese Weise sich die Möglichkeit er- 
öffnet, aus der Multiplikation der Einheitsvektoren mit sich selbst 
und miteinander die Multiplikation zweier beliebiger Vektoren ab- 
zuleiten. 

Sind also a, b, e, d irgendwelche Vektoren und drücken wir 
auch die Multiplikation der Vektoren durch einen zwischengesetzten 
Punkt aus, so soll allgemein: 


(1) (a+b). (ce +d)=a:-c+b.e+a.d+b.d 
sein, welche Regel sich sofort auf die Multiplikation von zwei Summen 
mit beliebig vielen Gliedern überträgt. Setzen wir in jeder der beiden 


Summen die Glieder alle einander gleich, so ergibt sich für irgend- 
welche ganze Zahlen in, n die Relation: 





(2) (ma): (nb)=mn(a-b). 
Hieraus folgt aber weiter, daß auch: 
RICH ab 
(8) Mn mM 


ist, wenn wieder m’ und n' ganze Zahlen bedeuten. Denn aus dieser 
Gleichung folgt, wenn man ihre beiden Seiten mit »'.»' multipliziert: 
a b | 
m: m. (> =) — ash: 
Die linke Seite dieser Gleichung ist aber nach (2) in der Tat: 
— m Ei 
m N 
womit die Gleichung (3) bewiesen ist. Indem wir (2) und (3) zu- 
sammenfassen, können wir allgemein setzen: 
(4) pa.gb=pala.b), 
wenn 9, q irgendwelche rationale Zahlen bedeuten. 
Wenn nun zwei Vektoren in der Form: 
(5) BT 1» Bias 
b=ri+yj+3k 
gegeben sind, so ergibt sich aus der Anwendung der Regeln (1) und 
(4) für das Produkt dieser beiden Vektoren sofort der Ausdruck: 


a.b=- rrfi - D+WY'G-j)+tr3(i-k) 
(6) +YE(J D+W(G-»+V’(:-o 
+32 (k-M)+3Yy.(k-j) +33 (k-k). 
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Dieses ist also die allgemeinste Form für das Produkt zweier Vektoren. 
Dasselbe läßt sich mithin als lineare Funktion von 9 Einheiten, näm- 
lich den Produkten der Einheitsvektoren i-i,i-j usw. darstellen 
und bezeichnet so in der Tat eine Größe höherer Ordnung, als es die 
Vektoren selbst sind. 

Das durch die Formel (6) gegebene Vektorenprodukt ist aber ab- 
hängig von der Wahl des zugrunde gelegten Koordinatensystems oder, 
was dasselbe heißt, von der Lage der Einheitsvektoren. Wir wollen 
es deshalb das analytische Produkt der Vektoren nennen'), indem 
es seinem Wesen nach in einem durch die analytischen Ausdrücke 
der Vektoren mitbestimmten höheren analytischen Ausdrucke be- 
steht. Dagegen ist es auf der anderen Seite eine natürliche For- 
derung, daß sich dem Vektorprodukte auch eine geometrische Be- 
deutung geben lassen soll, die nun ihrerseits nicht von der Wahl 
der Einheitsvektoren, sondern lediglich von den multiplizierten 
Vektoren abhängt. Ein solches Produkt soll dann ein geometrisches 
Produkt heißen. 

Um zu derartigen Produkten zu gelangen, überlegen wir, dab 
sich, da die geometrische Bedeutung des Produktes von der Wahl 
des Koordinatensystems nicht abhängen soll, dem letzteren eine be- 
sondere Lage gegen die zu multiplizierenden Vektoren geben läßt, 
ohne daß das Produkt seine geometrische Bedeutung verändern kann. 
Wir legen deshalb den Koordinatenursprung in den gemeinsamen 
Ausgangspunkt der beiden Vektoren a und b, die x-Achse lassen 
wir mit dem Vektor a zusammen- und den Vektor b in die «y-Ebene 
fallen. Sind dann noch a und-b die Längen der beiden Vektoren, 
p der Winkel, den sie bilden, so ist zu setzen: 


E=4, u 
Ebeon ebsagı ir, 
und der Ausdruck (6) für das Produkt reduziert sich somit auf: 
a-b=abcosp(i-1W) + absinp(i-j). 
Setzen wir bei dieser besonderen Wahl der Einheitsvektoren: 
ii=9, i-j=u, 


so daß o nur von der Richtung des ersten Vektors, u von dieser 
Richtung und der Stellung der Verbindungsebene beider Vektoren 
abhängen kann, dann wird das Produkt: 


(7) | a-b=abcospo + absinpu. 


1) Gibbs bezeichnet es als Dyade. 
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Wir drücken nun die in dem Produkte auftretenden Zahlgrößen 
abcosp und absinp durch die Kom- 
ponenten der beiden Vektoren in 
einem beliebigen Koordinatensystem 
aus. Der Einfachheit halber können 
wir den Ursprung auch dieses Koordi- 
natensystems mit dem gemeinsamen 
Angriffspunkte der beiden Vektoren 

#zusammenfallen lassen, deren Kompo- 
nenten x, y, zund x’, 4’, 3’ sind dann 
die Koordinaten ihrer Endpunkte, und 
nach bekannten Formeln der analy- 
tischen Geometrie haben wir: 


Veh, 
Fig. 4. b=yr2ıyar3n 











und: 
8) abeossp = Yr+yy +33), 
ab sin p = Y(y3'— 39)’ + (32'— 23’)? + (Ey'—Yr')’ 

Der letztere Ausdruck bedeutet die Fläche F' des durch die 
Vektoren als zwei Seiten bestimmten Parallelogramms (oder die 
doppelte Fläche des von den beiden Vektoren gebildeten Dreiecks). 
Die Projektionen F,, F,, F, dieser Fläche auf die Koordinaten- 
ebenen sind: 








F, = 43’ 3), 
(9) PF,=30 13): 
Ir m ıy — u 


demnach wird: 





F=YVF?2+F?+ 10, 


und bezeichnen wir mit A, u, v die Winkel, welche die Richtung 
einer Normalen auf der Verbindungsebene der beiden Vektoren mit 
den Koordinatenachsen bildet, so ist: 


10 Fr, F, 1 
( ) Cosi — m OB cv = m 


Setzen wir nun, was erlaubt ist: 
(SL) = cosA-t+cosu:-j-+ cosv.-f, 


wo 1, ], E neue, noch zu bestimmende Symbole sind, die wieder nur 
von der Stellung der Verbindungsebene beider Vektoren und der Rich- 
tung des ersten Vektors abhängen können, so wird die Gleichung (7), 


Geometrisches Produkt. 1% 


indem man mittelst (8), (9), (10), (11) die Werte auf den rechten 
Seiten durch die allgemeinen Komponenten der Vektoren ausdrückt: 


(12) a-.b=(tr'+9y'+33')0 
+43 - 1) +Gr - Bit (ey Hr) 


Wir haben so das Produkt wieder auf einen Ausdruck gebracht, 
der in den Komponenten der beiden Vektoren bilinear ist. Ver- 
gleicht man diesen Ausdruck mit dem allgemeinen (6), so sieht man, 
daß beide in Übereinstimmung gebracht werden, wenn 

ii=jj=-K K=0 
(13) I) ) 


gesetzt wird. 

Es zeigt sich auf diese Weise, daß das Symbol vo, das nach 
seiner ursprünglichen Einführung von der Richtung des ersten 
Vektors a abhängen kann, von dieser Richtung unabhängig ist. 
Lassen wir die beiden Vektoren zusammenfallen, setzen wir also in 
der Gleichung (7) a=b=e, indem e einen Vektor bezeichnet, dem 
wir die Länge 1 geben wollen, so daß auf der rechten Seite der 
Gleichung a=b=1 und ferner wegen des Zusammenfallens der 
Vektoren g=0 wird, dann finden wir: 


(14) e:e=D, 


d.h. jeder Vektor von der Länge Eins ergibt mit sich selbst multi- 
pliziert den Wert 0. Ein beliebiger Vektor a von der Länge a er- 
gibt dann mit sich selbst multipliziert den Wert: 


(15) a-a=a?. 
Das Symbol ıt wird jetzt nach (11) und (13): 
n=cosA(j-k)+cosu(k -i)+cosv(i:j), 


jk=--kj=i, ki--ik=j, ij--ij=f 


es hängt also nur von der Stellung der Verbindungsebene der beiden 
Vektoren, nicht aber von der Richtung des ersten Vektors ab und 
kann direkt äls die symbolische Darstellung dieser Ebenenstellung 
angesehen werden. 

Die Gleichung (7) zeigt dann, daß das geometrische Produkt 
zweier Vektoren ungeändert bleibt, erstlich wenn man beide Vek- 
toren in ihrer Verbindungsebene mit Beibehaltung des Winkels 
zwischen ihnen beliebig herumdreht, zweitens wenn man den einen 
Vektor in demselben Verhältnisse verkleinert, wie man den anderen 
vergrößert, so daß das Produkt «-b ungeändert bleibt. 

In dem Ausdrucke: 


(7) a-b=abcospyp-+absinpu 


Timerding, Geometrie der Kräfte. 2 
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ist der Winkel p von dem ersten Vektor nach dem zweiten hin ge- 
rechnet. Wenn man nun die beiden Vektoren vertauscht, so ändert 
der Winkel seinen Sinn, wird also — op, während a, b und u un- 
geändert bleiben. Wir finden also: 

(7a) b-a=abcospp — absıngu. 

Es ist mithin im allgemeinen nicht a:b=b.a, d.h. das kommu- 
tative Gesetz nicht erfüllt. Die Gleichung (7) läßt aber erkennen, daß 
das geometrische Produkt in zwei Teile zerfällt, von denen der erste, 
abcosgp0, eine reine Zahl, mit einer unabhängigen Einheit on behaftet, 
der zweite, absinpu, dagegen von der Stellung der Verbindungs- 
ebene beider Vektoren abhängig ist. Diese beiden Teile können wir 
trennen und einzeln als zwei verschiedene Vektorenprodukte ansehen. 
Den ersten Teil schreiben wir, mit Fortlassung der dann überflüssigen 
Einheit o: 

(16) axb=abcosp, 
er heißt nach Graßmann das innere Produkt der beiden Vektoren. 
Den zweiten Teil drücken wir wie folgt aus: 

ER fabl=absing ı, 
Graßmann nennt ihn das äußere Produkt der beiden Vektoren.!) 
Das innere Produkt verschwindet, wenn die beiden Vektoren zu- 
einander normal, das äußere, wenn sie einander gleich oder entgegen- 
gesetzt gerichtet sind. Im ersteren Falle ist nämlich & = 90°, also 
cosp=0, im letzteren Falle 9=0 oder 9 = 180°, also sing =. 
Insbesondere verschwindet also das äußere Produkt eines Vektors 
mit sich selbst, d.h. es ist allgemein: 


(18) [a a =(, 
während ax a=.a? oder ja? wird. 
Sind t, Y, 3 und r', y, 3 die Komponenten zweier Vektoren, so 
sind diese zueinander normal, wenn: Ä 
er tz —=0, 
und zueinander parallel, wenn: 
E:y:z—=dl:y:z. 
1) Das innere Produkt wird auch, namentlich von englischen Physikern, 
als skalares, das äußere als Vektorprodukt bezeichnet. Die Schreibweise der 


Multiplikation ist bei den einzelnen Autoren folgende: 
inneres Produkt äußeres Produkt 





GrabBmann  .e [a|b] [ab] 
Hamilton me Sab Vab 
Heayiside 220 ab Yab 
WHihbeniie mia a-b axb 
Lorentz. er (ab) [a-b] 


Das allgemeine geometrische Produkt hat Graßmann (Math. Ann. 12, S. 375, 
Werke II?, 8. 268) mittleres Produkt genannt. 
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It E&&+ny+6&z=9 die Gleichung einer Ebene, so ist ein 
Vektor mit den Komponenten tr, y, 3 zu dieser Ebene normal, wenn: 


E:y:z=äs:n:h, 
und zu der Ebene parallel, wenn: 

Ernte. 
Denn &, n, & sind den Richtungskosinus einer Normalen der Ebene 
proportional. 


Aus den allgemeinen geometrischen Produkten (7) und (Ta) 
lassen sich das innere und das äußere Produkt wie folgt herleiten: 


(19) (axb)o=z(ab+b.a), 
fabl=z(ab-b.a). 
Diese Gleichungen lassen sofort erkennen, daß bei Vertauschung der 
Faktoren für das innere Produkt: 


« 


(20) axb=bxa 
wird, also das kommutative Gesetz gilt, für das äußere Produkt dagegen: 
(21) (ab]=— [ba] 


ist. Wir wollen das Zeichen x immer anwenden, wenn die Vertauschung 
der durch dasselbe verbundenen Faktoren keine Änderung auf den 
Wert des Produktes ausübt. Dagegen wollen wir die eckige Klammer 
nur dann fortlassen, wenn das Produkt eine reine Zahl ist, so daß 
die eckige Klammer den geometrischen Charakter des Resultates der 
Multiplikation anzeigt. - 

Der Wert des inneren Produktes wird nach (16) gefunden, in- 
dem man das Produkt der Längen beider Vektoren mit dem Kosinus 
“des von ihnen eingeschlossenen Winkels oder, was dasselbe heißt, die 
Länge des einen Vektors mit der Projektion des anderen Vektors 
auf ihn multipliziert. Den Faktor von u, nämlich F=absing, in 
dem Ausdrucke für das äußere Produkt wollen wir seinen absoluten 
Wert nennen. Er wird geometrisch durch die Fläche des Parallelo- 
gramms repräsentiert, das die beiden Vektoren als zwei Seiten be- 
stimmen, »Setzen wir in dem Ausdrucke für das äußere Produkt aus 
(11) und (10) den Wert von u ein, so wird es: 


(22) Bee aan mL 


Hierin bedeuten F,, F,, F, die Projektionen der Parallelogrammfläche 

auf die Koordinatenebenen. Wir wollen diese Projektionen als die 

Komponenten des äußeren Produktes bezeichnen. Die drei Komponenten 

ändern ihr Vorzeichen, wenn die Vektoren a und b vertauscht werden. 

Diese Vorzeichen hängen so davon ab, welcher der beiden Vektoren 

bei der Produktbildung als der erste und welcher als der zweite an- 
DE 
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gesehen wird, sie werden mithin durch den Sinn der Drehung be- 
stimmt, die auf dem kürzesten Wege von dem ersten Vektor zu dem 
zweiten hinführt. Dieser Drehsinn ist gleichbedeutend mit dem Um- 
laufssinne des durch die Vektoren bestimmten Parallelogramms, bei 
welchem der in dem Produkte voranstehende Vektor in seinem 
richtigen Sinne durchlaufen wird. Dieser Umlaufssinn gehört so, 
neben dem Flächeninhalte des Parallelogramms und der Stellung 


seiner Ebene, zur geometrischen Darstellung des Vektorproduktes hin- 


zu, und wir können dieses Produkt interpretieren als eine Fläche 
von bestimmtem Inhalte und bestimmtem Umlaufssinne in einer Ebene 
von bestimmter Stellung. Eine solche Größe ist dem Vektor in ge- 
wisser Weise analog: die Länge des Vektors wird durch den Inhalt 
der Fläche, die Linienrichtung des Vektors durch die Ebenenstellung 
und der Richtungssinn des Vektors durch den Umlaufssinn der Fläche 
ersetzt. Wir wollen deshalb die das äußere Produkt zweier Vektoren 
repräsentierende geometrische Größe einen Flächenvektor nennen 
und die ursprünglichen Vektoren, wo es not tut, als Linienvektoren 
davon unterscheiden.') 

Lange Zeit sind die beiden Vektoren überhaupt nicht unterschieden 
worden.”) Man ersetzte unmittelbar den Flächenvektor (22) durch den 
Linienvektor: 

x @&) f-Bi+B,j+ Ik, 
indem man: 


(2) i=i, j-j, f-k 


annahm. Dieser Vektor mißt durch seine 
Länge den Flächenvektor (22), er steht 
zu dessen Ebene senkrecht und sein Sinn 
ist durch den Charakter des zugrunde 
gelegten Koordinatensystems bestimmt. 
= Ist dieses Koordinatensystem, wie wir 
Fig. 5. es immer annehmen wollen, ein Rechts- 
schraubensystem, geht die positive Seite der &-Achse nach rechts, 





1) Maxwell nennt (Lond. Math. Soc. Proceedings 3 (1871) S. 224 = Papers 2, 
8.257 und Treatise on electricity and magnetism) die Linienvektoren trans- 
latorische, die Flächenvektoren rotatorische Vektoren. Voigt sagt (Kompendium 
d. theoret. Physik) „polare und axiale Vektoren“. Hamilton macht überhaupt 
keinen Unterschied zwischen den beiden Größenarten. Graßmann hat für den 
Flächenvektor nur die Bezeichnung „Parallelogramm ‘“, die sein Sohn (Schrauben- 
bewegung u. Nullsystem, Halle 1899) durch das kurze, prägnante Wort ‚Blatt‘ ersetzt. 

2) Unabhängig von Graßmann hat de Saint Venant das äußere Produkt 
zweier Vektoren gefunden und als „geometrisches Produkt“ bezeichnet [Comptes 
rendus 21 (1845) 620]. Er unterscheidet scharf zwischen diesem Produkt als 
einer Flächengröße und den Vektoren als Liniengrößen. An ihn knüpfte Cauchy 
mit seiner Theorie der „algebraischen Schlüssel“ an [Comptes rendus 36 (1853) 70]. 


He 
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die positive y-Achse nach vorn, die positive z-Achse nach oben!), 
so erfolgt für einen Beobachter, der sich aufrecht in den Sinn des 
Linienvektors stellt, der Umlauf der Fläche des Flächenvektors ent- 
gegen dem Sinne des Uhrzeigers. Diese Zuordnung von Richtungs- 
sinn und Umlaufssinn bedeutet eine bloße Konvention, die sich in 
ihr Gegenteil verkehrt, wenn man statt des Linienvektors und Flächen- 
vektors ihre Spiegelbilder für irgendeine Ebene betrachtet. 

Diese Ersetzung des Flächenvektors durch einen Linienvektor 
auf Grund zweier konventioneller Festlegungen, die erste über das 
Verhältnis von Linienmaß und Flächenmaß, die zweite über das Ver- 
hältnis von Richtungssinn und Drehsinn, liegt auch den Quaternionen 
Hamiltons zugrunde. Setzen wir in dem allgemeinen geometrischen 
Produkte zunächst o=— 1 und weiter i=i, j=j, {=K?), so wird 
es, wenn wir zur Unterscheidung dieses Produktes den Punkt zwischen 
den Faktoren a und b auslassen: 

(25a) ad=-— (it +)+ NEN i+eN-Hr)k, 
also ein Ausdruck von folgender Form: 

(25) g=K+Li+Mj+Nk, 
und einen solchen Ausdruck bezeichnet Hamilton wegen der Vierzahl 
der Terme als eine Quaternion. Die beiden Teile dieser Quaternionen, 
die dem inneren und äußeren Produkte Graßmanns entsprechen, 
scheidet auch Hamilton, indem er den ersten Teil X, der eine reine 
Zahl bedeutet, den skalaren Teil Sg, den zweiten Teil Zi+ Mj + Nk, 
der einen Vektor darstellt, den vektoriellen Teil Yg der Quater- 
nion q nennt. 

Der Hamiltonsche Ansatz hat den Vorteil, daß er sofort die 
Ausdehnung der Produktbildung auf beliebig viele Faktoren gestattet.”) 
Es gelten nämlich jetzt nach (13) und (24), wenn o=-.1, die 
folgenden Regeln für die Multiplikation der Einheiten: 

i=jj=kk=-J1, 
wo N e. ki=—-ik=j, ij=-ji-k. 
Aus ihnen folgt sofort, daß, da die Geltung des distributiven Gesetzes 
immer vorausgesetzt wird, durch Ausmultiplizieren der formalen 
Summen, die sie darstellen, das Produkt zweier Quaternionen: 
1=K, +Li+Mj+N,k, 
9 = +14 M,j + NK 

1) Daraus folgt, daß, wenn man von der positiven x-Achse zur positiven 
y-Achse, von dieser zur positiven 2-Achse und darauf wieder zur positiven 
x-Achse übergeht, wie die Pfeile der Figur 5 es angeben, man das Gebiet, in dem 
alle Koordinatenwerte positiv sind, zur Linken hat. 

2) Vgl.W.K. Clifford, American Journ. of Math. 1 (1878) S. 350, Papers S. 266. 


3) Vom rein arithmetischen Standpunkte aus hat zuerst H. Hankel die 
Quaternionen behandelt in seiner Theorie der komplexen Zahlensysteme, Leipzig 1867. 
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wieder eine Quaternion q wird, nämlich die folgende: 


=, = KK - LM M-NN) 
IRRE STRRE Feen N,M,)i, 
(27) ne rn 
+ K N +N R+ LM, -M,L)Kk 
Man kann durch direkte Ausrechnung leicht nachweisen, daß auf 
Grund dieser Bechenregeln für drei Quaternionen q,, 9, g, das 
assoziative Gesetz: 


(28) (q, 93) 4, = 4 (93 93) 241 (93 g3) 
erfüllt ist. 


Ist: 
ab=q9=S8q4+YVg, 


so wird [vgl. (7a) und (Tb)]: 
ba=g4y=Sq—-Va. 
Die so definierte Quaternion qg heißt die konjugierte zu q. Ist 
a en so wird: 
g=K-Li—-Mj- Nk 

Im Gegensatze zu den Quaternionen lassen sich die Graßmannschen 
Multiplikationsarten nicht ohne weiteres beliebig fortsetzen. So ist 
das innere Produkt immer auf zwei Faktoren beschränkt, weil es 
eine reine Zahl ergibt, deren weitere Multiplikation man nicht mehr 
als innere Produktbildung bezeichnen kann. Dagegen kann man das 
äußere Produkt auf drei Vektoren erweitern, indem man die un- 
beschränkte Geltung des assoziativen Gesetzes, das sich jetzt in der 


Form schreibt: 

| [table] < [abe] = Take), 

annimmt. Da die Einheitsvektoren bei der äußeren Multiplikation 
den Rechenregeln: 

| ee 
kl IK STR ik u ze 
unterworfen sind, ergibt sich: | 
ii]= [Ik] = j Kk]]=< Ti] = - [HK] = [GilK]-Gjkl, 


ferner: 


(29) 


= [513] = - [iR] = Ik 1551] = 
Ebenso wird: 
ik])=0,17 J]] = ij Kl, elle OR Ver 
Wenn man also das äußere Produkt eines Flächenvektors: 


= M,i+F,j+ Ft 
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und eines Linienvektors: 
er &s y"j = ick 
bildet, so wird dasselbe: 


(30) pyel=(FKri"+Fy'+R3)8, 
wenn wir [ijk]=2 machen. Setzt man hierin: 
p-[ab] 


und entsprechend für F,, F,, F, die Werte (9) ein, so läßt sich 
der Faktor von Jijk] auf der rechten Seite als Determinante 
schreiben, und wir erhalten: 


& Dee} | 
(31) fade]l=|E y z 2 
z u. a 


Die Determinante hat hierin eine einfache geometrische Bedeutung, 
sie gibt nämlich, dem absoluten Werte nach „ 
genommen, das Volumen des Parallel- 
epipedons an, welches die drei Vektoren a, 
b, e als drei Kanten bestimmen. Um auch 
das Vorzeichen festzulegen, das sich bei 
Vertauschung zweier der Vektoren a, b, 
ec umkehrt, beachte man, daß, wenn a=i, 
b=j, e=k gewählt wird, die Deter- 
minante = + 1 werden muß. Daraus ist 
zu sehen, daß die Determinante allgemein 
einen positiven Wert annimmt, wenn die 
Vektoren, in der richtigen Reihenfolge ge- 
nommen, wie die Koordinatenachsen ein 
Rechtsschraubensystem bilden, d.h. stellt 
man sich nach der Seite des Vektors 6 
aufrecht auf die Ebene der Vektoren a 
und b, so muß die Drehung vom ersteren 
nach dem letzteren hin entgegen dem Sinne des Uhrzeigers er- 
folgen. Hat sie den entgegengesetzten Sinn, so wird die Determinante 
negativ. 

Das Produkt der drei Vektoren verschwindet dann und nur dann, 
wenn zwei der Vektoren einander oder die drei Vektoren einer Ebene 
parallel sind, denn dann fällt das von ihnen bestimmte Parallelepipedon 
in eine Ebene zusammen. Aus der Gleichung: 





Fig. 6. 


a Fr 
| E y' 3; | — 0) 
| Di y" n | 


folgt aber, daß drei Relationen von der Form: 
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"=ar+ig, 
(32) YV—=Ay+4y, 
zit — 144 z! ;' 
zusammen bestehen, die sich in der einen Vektorgleichung: 
(33) =J)a-+4b 


ausdrücken lassen, und in dieser Form ist sonach jeder Vektor dar- 
stellbar, der mit a und b derselben Ebene parallel ist. | 

Aus dieser Gleichung folgt weiter, daß sich ein beliebiger 
Vektor d durch drei gegebene, nicht einer Ebene parallele Vek- 
toren a, b, € linear ausdrücken läßt in der Form: 


(34) d=i4a+3Ib-+1'c. 


Haben die Vektoren a, b, e die Länge Eins, so heißen A, 4A, 4 
die Komponenten des Vektors d nach den durch die Einheits- 
vektoren a, b, € bezeichneten Richtungen. Um die Gleichung (34) 
zu beweisen, denken wir uns die Vektoren von einem Punkte aus- 
gehend und setzen voraus, daß die Verbindungsebene von a und b 
der Verbindungsebene von € und d nicht parallel ist (wäre sie das, 
so würden wir b und 6 vertauschen). Dann können wir einen Vektor e 
nehmen, der beiden Ebenen zugleich angehört. 
Nach der Formel (35) muß dieser Vektor von der Form: 


=ua-+ub 
und weiter nach derselben Formel: 
d=A,e+4'e 


sein. Aus diesen beiden Gleichungen folgt aber, indem man ,u=4, 
),wW= X setzt, in der Tat die zu beweisende Gleichung (34). Aus 
derselben läßt sich leicht folgern, daß das äußere Produkt von 
vier Vektoren a, b, ec, d immer verschwindet. Denn da d notwendig 
von der Form (34) ist, so wird: 


labed]= [abe Ra+rb+4"e)] 
—=A[abea] + [abeb] + R"[abee). 
Die drei hier auftretenden äußeren Produkte verschwinden aber einzeln, 
da jedes von ihnen zwei gleiche Faktoren enthält. Es wird z.B: 
[abea]=|[abe]a] = [[bea] a] = |b [eaa]] = 0, 

da [eaa]=|e[aa]]=0 wird. 

Bei allen Multiplikationsarten, mit denen wir es zu tun haben, 
gilt die Regel, daß das Produkt verschwindet, wenn ein Faktor ver- 


schwindet. Während aber ein gewöhnliches Zahlenprodukt nur dann 
verschwindet, wenn wenigstens einer seiner Faktoren gleich Null ist, 
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können unsere geometrischen Produkte auch verschwinden, ohne dab 
eine der multiplizierten Größen verschwindet. Das Nullsetzen eines 
geometrischen Produktes drückt daher eine bestimmte Lagenbeziehung 
zwischen der in dem Produktausdrucke vereinigten geometrischen 
Gebilden aus, von der die durch das Verschwinden eines Faktors in 
dem Produkte gegebene Beziehung nur einen besonderen Fall bildet. 
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Vektorquotienten. 


Der Quotient q zweier Zahlen « und 5 ist dadurch definiert, daß 
die eine der Zahlen « mit ihm multipliziert die andere b ergeben soll, 
er wird also durch die Gleichung: 


b=gqa 


festgelegt. Stellen wir die analoge Definitionsgleichung für den 
Quotienten qg zweier Vektoren a, b auf: 


(1) b=ga, 


so ist die Multiplikation mit q auf der rechten Seite allgemeiner 
zu deuten als eine Operation, die mit dem Vektor a ausgeführt 
diesen in den Vektor b überführt. Wir bezeichnen deshalb das 
Symbol q als einen Operator. 

Auch für die symbolisciie Multiplikation mit einem solchen 
Operator soll das distributive Gesetz gelten, es muß also: 


(2) er 
werden, wenn 


war Dena he 
ist. Hieraus folgt weiter, daß für jede ganze Zahl m: 


(3) a(ma)=m-qa 


wird, wie man sofort sieht, wenn man die Glieder der Summe alle 
einander gleichsetzt. Es ergibt sich dann auch, daß: 


(4) q („a) — ga 


ist, wenn m’ wieder eine ganze Zahl bedeutet. Denn multipliziert 
man beide Seiten dieser Gleichung mit m’, so entsteht rechts qa, 
links aber erhalten wir nach der vorigen Gleichung (3): 


0 (a — (ma) = a 
el mi") N LEE 
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womit die Gleichung (4) bewiesen ist. Indem wir aus der allgemeinen 
Regel, daß ein Produkt verschwindet, wenn ein Faktor Ö ist, folgern, 
daß, wenn in der Definitionsgleichung a verschwindet, auch b ver- 
schwindet, läßt sich leicht beweisen, daß: 


(5) Mk 
ist. Denn addiert man zu beiden Seiten der Gleichung ga, so wird 
die rechte Seite =0, die linke aber auch, weil ga+qg(-a)= 
aa —-a)=g0=0 wird. Indem wir nun die Gleichungen (3), (4), 


(5) zusammenfassen, können wir sagen, dab: 


(6) gAa)=ıqga 
wird, welches auch die Zahl A sei, und vereinigen wir diese Gleichung 
mit (2), so ergibt sich, daß auch: 


(7) aaa+la)=ıb+3V 


wird, wenn wie vorhin ga=b, ga’ = b’ vorausgesetzt wird. 

Aus dieser Gleichung folgt aber gemäß der Gleichung (33) des 
vorigen Kapitels, daß durch den Operator g Vektoren, die einer 
Ebene parallel sind, immer in Vektoren übergeführt werden, die 
wieder einer Ebene parallel sind, oder, wenn wir die Vektoren alle 
von einem Punkte ausgehen lassen, daß Vektoren, die einer Ebene 
angehören, immer Vektoren entsprechen, die wieder einer Ebene an- 
gehören. 

Legen wir den gemeinsamen Angriffspunkt der Vektoren in den 
Koordinatenursprung, so können wir die Vektoren a und b in der 
Definitionsgleichung (1) durch die Koordinaten ihrer Endpunkte aus- 
drücken wie folgt: 

a=zi+yj+tzk, 
b=Ji+tyj+t?k 


Die allgemeine Deutung der Definitionsgleichung besagt dann, daß 
x, y, 2 eindeutige Funktionen von «, y', 2’ werden. Wir fragen, welcher 
Art diese Funktionen sind. 

.Die Antwort finden wir sofort, wenn wir von der aus (7) un- 
mittelbar folgenden Gleichung: 


(8) aaAa+Xa+iaa)=ıb+b+N Pd" 


ausgehen, wobei außer ga=b, ga =b’ auch ga” = b” vorausgesetzt 
ist. Nehmen wir insbesondere: 


a N 
a=1, 2=Jj, 2 -=k 


und setzen entsprechend =, X! = y', 4'"=z', so ergibt sich: 


(9) ga=glai+tyj+tzk)=ae +y&+ 28. 
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Hierin sind: 
0, 8—=0), 9=uk 
die den Einheitsvektoren i, j, k entsprechenden Vektoren, also mit 
dem Operator q gegeben und als Konstanten anzusehen. Wir wollen 
nun setzen: 
er A) + Az K, 
(9a) = Alta) + Agk, 
= 4q;i+q,)+Agk, 
dann folgt aus (9), da ja: 
ga=b=wi+yj+z'k 
sein soll, indem wir die Koeffizienten von i, j, k auf der linken und 
rechten Seite der Gleichung (9) einzeln einander gleichsetzen: 


ji = AST taY TH 52, 
(10) Y-QA,CH+AnY + GL, 
= + MY + Ay 2. 
Es sind also «, y', 2’ lineare Funktionen von x, y, 2, und der Vektor- 
quotient q bedeutet eine lineare Vektortransformation.!) 
Setzen wir g= 1, so muß nach der allgemeinen Bedeutung der 


Einheit die Grundgleichung (1) ergeben: 
b=a, 
bei dieser durch q = ] gegebenen Transformation bleiben also alle Vek- 
toren ungeändert. Wir wollen dieselbe als die Identität bezeichnen, 
es ist somit 1 das Symbol für. die Identität. 
Der transformierte Vektor b kann einer neuen Transformation q 
unterworfen werden. Ergibt sich hierbei: 


! 


c=ab, 

so folgt durch Einsetzung des Wertes von a aus (1): 
! 

c=1434, 
und setzen wir, da e aus a wieder durch eine lineare Transformation 
hervorgeht: 

SZ q d, 
so wird 

(11) 1-14 

zu setzen sein. Die aus zwei nacheinander ausgeführten Trans- 


formationen q, g’ resultierende Transformation q’ wird also symbolisch 
durch ihr Produkt ausgedrückt. 





1) Die Vektorquotienten erscheinen so als ein spezieller Fall der Größen- 
arten, die in Sylvesters universeller Algebra ihre Behandlung gefunden haben. 
Vgl. J. J. Sylvester, Lectures on universal algebra, American Journ. of Math. 6 
(1884) S. 270 und H. Taber, On the Theory of Matrices, ib. 20 (1890) S. 337. 
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Ist die Transformation q’ durch die Transformationsgleichungen 
gegeben: 
ea 
= Uta Yy tag 2, 
= a4, 0 tag Y Hay 2, 


SR 


— 
— 


Q 


so findet man sofort, indem man die Werte für «, y', z' aus (10) 
einsetzt, daß die Koeffizienten in den resultierenden Transformations- 
gleichungen, die die Transformation q” darstellen, die folgenden sind: 


A ! ! ! KISE ! ! ! 

Ar = %ı Aut Ya Aoı + Az Ay, Ay = Ay Ag t Ip Ag + Az Ass 
Re ' ! ey ! ' 

Ay = Ay Ay + Age Ar + Ang Ay, Age = (lg; Ag + (gg Agg + (gg Asp, 
DIES ! ! ! ee: ! ! ! 

Ay; = Az Art Ayg Agı + Ay; Ayı, Ayg — Ag; Ag t Ugg Agg + Ayg (gg, 


Ay = Ay Ast Up Ag; + Ayz Asp, 

Ay = Ay, gg + App Agg + Az  Ayg, 

Ayg — Ay Ay + Agg' Ayg + Ayg gg. 
Insbesondere kann aus der Aufeinanderfolge zweier Transforma- 
tionen die Identität resultieren, dann heißt die eine von ihnen, die 
wir mit g bezeichnen, die reziproke der anderen q. Die in diesem 


Falle bestehende Gleichung: 


(12) ga=1 
wird, mit Hinzuziehung eines beliebigen Vektors a geschrieben: 
(12a) qga—a. 


Multiplizieren wir diese letzere Gleichung mit q, so ergibt sie, in- 
dem wir ga=b setzen: 


(13a) gab=b, 
d.h. es wird. auch: 
(13) age 


Multiplizieren wir aber die Gleichung: 

ga=b 
mit q, so ergibt sich wegen (12a): 

a=gb. 
Es bedeutet also q die Umkehrung der Transformation q. Die ana- 
lytische Darstellung dieser Umkehrung finden wir, indem wir die 
Gleichungen (10) nach x, y, 2 auflösen. Es ergibt sich hierbei, indem 


wir mit 4 die Determinante der Koeffizienten in diesen Gleichungen 
bezeichnen: 


A: (9 lg — Ay G)T + (Ay 13 — A555) + (Ag gg — Ag5 3)", 
(14) 1 IYy=(Ay5Q;1 — Ay; Gau) + (A541, — 59) + (GzAgı— Ay; 1)?, 
AZ = (Ay digg — Az; Ag5)0 + (Ay ya —Ayı Az) Y + (Ay gg — Ayı Qua). 
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Diese Gleichungen wollen wir kürzer schreiben: 
As A,ı® + Ay + Ay), 
(15) Ay Asa + Agy + Ast) 
Iz= Ant H Agy + As? 


Wir wollen nun untersuchen, wie durch die lineare Vektor- 
transformation g die Flächenvektoren transformiert werden. Geht 
ein solcher Flächenvektor g durch die äußere Multiplikation aus 
zwei Linienvektoren a, und a, hervor, so entsteht der transformierte 
Flächenvektor durch Multiplikation der transformierten Linienvektoren b,, 
b,. Unterscheiden wir die Koordinaten der Endpunkte dieser Vektoren 
durch angehängte Indices 1, 2 und denken uns diese Indices auch in 
die Gleichungen (10) eingeführt, so folgt aus diesen Gleichungen: 


Ya Hyp—lyat ht ML) (AR + Ay Ya + Ayz 2%) 

— (Ay 4 Ay Yıt Mg; 24) (Ay + Aa Yot My; 25) 

= (gg Ayg — Ayg Ayg) (Yı 2a — 21 Ye) 

+ (Gyg Ay — Ayg Ay1) (21%, — %, %) 

+ (Ag4 Agg — Ay; gs) (% Ya — Yı la), 
mit noch zwei entsprechenden Gleichungen. Führen wir nun die 
Komponenten, = 4%, —- 2%, = 4% - U, Hm ı% 
des Flächenvektors @ (vgl. Gl. (9) des vor. Kap.) und die Komponenten: 


er Da ee A TR BEE TASTER. 
Fr, =Yy%— 2%, F,=43%- 2%, Ruh U 8% 


des transformierten Flächenvektors g' ein, so ergibt sich mit Rück- 


sicht auf die Bedeutung der durch die Gleichungen (15) eingeführten 
Koeffizienten A,;: 


I, =4A,F.+ 4, F,+ As Fi 


(16) I, — Ay F2+ Ay Fy+ A, F,, 
F, = 4A, Fr + Ag F,+ As Fr 


Die Flächenvektoren erfahren also ebenfalls eine lineare Transformation. 

Die Bedeutung der Determinante 1 geht aus den Gleichungen (9a) 
hervor. Bilden wir nämlich das äußere Produkt der drei Vektoren e&,, 
@,, @,, so ergibt sich: 


(17) (4%, =Alijkl 
Nehmen wir nun drei beliebige Vektoren a,, a,, a, samt den zu- 
gehörigen transformierten Vektoren b,, b,, b,, indem wir setzen (vgl. (9)): 


4a=-nityjtak, bene ty&% + 2%, 
(18) ,=2i+mjt%k, ee tN,&+%%, 
\1,=-23,1+9%J)+3k, bes, +9%% +26, 
und bilden die äußeren Produkte dieser beiden Vektoren, so wird 
zunächst: 
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(19) [a,%,a,]= V[ijk], 
indem wir: 
a Yı A 
V=% % % 
U Y3 #3 





annehmen. Weiter aber- wird: 
(19a) Ib,b,b,|= Ve, & ®]. 


Denn bei dem Ausmultiplizieren der Summen, die b,, b,, b, dar- 
stellen, wird, da jedes äußere Produkt bei Vertauschung zweier neben- 
einander stehender Faktoren sein Zeichen ändert: 


&&6]=- |, 5%] = [el = - [8,5 6,]=| 8] = — [& ©, @s] 
und alle anderen e-Produkte = 0, da sie zwei gleiche Faktoren ent- 
halten müssen. Der Faktor von [e, &,e,] wird aber so die vorher 
eingeführte Determinante 1. Hält man nun die Gleichungen (19) 
und (19a) mit (17) zusammen, so zeigt sich, daß: 


(20) Ib, b,b,]|—= 4 [a, a, 25] 


wird. Diese Gleichung läßt erkennen, daß das Volumen des Parallel- 
epipedons und damit auch des Tetraeders, das drei Vektoren als drei 
Kanten bestimmen, durch die Transformation im Verhältnisse 1:1 
vergrößert wird. Sieht man die Transformation als eine Transformation 
der Endpunkte der Vektoren, also des Punktraumes an, so läßt sich 
daraus unmittelbar ableiten, daß ein beliebiger allseitig begrenzter 
Teil des Raumes in einen solchen Raumteil übergeht, dessen Volumen 
zu dem des ersteren in dem konstanten Verhältnisse 1:1 steht. 
Man kann nämlich die Begrenzungsfläche des Raumteiles sich mit 
einem Netze sehr kleiner Dreiecke überzogen denken und diese Dreiecke 
als die Grundflächen von Tetraedern ansehen, deren Spitze immer im 
Koordinatenursprunge liest. Das Volumen, das von der Fläche ein- 
geschlossen wird, läßt sich dann erhalten, indem man die Volumina 
eines bestimmten Teiles der Elementar-Tetraeder addiert und den Rest 
davon subtrahiert. Zu addieren sind alle Tetraeder, bei denen die 
nach dem Außeren der geschlossenen Fläche gerichtete Normale auf 
der Tetraeder-Grundfläche mit den durch den Koordinatenursprung 
gehenden 'Tetraederkanten einen stumpfen Winkel ‚bildet, und zu 
subtrahieren die Tetraeder, für die dieser Winkel spitz wird. Da 
nun alle einzelnen Tetraedervolumina sich bei der Transformation im 
Verhältnisse 1:1 vergrößern, gilt das gleiche auch von ihrem 
Aggregate, dem Volumen der allgemeinen Raumfigur. 

Aus dem Ansatze (18) ergibt sich sofort, vorausgesetzt, daß die 
drei Vektoren a,, A,, A, nicht einer Ebene angehören, daß also 
nicht Y=0 ist, zu dem Vektor: 


27 


wm 


Hauptachsen der Transformation. öl 


AK, tAa, + A; 
als entsprechender Vektor: 

4b, +%b,+A,b,, 
und daraus ist zu sehen, daß die Transformation bestimmt ist, sowie 
zu drei nicht einer Ebene angehörenden Vektoren die entsprechenden 
Vektoren bekannt sind. 

Wir fragen nun: Kommt es vor und wie oft, daß der trans- 
formierte Vektor der Richtung nach mit dem ursprünglichen Vektor 
zusammenfällt? In diesem Falle muß, wenn wieder a=xi+yj-+zk 
unddb=wi+yj+ 2'k die beiden Vektoren sind, 

(21) ea N ee 
sein. Setzen wir diese Werte in die Gleichungen (10) ein, so 
werden sie: 
(u M)E+ta5Yytas2=0, 
(22) A + (a —M)Yy+ay2=0, 
ACH Ay + (A —A)2—O, 
und hieraus ergibt sich durch Elimination von &, y, 2 für A die 
Gleichung dritten Grades: 


| Ay 4 Ag WIE, | 
| 9 Ag Ag —A | 


die wir schreiben wollen: 
(23a) :- KR Hi He). 

Den drei Wurzeln A,, A,, A, dieser Gleichung entsprechen drei Vektoren, 
deren Richtung durch die Transformation nicht geändert wird, und 
Ay, A,, A, sind dann die Werte des Verhältnisses, in dem ihre Längen 
vergrößert werden.') Die Richtungen dieser Vektoren wollen wir als 
die Hauptachsen der Transformation benennen, und drei Vektoren 
von der Länge Eins, die in sie fallen, mit I,, 1,, 1, bezeichnen. Ist 
nun ein beliebiger Vektor a in der Form gegeben: 


(24) a=-ulh+ub,+%],, 
so wird [vgl. (8)] der transformierte Vektor: 
(24a) b=yulh+%%l,+ 21]; 





1) Negatives Vorzeichen bedeutet hierbei Umkehrung des Sinnes. Eine 
bestimmte Linienrichtung mit einem beigeschriebenen positiven oder negativen 
Längenverhältnis bezeichnet W. Voigt als Tensor und behandelt diese Tensoren 
als den Vektoren koordinierte Größen, deren abweichender Charakter bei einer 
Koordinatentransformatiön deutlich zutage tritt. Die von uns behandelten Vektor- 
quotienten werden dann durch Voigts Tensortripel gegeben. (W. Voigt, Die 
fundamentalen Eigenschaften der Krystalle, Leipzig 1898, und Göttinger Nach- 
richten 1900, 8. 117, 1904, 8. 495.) 
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Dies können wir als die einfachste Darstellung der Transformation 
ansehen. Dieselbe ist aber nur dann reell und in endlicher Form 
ausführbar, wenn die Wurzeln der Gleichung dritten Grades reell 
und voneinander verschieden sind. | 

Es kann eine Transformation auch unendlich viele Hauptachsen 
haben, wie an dem folgenden einfachen Beispiel zu sehen ist: 


ER Mai [a 
v=-—-86 y--y 2-2. 


Hier ist außer der 2-Achse jeder Strahl durch den Koordinatenursprung, 
der in der &«y-Ebene liegt, als Hauptachse anzusehen. Eine solche 
Transformation soll eine planare heißen. Bei der Transformation: 
EN ae 
ist jeder Strahl durch den Koordinatenursprung eine Hauptachse. 
Eine solche Transformation soll eine radiale genannt werden. Für 
eine planare Transformation fallen zwei Wurzeln und für eine radiale 
alle drei Wurzeln der Gleichung (23) zusammen. Aber das Umgekehrte 


gilt keineswegs. So fallen für die Transformation: 
Keca, ya cy, 2402 


alle Wurzeln der Hauptachsengleichung in die eine A=c zusammen. 
Die Transformation besitzt aber nur eine oder vielmehr drei zusammen- 
fallende Hauptachsen, die durch die 2-Achse gegeben werden. 

Wir suchen die Bedingungen dafür, daß zwei lineare Vektor- 
transformationen oder Vektorquotienten q, q’ vertauschbar sind. Es 
muß dann die Gleichung bestehen: 


(25) = 
d.h. für einen beliebigen Vektor a: 


(ga)=g (ga) 
oder, wenn ga=b, Ya=b' gesetzt wird: 
ab =gqb 
sein. Nehmen wir nun den Vektor a in einer Hauptachse von q an, 
so wird b=4:-a, also yb=A-ya=4-b', und somit verwandelt sich 
die vorstehende Gleichung in: 
ab=rD), 


d.h. auch der Vektor b’ fällt in eine Hauptachse von q, und zwar 
gehört diese Hauptachse zu demselben Werte A wie die erst an- 
genommene, sie muß also mit der letzteren identisch sein, wenn die 
Hauptachsengleichung (23) drei voneinander verschiedene Wurzeln hat, 
und ist dann auch eine Hauptachse von q', da der Vektor a durch q’ 
in den der Richtung nach mit ihm zusammenfallenden Vektor b’ über- 
geht. Transformationen, welche drei voneinander verschiedene Haupt- 
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achsen besitzen, können also nur dann vertauschbar sein, wenn sie 
die Hauptachsen gemein haben. 

Man kann, wie man die Aufeinanderfolge zweier Transformationen 
als die Multiplikation der zugehörigen Vektorquotienten q, q’ anzusehen 
hat, auch für die lineare Kombination: 


N n: 
zweier Vektorquotienten eine naheliegende Definition geben. Sind 
nämlich a,o (für 9,6=1,2,3) die Koeffizienten in den zu q ge- 


MORE Transformationsgleichungen, oo ebenso die Koeffizienten für 
g', so sollen die Koeffizienten für q": 


EGeo+ «ago 
sein. So ergeben sich insbesondere für die Summe ,=g+1 der 


beiden Vektorquotienten q, g' die Koeffizienten a,.+ @,,. Dann ist 
aber für irgendeinen Vektor a: 

ya=ga+yıa, 
und diese Gleichung bedeutet, daß der Vektor, in den ein beliebiger 
Vektor a durch q, übergeht, die Summe der Vektoren ist, in die a 
durch q und q’ übergeht. Auf diese Weise wird die Bildung der Summe 
zweier Vektorquotienten auf die Addition von Vektoren zurückgeführt. 

Fügt man noch die Regel hinzu, daß man, statt einen Vektor- 
quotienten durch einen anderen zu dividieren, mit dem reziproken 
Vektorquotienten des letzteren multiplizieren muß, so sieht man, wie 
man mit Vektorquotienten rechnen kann wie mit Zahlen. 

Wir wollen nun nachweisen, daß jeder Vektorquotient einer sym- 
bolischen Gleichung dritten Grades genügt. Diese Gleichung ist von 
Hamilton aufgestellt worden, der die Vektorquotienten als „lineare 
Vektorfunktionen“ behandelt.‘) 

Die Gleichungen (9a) können wir nämlich mit Rücksicht auf die 
ihnen unmittelbar voraufgehenden Gleichungen schreiben: 


gi=a,1+q,) + Q;,K, 
(26) N) = Gilt Ag) + Ayk, 
0k= a,1+ 4,3) + Qy;K. 


Eliminieren wir hieraus i, j, K, als ob es Zahlen wären, so ergibt sich 


4,749 ds1 As 
(27) da 494 Ay —=0 
A135 A Ag; M 


1) Elements of Quaternions, B. III, Chap. II, Sect. 6. Vgl. auch Tait, An 
elementary treatise on Quaternions, Chap. V, und Gibbs, Vector Analysis, Chap. V. 
Eine eigenartige Theorie, welche an die doppeltquadratischen Binärformen an- 
knüpft, hat E. Waelsch gegeben, Berichte d. Wiener Akad. Abt, IIa, Bd. 113, 
S.1089, in zusammenfassender Darstellung Monatshefte für Math. 17 (1906) S. 241, 


Timerding, Geometrie der Kräfte. 3 
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oder mit Rücksicht darauf, daß die Gleichung (23) mit der Glei- 
chung (23a) identisch angenommen wurde: 


(28) ?-F?+Gq-H=0. 
Hierbei ist 4 die Determinante 1 (8. 28), die wir -O0 voraussetzen. 


Die allgemeinen Vektorquotienten, von denen bis jetzt die Rede 
war, sind analog den analytischen Vektorprodukten. Wir wollen sie 
deshalb als analytische Vektorquotienten bezeichnen. Sie sind 
wieder nicht durch zwei Vektoren bestimmt, sondern, wie wir gesehen 
haben, erst durch drei Paare entsprechender Vektoren. 

Wir wollen nun nach solchen besonderen Vektorquotienten forschen, 
die durch ein Paar einander zugeordneter Vektoren völlig bestimmt sind. 
Wir nennen diese Quotienten analog der bei den Vektorprodukten 
angewendeten Bezeichnung geometrische Vektorquotienten. 

Um sie zu finden, gehen wir folgenden Weg.!) Wir stellen sie 
zunächst für zwei besondere Fälle auf, um sie daraus für den allgemeinen 
Fall abzuleiten. Der eine dieser besonderen Fälle ist der, wo die 
einander zugeordneten Vektoren dieselbe Richtung, aber verschiedene 
Größe haben, der zweite Fall der, wo sie gleiche Größe, aber diver- 
gierende hichtungen haben, wobei wir wie oben die Vektoren immer 
von einem festen Punkte, dem Koordinatenursprung, ausgehen lassen. 

Im ersten Falle können wir eine lineare Transformation, welche 
den ersten der beiden gegebenen Vektoren in den zweiten überführt 
und durch die beiden Vektoren allein bestimmt ist, sofort angeben. 
Sie besteht in einer Ähnlichkeitstransformation, bei welcher alle 
Koordinaten im Verhältnis der Längen beider Vektoren vergrößert 
werden. Sind a und b diese Längen, so können wir die Transformation 
durch die Gleichungen: 

(29) "lo, y-ly, d-l: 
dargestellt denken. 

Im zweiten Falle nehmen wir für die Transformation, welche den 
ersten Vektor a in den zweiten b überführt, die Drehung um ihre gemein- 
same Normale, durch welche der erste Vektor in den zweiten übergeht. 

Indem wir die Länge der Vektoren a, b=1 annehmen, können 
wir diese Drehung mit den Hamiltonschen Quaternionen in Beziehung 
bringen. Zunächst wollen wir zeigen, daß wir die Drehung ersetzen 
können durch zwei halbe Umdrehungen um den ersten Vektor a und 
die Halbierungslinie des Winkels zwischen den beiden Vektoren. Daß 
aus diesen beiden halben Umdrehungen eine Rotation um den gemein- 
samen Angriffspunkt O der Vektoren resultiert, ist sofort einleuchtend, 
da bei beiden sich der Abstand eines beliebigen Punktes von dem 





1) Man vergleiche für das Folgende auch Study, Die Hauptsätze der Quater- 
nionentheorie, Mittlgn. des naturw. Vereins f. Neuvorpommern u. Rügen, 1899. 
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festen Punkte O nicht ändert. Nehmen wir aber einen Punkt auf 
der gemeinsamen Normale der beiden Vektoren an, die auch auf der 
Halbierungslinie senkrecht steht, so geht dieser durch die erste halbe 
Umdrehung in sein Spiegelbild bezüglich der Verbindungsebene der 
beiden Vektoren über und gelangt durch die zweite halbe Umdrehung 
in die alte Lage zurück. Diese gemeinsame Normale ist also die 
Achse der resultierenden Rotation. Bei der ersten halben Umdrehung 
bleibt endlich der erste Vektor a, der die Achse dieser Drehung 
bildet, ungeändert und geht bei der halben Umdrehung um die 
Halbierungslinie in den zweiten Vektor b über, womit die Behauptung 
vollständig bewiesen ist.!) 

Wir wollen nun auch auf der Halbierungslinie einen Vektor von 
der Länge 1 annehmen und mit e bezeichnen. Bedeutet dann p einen 
beliebigen, wieder von O ausgehenden Vektor, der die Länge 1 hat, 
und p, den Vektor, in den er durch die halbe Umdrehung um a über- 
geht, so folgt daraus, daß zwei Paar Vektoren von der Länge 1 
dasselbe Quaternionenprodukt liefern, wenn sie in derselben Ebene 
liegen und gleiche Winkel miteinander bilden, sofort, daß: 


pa =ap, 
wird. Da aber der Vektor a die Länge 1 hat, so wird: 
a=—1. 
Multiplizieren wir daher die vorige Gleichung mit a, so ergibt sie: 
| apa=-p. 
Führen wir nun die halbe Umdrehung um die Halbierungslinie aus 
und sei p’ der Vektor, in den p, hierbei übergeht, so wird ebenso: 


| 2 ae P; 
und indem wir die beiden letzten Gleichungen zusammenfassen: 
CaDac-D-. 
Setzen wir nun das Quaternionprodukt: 


(30) ac=g, 

so wird: | 
(30a) ca=4q 

die konjugierte Quaternion, und wir haben: 
(31) apı=Pp 


als Darstellung der Rotation, die den Vektor a in den Vektor b 
überführt. 
Bezeichnen wir den Winkel zwischen a und b mit @, also den 


Winkel zwischen a und € mit = und nennen die Winkel, welche die 


1) Vgl. H. Wiener, Ber. d. Sächs. Akad., Math. Kl. 42 (1890) S. 19. 
3 
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gemeinsame Normale der Vektoren a, b und e mit den Koordinaten- 
achsen bildet, A, u, v, so wird die Quaternion: 


für: g=K+Li+Mj+Nk 
107] 


(32) K=— cos, L=sin,cosı, M=sin,cosu, N—sin, 


cosv, 


und die konjugierte Quaternion: 


DR Teen 


p=zi+yj+tzk 
und führen das Produkt auf der linken Seite von (31) aus. Es 
ergibt sich zunächst: 
oqp=(Le+My+Nz) +(Ka+Ny— M:)i 
+(Ky+Lz2—- Ndj+(Kz+Mx— Ly)k, 
und wenn wir noch diesen Ausdruck mit q multiplizieren, so wird 
zunächst der skalare Teil: 
(L2+My+Ne)K—-(Kz+Ny— Mz)L 
— (Ky+Lz2—-Nx)M-(Kz+Mx- Ly)yN=V(. 
Indem wir den übrigbleibenden vektoriellen Teil der Gleichung (31) 
gemäß dem Vektor: ee 


gleichsetzen, erhalten wir: 
«=(K?+ D—- M?—N?)c<+2(LM+KN)y+2(LN— KM)z, 
(33) \Y=2(LM— KN)a&+(K?—-D’+ M—N®)y+2(MN+KL)z, 
2=2(LN+KM)zs+2(MN—-KL)y+(K’—-L?’- M’+ N?) 2. 
Hierbei sind X, L, M, N durch die Gleichungen (32) bestimmt, aus 
denen die Relation: 
(34) KE+P+M+N-1 
folgt.‘) Die so gefundenen Formeln geben die Transformation der 
Punktkoordinaten, welche einer Drehung des wie ein starrer Körper 
beweglich gedachten Raumes um den Koordinatenursprung entspricht. 
Es ist leicht, nachdem die Gleichungen (33) einmal gewonnen 
sind, ihre Richtigkeit zu prüfen und so noch einen Beweis a posteriori 
für sie zu erbringen. Erstlich kann man nämlich nachweisen, daß aus 
den Transformationsgleichungen (33) die identische Beziehung: 
ne y?+ r— 1° -+ y+ 22 
folgt. Zweitens findet man, daß, wenn man in ihnen: 


REYSR N ECIEEN. 


E=t, y—4, d=4# 


- Wir nehmen ferner: 


annimmt, sich: 


1) Die Formel (33), die mit der von Euler (Theoria motus corporum solidorum 
seu rigidorum, ed. II., $ 1009) in engem Zusammenhang steht, gab samt der auf 
S. 39 folgenden Formel (39) Ol. Rodrigues [Journ. de Math. 5 (1840), 8. 380]. 
In Verbindung mit den Quaternionen brachte sie Cayley, Philos. Magaz. 26 
(1845) S. 141, 28 (1848) 8. 196, Collected Papers I, 8. 123 und 405. 
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ergibt. Daraus ist bereits zu schließen, daß die Formeln eine Drehung 
um eine durch den Koordinatenursprung gehende Achse darstellen. 
Um endlich nachzuweisen, daß der Rotationswinkel in der Tat die 
den Gleichungen (32) entsprechende Größe & hat, beachte man, daß, 
wenn r die Länge des aus einem Punkte P auf die Rotationsachse 
gefällten Lotes ist, der Punkt P', in den der Punkt P übergeht, von 


diesem die Entfernung PP'=2r sin > hat. Wählt man den Punkt P 


insbesondere auf der &«-Achse im Abstande 1 vom Ursprung, so wird 
ern Aralso: 


PP"—4sin 4? sin 9 — 4(1 — c0s}?) sin = 


—4 (cosu?+ cos v?) sin“ — 4 (M?’-+N?), 
und dieser Wert für 
PPr- Wa) N+ 2) 

geht in der Tat aus (33) hervor, wenn man z=1,y=0,2= 0 macht. 

Daß jede Drehung um einen Punkt eine Drehung um eine durch 
den Punkt gehende Achse bedeutet, hat schon Euler durch eine ein- 
fache geometrische Überlegung gezeigt, !) Denken wir uns die Drehung 
als die Verschiebung einer Kugel in sich, so ist diese völlig festgelegt, 
wenn man die Bankte P', @' kennt, in ih zwei gegebene Punkte P, © 
übergehen. Dabei muß der Hauptkreisbogen P' Q' gleich dem 
Bogen P@ werden. Zeichnet man nun die Hauptkreise, von denen 
der eine die Mittelsenkrechte des Bogens P_P', der andere die des 
Bogens 9 @' bildet, und nennt S, 8’ ihre Schnittpunkte, so wird: 

SPS IR IE 

E Berdem folgt aus der Kon- 
gruenz der Dreiecke PS® 
und P'SQ@', daß der Winkel 
PS®Q gleich dem Winkel P'SQ', 
also auch der Winkel PSP! 
gleich dem Winkel 980! ist, 
und gleiches gilt auch für den 
zweiten Schnittpunkt $’. Die 
ganze Verschiebung der Kugel 
in sich läßt sich mithin durch 
eine Drehung um ihren Durch- 
messer SS’ herstellen, worin 
der zu beweisende Satz liegt. 

Wenn wir nun die zu 
Anfang unterschiedenen zwei 
besonderen Fälle zu dem all- 





Fig. T. 


1) Theoria motus $ 979 seq. 
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gemeinen Falle vereinigen und entsprechend die durch die Gleichungen 
(29) und (33) gegebenen Transformationen zu einer einzigen all- 
gemeineren Transformation verschmelzen, so erhalten die Gleichungen 
derselben wieder genau die Form (33), indem wir nur je all- 


gemeiner setzen: 
b DEN Do 
a cos 5, L=V sin? cosa, 


ve An cos N= De sin cosv 
a 2 In 2 a 2 ’ 


so daß an die Stelle von (34) die Gleichung: 
(35a) R+P+ + M=2 

tritt. Die in diesem Sinne durch (33) dargestellte Transformation 

können wir als eine Drehstreckung bezeichnen, sie besteht in einer 

Drehung um die durch den Koordinatenursprung O0 gehende und 

durch die Richtungswinkel A, u, v festgelegte Achse durch den 

Drehungswinkel © und einer gleichzeitigen Vergrößerung aller Ent- 


(35) 


. .. . b . . 
fernungen im Verhältnisse 7 Diese Transformation soll den geo- 


metrischen Quotienten = der beiden Vektoren a und b repräsentieren. 


Wir wollen noch die Formeln für die Zusammensetzung zweier 
Drehungen um O0 zu einer einzigen Drehung aufstellen. Zu dem 
Zwecke bemerken wir zunächst, daß wir die Vektoren a und ce, um 
welche wir die halben Umdrehungen ausgeführt haben, ohne die aus 
den letzteren resultierende Drehung zu ändern, mit Beibehaltung des 
Winkels zwischen ihnen beliebig in ihrer Verbindungsebene verschieben 
können. Setzen wir also zwei Drehungen um den Punkt O, deren 
Achsen r und r’ nicht identisch sind, aus je zwei halben Umdrehungen 
zusammen, so können wir von den vier Achsen der letzteren zwei zu- 
sammenfallen lassen, und zwar in die gemeinsame Normale e der Rotations- 
achsen r und r'. Sind dann a und e die Achsen der beiden übrig- 
bleibenden halben Umdrehungen, so besteht die insgesamt resultierende 
Rotation aus zwei halben Umdrehungen um a und ce, denn die zwei 
halben Umdrehungen um e setzen sich zu einer vollen Umdrehung, 
bei der jeder Punkt in seine alte Lage zurückkommt, zusammen. 

Sehen wir wieder a, e, 6 als Vektoren von der Länge 1 an, 
die der Lage nach mit den betreffenden Achsen zusammenfallen, und 
setzen die Quaternionprodukte: 


(86) ae=g, 86=%, a0=g, 
woraus: ea=q, Ce=g, 0a=4q, 
so können wir die den Gleichungen (32) entsprechenden Größen, die 
wir für die Teildrehungen mit X,, L,, M,, N, und Xk,, L., M;, N;. 


bezeichnen, aus diesen Quaternionen gewinnen, indem: 
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1=K&,+L2i+Mj+ N;k, 
(37) %9=R,+L.i+ M,j+ Nsk, 
g=K+Li+-Mj+Nk 
wird. Führen wir nun wieder einen beliebigen Vektor p ein, nennen 
p' den Vektor, in der er durch die erste Teildrehung übergeht, p” 
den Vektor, in den p’ durch die zweite Teildrehung, also p durch die 
resultierende Drehung übergeht, so muß nach dem Vorigen: 


(38) pn dd, GP%-P, Apg=p 
werden, und von diesen. drei Gleichungen muß die dritte, da q durch 
q, und 9, bestimmt ist, eine Folge der beiden ersten sein. Setzen 
wir -in die zweite Gleichung den Wert für p’ aus der ersten ein, so 
wird sie: 


(38a) BHPhHR—P" 

Da aber ee=— 1, wird nach (36): 
| Hpzaeet=-—A0t=—g, 
und 

Hyzteta=—-lta = —g. 
Die Gleichung, in die so die vorstehende (38a) übergeht, ist von der 
dritten Gleichung (38) nicht wesentlich verschieden, da das doppelte 
Minuszeichen sich heraushebt. Mit Rücksicht auf die obigen Ausdrücke 
(37) der vorkommenden Quaternionen ergibt die Formel (27) des 
zweiten Kapitels, wenn man den rechts stehenden Ausdruck mit 
— K — Li— Mj-— Nk identifiziert: 
— K=-K,R—-LL,-MM,—- N, N, 
-—L=KLb+u,R+M, N N, M,, 
—M=-KM+MR+N, %,—L N,, 
—N=-KN+NßB+LM,—- ML, 
und diese Gleichungen zeigen, wie sich aus den bestimmenden Größen 


K,,L, M,, N, und &,, L,, M,, N, zweier Drehungen die bestimmenden 
Größen K, L, M, N der resultierenden Drehung ergeben. 


(39) 


Viertes Kapitel. 


Produkte von Punktgrößen. 


An die Produkte und Quotienten der Vektoren reihen sich natur- 
gemäß die Produkte “und Quotienten der Punktgrößen. Für unsere 
Zwecke sind aber nur die Produkte dieser Größen von Bedeutung, 
ihre Quotienten würden uns über unseren Gegenstand hinaus in das 
Gebiet der sogenannten projektiven Geometrie führen. Wir wollen 
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auch nur von den äußeren Produkten der Punktgrößen reden, so daß 
fortan immer die Regel der äußeren Multiplikation: 


(1) [8A] = - [A], 
aus der Insbesondere: 
(2) [AA] = 0 


folgt, als gültig angesehen wird. 
Wir nehmen nun an, zwei Punktgrößen W, ® seien in der Form 
[vgl. Gleichung (23) im ersten Kapitel]: 


(8) | A = m, (Ö +2i+y) + 2k), 
dB=-m,(O+mi+%)+ 2Kk) 
gegeben und bilden das äußere Produkt von ihnen; dann gelten beim 
Ausmultiplizieren der Klammern nach dem distributiven Gesetz gemäß 
(1) und (2) die Regeln: 
a [N --60-% =-10-j [MR --IK0]-t 
Be 
Die Symbole i, j, f sind hier neu eingeführt, die Symbole i, j, £ 
sind schon im zweiten Kapitel [s. Formel (13)] benutzt worden. Durch 
Ausführung der Multiplikation ergibt sich nun: 
(5) AB] = mm, (8 — %) i+(y% — Yı) j + (2 — 2) 1 
+ Ha 2%) + (Am a) tr (Ye — Ya) f). 
Wir wollen insbesondere für die Punktgrößen W, ®, deren Produkt 
wir bilden, einfache Punkte A, B nehmen, also m,—=1 und w,—=1 
setzen, und schreiben dann die vorige Formel: 
(6) [=[ABJ]=Xi+Yj+Zf+Li+Mji+NE 
indem wir setzen: 
X=n-%, L=y%3-ap=yhL—2%V 
(7) Y=%-9, M=2,%- 4, =41X— 12, 
1=3—2, Na -yYR=nY-YıX. 
Zwischen diesen sechs Zahlwerten besteht dann die identische Relation: 


(8) XI MERZNEO, 


Die geometrische Bedeutung eines solchen äußeren Produktes 
zweier Punkte können wir leicht auf folgende Art erkennen. Die 
Differenz der beiden Punkte A, B ist ein Vektor: 


a=B-—A. 
Bilden wir das äußere Produkt dieses Vektors mit dem Punkte A, so 
ergibt sich nach den Grundregeln der äußeren Multiplikation: 


9) T[Aal=-[AB-A]=[AB]—-[AAJ=[AB]I=1. 
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Wenn wir weiter mit k einen beliebigen Zahlfaktor bezeichnen, so wird: 
P=AH+ka 


ein beliebiger Punkt auf der Verbindungslinie der Punkte A und 5. 
Denn ka=%k(B-—A) ist ein Vektor von beliebiger Länge, welcher 
der Richtung nach mit jener Verbindungslinie zusammenfällt. P aber 
ist ein Punkt, dessen Lage gegen A durch den Vektor P-A=ka 
bestimmt wird, also ein Punkt, der von A aus in der Richtung des 
Punktes B liegt, d. h. ein Punkt der Verbindungslinie von A und B. 
Bilden wir nun das äußere Produkt von P und a, so ergibt sich: 


(10) [Pa]=[A+ka)al=[Aa]l+k[aa]=[Aa]l=1!. 


Wir erhalten also dasselbe äußere Produkt, welches wir aus 
den beiden Punkten A und B gewinnen, auch aus einem beliebigen 
Punkte der Verbindungslinie von A und BD und dem Vektor a, welcher 
der Größe und Richtung nach durch die Verbindungsstrecke der 
Punkte A und D dargestellt wird. Die Produktgröße [ ist sonach 
völlig bestimmt, wenn die gerade Linie AB und eine Strecke von 
bestimmter Länge und bestimmtem Richtungssinn, die den Vektor a 
liefert, auf ihr gegeben sind. Die Größe | läßt sich mithin 
deuten als eine Strecke von bestimmter Länge und be- 
stimmtem Sinne auf einer bestimmten geraden Linie, und wir 
wollen sie deshalb als eine Liniengröße bezeichnen.!) Sie ist in der 
Tat der Punktgröße analog, denn wie diese einen Punkt behaftet 
mit einem bestimmten Zahlwert, so bedeutet die Liniengröße eine 
Linie, behaftet mit einem bestimmten Zahlwert, nämlich der Länge 
der auf ihr abgetragenen Strecke. Nur kommt bei der Liniengröße 
noch der Sinn dieser Strecke in Betracht, während bei dem Zahlfaktor 
der Punktgröße nur von einem algebraischen Vorzeichen die Rede 
sein kann. Die sechs Zahlwerte X, Y, Z, L, M, N bezeichnen wir 
als die Koordinaten der Liniengröße. Sie sind nicht voneinander 
unabhängig, sondern durch die Relation (8) verknüpft. Sie haben 
einzeln folgende Bedeutung: X, Y, Z sind die Projektionen der auf 
der Linie abgetragenen Strecke auf die Koordinatenachsen, sie sind 
die Komponenten des in der Liniengröße steckenden Vektors a. Die 
Länge R der abgetragenen Strecke wird gegeben durch: 


(11) R-yXir v2 72 
Ist die Linie der Liniengröße der durch die Gleichung: 
Sc tny+Sz=9 
dargestellten Ebene parallel, so muß: 
| EX +nY+82=0 


1) So hat sie Graßmann in der ersten Ausdehnungslehre (1844), $ 114 eingeführt. 
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sein, steht sie dagegen auf der Ebene senkrecht, so muß: 
Kr Ze Er 
werden. 

L, M, N erhält man, indem man das Dreieck, welches die Strecke 
auf der Linie als Basis mit dem Koordinatenursprung als Spitze be- 
stimmt, auf die Koordinatenebenen projiziert. Die doppelten Flächen 
dieser Projektionen sind L, M, N, und die doppelte Fläche des Dreiecks 
selbst wird: 

(12) F=yL?+M?+N?. 

Statt zweier Punkte wollen wir nun drei Punkte A, B, C durch 
äußere Multiplikation verbinden. Jedes äußere Produkt dreier Faktoren 
verschwindet, wenn zwei Faktoren einander gleich sind, und für die 
Multiplikation dreier ungleicher Faktoren W, 8, & gilt die Regel: 


(13) [ABC] = —- [NCB] = [EANB] = - [EBA] = [BEN = —- [BAEC]. 
Sind also die drei Punkte durch die Ausdrücke: 
ka O+mi+yjtak, 
(14) B=-0+,i+%j+ 2%k 
le =0+2i+yj+ %k 
gegeben, so ergibt sich beim Ausmultiplizieren dieser symbolischen 
Summen ein viergliedriger Ausdruck: 
(15) T=[ABC]=81+n7J+5K+982, 
in dem I, J, K, & für die allein von Null verschiedenen unter den 
auftretenden Einheitsprodukten gesetzt sind, nämlich: 
(16) I=[jk0], J=[Ki0]), K=[i1j0]), 2=[ijk]. 
Die Koeffizienten &, n, &, 6 dieser Einheitsprodukte sind leicht in 


Determinantenform anzugeben. Gemäß der Multiplikationsregel (13) 
wird: 








Mal a a ul] ya 
(ITm Eu ee, 1), Dee 
Y3 ?3 23 %, 1 1, y,1 X Ya Rz 























Die Bedeutung dieser a ist aus der analytischen 
Geometrie bekannt. &, n, & bedeuten die doppelten Flächeninhalte 
der Projektionen des Dreiecks ABÜ auf die Koordinatenebenen, und 
die doppelte Fläche Ö dieses Dreieckes selbst ist gegeben durch den 
Ausdruck: 


(18) = year + 
d ist das sechsfache Volumen des Tetraeders, welches die drei Punkte 
A, B, C zusammen mit dem Koordinatenursprung O0 bestimmen. 


Betadee Vorsicht verlangt wieder die Bestimmung der Vorzeichen. 
Die Determinante & läßt sich schreiben: 
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= m - N) A) - a4) UN), 


und wenn wir: 
Yy-Yı=YrcsY9, 3—-4,=rsinp, 
Yy—Yy=rcosp, 3— 2,=rsin p' 
setzen, wird: 
&=rrsin (pP — Q), 

also positiv, wenn p'>g ist, d.h. wenn die Richtung, die von der 
Projektion des Punktes B zur Projektion von Ü fortschreitet, eine 
positive Umkreisung der Projektion von A bedeutet. Projizieren wir 
also das Dreieck ABC mit seinem Umlaufssinn, der durch diese 
Reihenfolge der Ecken gegeben ist, auf die yz-Ebene, so muß der 
Umlaufssinn in dieser Ebene positiv sein, d.h. um die positive 
Richtung der x-Achse entgegen dem Uhrzeiger erfolgen, damit & 
positiv ist. Denken wir uns auf der Fläche des Dreiecks ABC eine 
vom Koordinatenursprung weggewendete Normale errichtet und nennen 
A, u, v die Winkel, die sie mit den positiven Koordinatenachsen bildet, 
nehmen wir ferner die doppelte Dreiecksfläche d mit dem positiven 
Vorzeichen, wenn 
die Reihenfolge 
A BC der Ecken 
eine positive Um- 
kreisungderdurch 
die Winkel A, u, v 
bestimmten Flä- 
chennormale be- 
deutet, dann kön- 
nen wir durch die Gleichungen: 


(19) E—=0d.cosl, n=d-.cosu, G=d:.c0o8V 


die Werte &, n, & auch dem Vorzeichen nach festlegen. Im gleichen 
Sinne wird: 
(193) 0m 

indem wir mit p die Länge des aus dem Koordinatenursprunge auf 
die Ebene des Dreiecks AbÜ gefällten Lotes bezeichnen. Diese 
Determinante ist nämlich nach dan im zweiten Kapitel Gesagten 
positiv, wenn der Übergang vom Vektor OB zum Vektor 00 im 
Sinne einer positiven Umkreisung des Vektors OA erfolgt, so 
daß für einen in die Richtung dieses letzten Vektors gestellten 
Beobachter die Drehung entgegen dem Sinne des Uhrzeigers erfolgt. 
Diese Festsetzung ist aber gleichbedeutend damit, daß der Sinn, in 
dem 0A, OB, OC aufeinander folgen, einen positiven Umlauf be- 
deutet um alle Richtungen, die mit den durch diese Vektoren be- 
stimmten spitze Winkel einschließen, wozu die in Betracht gezogene 
Normale der Dreiecksflächke A BC immer gehört. 
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Wir können das äußere Produkt (15) der drei Punkte somit 
schreiben: 


T=6d(cosAl+cosu)J+cosvK+p2) 


oder: 
(20) T=0-1, 
indem wir setzen: 
(21) a—=cosAl+cosuJ+cosvK+p28. 


Diese Größe #» hängt nur von der Lage der Ebene des Dreiecks 
ABC ab und kann als das analytische Symbol dieser Ebene gelten. 
Dieselbe ist, wenn 9 0, dadurch bestimmt, daß das auf sie vom Ko- 
ordinatenursprung gefällte Lot die Länge p hat und mit den Koordi- 
natenachsen die Winkel A, u, v bildet. Ihre Gleichung lautet in der 
sogenannten Normalform: 


(22) cosAXC + cosuy+t coovz—p=(, 


und wenn wir diese Gleichung mit d multiplizieren, können wir sie 
schreiben: 


(228) Eatny+ge—0=0. 


Der zu x hinzutretende Faktor ö hat die Bedeutung eines Flächen- 
inhaltes, und die ganze Größe TI läßt sich somit geometrisch inter- 
pretieren als eine Fläche von bestimmtem Inhalte in einer bestimmten 
Ebene. Wir wollen sie deshalb eine Ebenengröße nennen.!) Sie ist 
der Punktgröße in gewisser Weise analog. Wie die letztere ein Punkt 
behaftet mit einem bestimmten Zahlfaktor, ist sie eine Ebene behaftet 
mit einem solchen Faktor. Daß dieser Faktor hier als eine Fläche 
gedeutet wird, bedingt aber einen gewissen Unterschied, indem mit 
der Fläche ein bestimmter Umlaufssinn zu verknüpfen ist. Man 
könnte diesen Umlaufssinn dadurch beseitigen, daß man an der Ebene 
ihre zwei Seiten unterscheidet und ob man die Fläche zu der einen 
oder anderen Seite rechnet, durch verschiedenes Vorzeichen ausdrückt. 
Bei einer geraden Linie ist ähnlich der doppelte Sinn zu unterscheiden, 
in dem diese Linie durchlaufen werden kann, und die Umkehrung dieses 
Sinnes gibt sich durch Vorzeichenwechsel an einer zu der Linie ge- 
hörigen Liniengröße zu erkennen. Bei der Punktgröße ist aber eine 
solche geometrische Unterscheidung unmöglich, es bleibt vielmehr 
die bloße algebraische Unterscheidung positiver und negativer Zahl- 
faktoren übrig. Die Punktgrößen nehmen so, als ungerichtete Größen, 
in dieser Analysis der Raumgrößen einen besonderen Platz ein. 

Die Ebenengröße wird wie die Punktgröße analytisch durch einen 
Ausdruck mit vier Einheiten repräsentiert. Die Koeffizienten &, n, 


1) Wort und Begriff stammen ebenfalls von Graßmann (Ausdehnungslehre 
von 1844, $ 114). 
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& 0 dieser Einheiten I, J, K, 2& wollen wir als die Koordinaten 
der Ebenengröße bezeichnen. | 

Wenn die drei Punkte A, DB, C in einer geraden Linie liegen, 
so kann man in den Gleichungen (14) bei Einführung eines Parameters A: 


_ &GtAa _ YıtlYy _ At 
N REN Grey deren 
voraussetzen, denn von dieser Form sind die Koordinaten x, y, 2 eines 
Punktes auf der Verbindungslinie der Punkte mit den Koordinaten 
%, Yı, 2, und %,, Yo, 2. Dann aber werden die vier Determinanten 
in (17) gleich Null, und da so die Koeffizienten in dem Ausdrucke (15) 
für das Produkt [ABC] verschwinden, wird dies Produkt selbst gleich 
Null. So können wir die einfache Gleichung: 

(23) [ABC]=0 
als die Bedingung dafür ansehen, daß die drei Punkte A,B,C in 
einer geraden Linie liegen. 

Wir wollen nun nachweisen, daß, wenn die drei Punkte nicht 
in einer geraden Linie liegen, wir dieselbe Ebenengröße TT, die ihr 
Produkt darstellt, auch durch Multiplikation eines Punktes mit einem 
Flächenvektor erhalten können, ähnlich wie wir die Liniengröße durch 
Multiplikation eines Punktes mit einem Linienvektor gewannen. Führen 
wir nämlich die Vektoren: 

a=Bb-A, b=C6-A 
ein, so entsteht durch ihre äußere Multiplikation ein Flächenvektor 
«a=[ab]. Bilden wir nun das Produkt von A und «, so ergibt sich: 
[Axa]=[Aab]=JA(B- A)(C— A)] 
= [ABC] -JAAC]-[ABA]J+[AAA] = [ABC] = TI. 
Wir schreiben [Ax «], weil, wie man leicht sieht, [Axo]=[aexA] 
wird, also dieses Produkt das kommutative Gesetz befolgt. 

Ein beliebiger Punkt der Verbindungsebene von A, B, © läßt 

sich nun in der Form darstellen: 
P=A+3ia+,b, 
und weiter läßt sich dem Flächenvektor die Form «=[(Q—P) (R—P)] 
geben. Hierbei sind , R ebenfalls zwei Punkte der Verbindungs- 
ebene von A, B, C, sie lassen sich also in der folgenden Weise geben: 
| Q=-P+tua+tub, R=-P+va+vb 

und haben nur der Bedingung uv — vw'= 1 zu genügen. Dann aber 
finden wir: 
[Pxae]=[(A+32a+2'b)ab]=[Aab]+A[faab]+4[bab]=[Aab]=TT 
und anderseits: 


[Pxea]=[P(-P)(R-P)]=[PQR] 
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So sehen wir, daß wir die Ebenengröße TI erhalten, indem wir einen 
beliebigen Punkt P ihrer Ebene mit dem Flächenvektor & multipli- 
zieren. Die Ebenengröße wird also gewonnen durch Multiplikation 
von irgend drei Punkten P, Q, R einer bestimmten Ebene, die ein 
Dreieck von bestimmtem Inhalte und Umlaufssinn bilden. Führen wir 
die Multiplikation der Vektoren a=B-A und b=C-A, deren 
Komponenten: Ä 


a RE Pd a a Be en 
sind, aus, so ergibt sich: 


e= [ab] = (u) - 4) - (&- 4) u -y)ll 
+ la - 2) - 9) - (a) (a A) 
+ (a -Ü) m NM) - BB -u)E 
Die Koeffizienten von i, j, f in diesem Ausdrucke sind aber nichts 


anderes als die durch die Gleichungen (17) eingeführten Größen &, n, &. 
Wir haben also: 


(24) GIER ET. 


Die Vektoren a und b bestimmen in der Ebene der Ebenengröße ein 
Parallelogramm, dessen Inhalt gleich dem durch (18) gegebenen Ö wird, 
und der Flächenvektor &, der durch dieses Parallelogramm oder durch 
ein Dreieck, von dem a, b zwei Seiten bilden, dargestellt wird, geht 
aus der Ebenengröße hervor, indem man deren Ebene die Freiheit 
gibt, sich parallel zu verschieben, also nur ihre Stellung, nicht aber 
ihre Lage im Raume festhält. Der Flächenvektor wird sonach durch 
Multiplikation mit einem Punkte an eine durch diesen Punkt gehende 
Ebene gebunden, ebenso wie ein Linienvektor durch Multiplikation 
mit einem Punkte an eine durch diesen Punkt gehende Linie gebunden 
wird. 

Die Ebenengröße IT kann auch durch die äußere Multiplikation 
eines Punktes mit einer Liniengröße gewonnen werden. Dies sieht 
man sofort ein, wenn man in dem Ausdrucke TT=[AB(C] einsetzt: 


| [BC]= a, 
wo dann a eine Liniengröße bedeutet So erhält man in der Tat: 
TT=1Axal. 
Nehmen wir allgemeis TT=[Pxp], setzen: 
P=0+xi-ryj+zk 
und dazu: 
P=X[0i]+Y[0j] +Z[OkK]+L[jk]J + M[ki] + N{ij], 


so sieht man leicht, daß, wenn der durch Ausmultiplizieren dieser 
Summen entstehende Ausdruck: 
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[Pxp]=TT=8[jk0]+n[ki0] + 81150] + O[ijk] 
werden soll, wir zu setzen haben: 
= L —Zy+Y\z, 
n=M —-Xz2+2x, 
£E=N —Ye+Xy, 
9=L2e+My+Nz. 


(25) 


Multiplizieren wir die drei ersten dieser Gleichungen der Reihe nach 
mit &, Y, z, addieren sie und ziehen von der Summe die letzte 
Gleichung ab, so ergibt sich: 


(22a) Extny+ß2—-9=0. 


Diese Gleichung haben wir für die Ebene der Ebenengröße gefunden, 
und hiernach muß, was auch sonst klar ist, der Punkt mit den 
Koordinaten x, Y, z, der mit der Liniengröße p multipliziert die 
Ebenengröße ergibt, dieser Ebene angehören. Die Linie der Linien- 
größe p selbst gehört ebenfalls der Ebene an. Denn wenn @ ein 
beliebiger Punkt auf dieser Linie ist, so können wir: 


(26) p=[QR] 
setzen, es.wird sonach: 


T=[PQR], 


und die drei Punkte P, Q, R müssen als die bestimmenden Punkte 
der Ebenengröße ihrer Ebene x angehören. Weilaber die drei Punkte 
P, ©, R in der Ebene x nur an die Bedingung, daß sie ein Dreieck 
von bestimmtem Inhalte bilden sollen, gebunden sind, kann, auch wenn 
P gegeben ist, die Linie W R, also die Linie der Liniengröße p noch 
beliebig in der Ebene x gewählt werden. 

Wenn nun P mit ® und ER in einer geraden Linie liegt, so wird 


&,n,8,89=0 und die Gleichungen (25) gehen über in: 


en 
M-Xetze=0, 
N, |N - Ya+Xy=0, 

L2e+My+Nz=0. 


Diesen Gleichungen genügen sonach die Koordinaten x, y, 2 eines 
beliebigen Punktes auf der Linie der Liniengröße p. Unter diesen 
vier Gleichungen sind zwei überzählig. Denn multiplizieren wir die 
ersten drei von ihnen der Reihe nach mit X, Y, Z und addieren sie, 
so ergibt sich die identische Gleichung: 


MER ZN 0, 


und multiplizieren wir die ersten drei Gleichungen mit x, y, 2 und 
addieren sie, so liefern sie die vierte Gleichung. 
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Nehmen wir für x, %, 2 die Koordinaten eines beliebigen 
Punktes P, so sind die durch die ersten drei Gleichungen (25) be- 
stimmten Größen &, 7, & die Komponenten eines Flächenvektors «. 
Derselbe wird geometrisch durch ein Dreieck gegeben, von dem eine 
die Liniengröße repräsentierende Strecke die Basis und der Punkt P 
die Spitze ist. Diesen Flächenvektor @ wollen wir das Vektor- 
moment der Liniengröße für den Punkt P nennen. 

Es bleiben noch die äußeren Produkte von vier Punkten zu er- 
ledigen. Die Punkte seien: 

A=-l+mi+yjtak 
B=0+%i+y%jJ+2%k, 
C=0+2i+yj+2%Kk, 
D=-0+2i+yj+2k. 

Wenn wir nun die Multiplikation ausführen, so können wir zunächst 
das äußere Produkt von A, B, C bilden und erhalten so die vor- 
her behandelte Ebenengröße TI. Diese ist dann noch mit dem 
letzten Punkte D durch äußere Multiplikation zu verbinden. Ent- 
nehmen wir aus Gleichung (15): 


T=-81+4nJ+5K+98 
und multiplizieren diese Ebenengröße mit dem Punkte: 
P=0+zi+yj+tzk, 
so ergibt sich aus der Bedeutung, welche die Einheiten I, J, K, & 
nach den Gleichungen (16) haben, daß unter den entstehenden Ein- 


heitsprodukten nur die von Null verschieden sind, welche die vier 
verschiedenen Grundeinheiten 0, i, j, k enthalten. Wir. wollen nun: 


(28) 


(29) Vijk]=e 
setzen und finden dann, daß: 
(30) === -[20]-: 


wird, während alle anderen auftretenden Einheitsprodukte verschwinden. 
Wir erhalten somit für das Produkt: 


(31) ITPJ=(e&x+ny+52—N)e 
Die rechte Seite dieser Gleichung gleich Null gesetzt, ergibt nach 


(22a) die Bedingung dafür, daß der Punkt P in der Ebene der Ebenen- 
größe TT liegt. Diese Bedingung läßt sich also schreiben: 


(32) [MP] = 0, 
und indem wir TT=[ABC] einsetzen, finden wir: 
(33) [ABCP]J=0 


als Bedingung dafür, daß der Punkt P mit den Punkten A, B, C in 
einer Ebene liegt oder, wenn man will, als Gleichung der durch die 
Punkte A, B, C bestimmten Ebene. 
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Wir nehmen nun für P den Punkt D, setzen Qe=[TTD] oder: 
(34) 9ge=|ABCD] 

und substituieren gleichzeitig in dem Ausdrucke dieser Größe, der 

sich nach (31) ergibt, aus (17) die Werte für &, n, &, 9. Dann läßt 


sich das, was herauskommt, leicht in Form einer Determinante schreiben, 
wir finden: 


I ln 
(35) > a 5 

1 % % | 

Da a2 








Anderseits können wir in dem Ausdrucke für © auch die Werte (19) 
und (19a) für 8, n, &, # einsetzen und erhalten dann: 


(36) 9=6(cosAx, + cosuy, + cosv 2, —P) 
—( -Dp, 

indem wir mit p9» den Abstand des Punktes D von der Ebene x der 
Ebenengröße TI, positiv nach der dem Koordinatenursprung ab- 
gewandten Seite und negativ nach dem Koordinatenursprung zu ge- 
rechnet, bezeichnen. ö war der doppelte Inhalt des Dreiecks ABC, 
positiv gerechnet, wenn die Reihenfolge ABU der Ecken einen 
positiven Umlauf (entgegen dem Uhrzeiger) um die positive (nach 
außen, vom Koordinatenursprung weg gerichtete) Normale der Dreiecks- 
fläche bedeutet. Hieraus sieht man (vgl. Fig. 8), daß Ö und pn gleiches 
Vorzeichen haben, also © positiv wird, wenn der Umlauf ABC um 
das Dreieck eine positive Umkreisung für die nach der Seite, auf der 
D liest, gerichtete Normale bedeutet, und gleichzeitig wird, dem abso- 
luten Betrage nach, © gleich dem sechsfachen Volumen des Tetraeders, 
von dem A, 5, ©, D die Ecken bilden. 

Für die angegebene Festlegung des Vorzeichens läßt sich aber noch 
eine andere Formulierung geben. Der nach der Seite von D hin ge- 
nommene Sinn der Normalen auf der Dreiecksfläche ABC stimmt 
nämlich mit dem Sinne, der von Ü nach D weist, überein, und der 
Umlaufssinn ABC des Dreiecks ist mit dem Er der Dres um 
C, die der Übergang von A nach B bedeutet, gleichstimmig. Wenn 
ao der Übergang von A nach B einen positiven Drehsinn um die 
Richtung Ü D festlegt, ist © positiv und negativ im entgegengesetzten 
Falle. Das heißt aber, wenn wir die gemeinsame Normale der Linien 
AB und CD, in dem Sinne genommen, der von der ersten Linie nach 
der zweiten weist, ins Auge fassen, so muß der Übergang von AB 
zu OD eine Drehung, in positivem Sinne, d.h. bei unserer Festlegung 
des positiven Sinnes links herum bedeuten. Wenn wir also den Über- 
gang von der Linie AB zur Linie OD ausführen, indem wir mit 
einer Gleitung längs der gemeinsamen Normale eine Drehung um die- 


Timerding, Geometrie der Kräfte, 4 
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selbe verbinden, also insgesamt eine Schraubenbewegung ausführen, 
so muß der Übergang im Sinne einer Linksschraubung erfolgen, 
damit @ positiv werde, und ® ist negativ, wenn dieser Übergang 
eine Rechtsschraubung bedeutet. 

Wenn wir die Längen der Strecken AB und © D mit a und b 
bezeichnen, mit d den kürzesten Abstand ihrer Linien und mit p den 
Winkel, ah dem diese Linien sich kreuzen, so wird das sechsfache 
Wallnesn des Tetraeders ABC D, also der absolute Betrag von ®: 

(37a) |9|=abdsinpg, 

und das Vorzeichen von ® ist nach der soeben gegebenen Regel zu 
bestimmen. Der vorstehende Ausdruck kann aber den Wert von © 
auch dem Vorzeichen nach liefern, 

y5 wenn wir dem Winkel p das gehörige 
Vorzeichen geben. Um diesen Win- 
en kel sichtbar zu machen, ziehen wir 
durch den Fußpunkt der gemeinsamen 
Normale auf Ü D eine Parallele zu 
AB. Fällt dann die Richtung (U D 
auf die rechte Seite der gezogenen 
Parallelen, wie es in der nebenstehen- 
den Figur der Fall ist, so ist der 
Winkel o, den © .D mit der Paralle- 
len bildet, negativ zu nehmen, da- 
mit man © mit dem richtigen Vor- 
14 zeichen erhält. Es ist also hier wie 
Fig. 9. überallderWinkel op links herum posi- 

tiv, rechts herum positiv zu rechnen. 

Der gefundene Ausdruck für © gewinnt eine besondere Bedeutun 
wenn wir © als das Produkt zweier Liniengrößen ansehen. 
wir nämlich die Liniengrößen: 


a=[AB], b=[CD] 


ein, so wird das Produkt JABCD]= ®s allein abhängig von diesen 
Größen, und wir können setzen: 


(37b) O2=[axb], 


wie wir schreiben müssen, da [axb]=[b x a] ist, das Produkt also das 
kommutative Gesetz befolgt. Für @ selbst können wir schreiben: 


=axPB. 


In der Tat ist sofort zu sehen, daß diese Größe in jeder Weise den 
Charakter eines inneren Produktes hat. Wir wollen nun die Ko- 
ordinaten der beiden Liniengrößen einführen, die nach (7) sind: 


für a: X-1,— 2, RE D=— 2, 
L=y%— 2%, M=-2,%,-%% N=-2%-Yı%; 


EN tun (er 





2 


Führen 
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für b: Nenn, Y=y,—y%s, 2=4,—2;, 

U=y,3,-34, M=3,9-%2, N=Yy— 4%, 
so ergibt sich, indem wir die Determinante in (35) nach ihren zwei- 
reihigen Unterdeterminanten auflösen, sofort, daß: 


(37) o=LX'+MY+NZ+ XU+YM+ZN 


wird. Die geometrische Bedeutung dieses Ausdruckes ist dann die, 
daß sein absoluter Wert gleich dem sechsfachen Volumen des Tetraeders 
ist, das zwei die Liniengrößen repräsentierende Strecken als zwei 
Gegenkanten bestimmen, während das Vorzeichen nach der gegebenen 
Regel durch einen Schraubensinn festzulegen ist. Wir wollen diesen 
Ausdruck als das gegenseitige Moment der beiden Liniengrößen 
bezeichnen. 

Endlich möge noch angemerkt werden, daß die Größe ®& auch 
als das äußere Produkt einer Ebenengröße mit einem Linienvektor 
aufgefaßt werden kann. 

Setzen wir nämlich: 


T=[ABC(], e=D-14, 
so daß wieder TI eine Ebenengröße, e einen Linienvektor bedeutet, 
dann wird: 
[Te]=[ABCD-CG]=[ABCD] -[ABCC]=[ABCD]=®.. 

Setzen wir anderseits: 

ner EBD 0 BED]; 
so daß a eine Liniengröße, y einen Flächenvektor bezeichnet, dann 
können wir annehmen: 
[exy]=[AB(C-B)D- O] 
und dies wird f 
=[ABCD]J—-[ABBD]J-[ABCC]J+[ABB(]=[ABCD]=®s, 
so daß wir 
| 0O=uaxy 
setzen und als das innere Produkt einer Liniengröße und eines Flächen- 
vektors auffassen können. 

Wir beweisen schließlich, daß das äußere Produkt von fünf 
Punkten immer verschwindet. Zu dem Zwecke gehen wir von der 
früher gemachten Bemerkung aus, daß, wenn a, b, c beliebige, aber 
nicht einer Ebene parallele Vektoren von der Länge 1 sind, jeder 
vierte Vektor d in der Form darstellbar ist: 

 d=ja+lb+Me 
Sind nun A, B, C, D, P die fünf zu multiplizierenden Punkte, so setze 
man die vier Vektoren: 
4* 
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(38) B-A=aa, C-A=bb, D-A=ce, 
P-A=rja+Nb+2"e 
Dann, wird das Produkt: 
(39) [ABCDPJ=[A(B-A)(C-A)(D-A)(P-A)] 
=abce[Aabeia+rb+1"O)=9, 
weil beim Ausmultiplizieren der Summe nur Produkte mit zwei 
gleichen Faktoren auftreten. 

Nebenbei ergibt sich, daß mit Hilfe eines beliebigen Punktes A 
und dreier Einheitsvektoren a, b, e sich jeder Punkt P des Raumes 
in der Form darstellen läßt: 

(40) P=AtAa+rb+I"ce 
}, 4, X' sind dann die schiefwinkligen Koordinaten des Punktes 
in einem System, dessen Ursprung der Punkt A ist und dessen 
Achsen die Richtungen der Vektoren a, b, c haben. Von einem 
solchen Koordinatensystem machen wir aber nur vereinzelt Gebrauch. 


Setzt man in (40) gemäß den Gleichungen (38): 
1 1 1 
ae (BA), b=7 WA), ZEN), 


so findet man: 





wenn man: 
oh u yull N 2 art 
eh ee a an, er 


macht, woraus: 

folgt. Jeder Punkt P läßt sich also durch vier beliebige Punkte 
A, B, €, D, die nur nicht einer Ebene angehören dürfen, linear aus- 
drücken, wobei aber die Summe der Koeffizienten gleich der Einheit 
sein muß, damit der dargestellte Punkt ein einfacher sei. Hat die 
Summe einen anderen Wert, sagen wir m, so wird durch den Aus- 
druck (41) eine Punktgröße dargestellt, deren Zahlfaktor m ist. 





Fünftes Kapitel. 
Produkte von Ebenengrößen. 


Wir verfolgen nun den Gedanken, die Ebenengrößen, die aus 
den Punktgrößen abgeleitet worden sind, als selbständige Elemente 
des Raumes anzusehen.') Dies ist gleichbedeutend damit, daß wir die 


1) Man vergleiche zu diesem Kapitel die Abhandlung von Graßmann, 
Grundsätze der stereometrischen Multiplikation, Journ. f. Math. Bd. 49 (1855) 
p: 10, Werke ll? p.'145, 


Produkt zweier Ebenengrößen. 55 


vier Einheiten dieser Ebenengrößen, I, J, K, 2, die ursprünglich aus 
den Einheiten 0, i, j, k der Punktgrößen abgeleitet worden sind, 
nunmehr als selbständige Einheiten auffassen und denselben Multipli- 
kationsregeln unterwerfen, denen die Ureinheiten unterliegen, indem 
wir die Betrachtung wieder ausschließlich auf äußere Produkte be- 
schränken. Die Multiplikationsregeln der Einheiten sind dann folgende: 


BRIAN TEN AN 
21]=-(12], 12J=- JR, [RKI=— [KL], 
LEERE SEK ED 
Mit Hilfe dieser Regeln läßt sich das äußere Produkt zweier Ebenen- 
größen TI, TT', die durch die Ausdrücke: 

2) N a We ee 

T=81+1J+$9K+08 

gegeben sind, sofort ausführen, und wir erhalten: 
a= [NT TI] = (80 —9E) IR] + IN) IR] + EN —-HN[KL] 

(3) u SEN AN 

Jede der beiden Ebenengrößen 

7, TTV’ 1äßt sich nun als Produkt 
eines Punktes mit einer Liniengröße 
deuten, und da, wie wir gesehen haben, 
die Linie dieser Liniengröße in der 
Ebene der Ebenengröße beliebig an- 
genommen werden kann, so können 
wir sie für beide Ebenengrößen mit 
der Schnittlinie ihrer Ebenen, falls 
diese nicht parallel sind, zusammen- 
fallen lassen. Wir bezeichnen dann mit 
% eine Liniengröße, die dieser Schnitt- 
linie angehört, mit P einen Punkt in 
der Ebene der Ebenengröße TT, mit P' 
einen Punkt in der Ebene von TT’ und 
setzen: 


(4) T=[Pxs]l, TT=[Pixs] 
Die Liniengröße sei durch den Aus- 
druck gegeben: 


(1) 








(5) $8=Xi+Yj+Zf+Li+Mj+Nf, 
wobei: a 
(5a) xXL+YM+ZN=(. 


Die Punkte seien: 
(6) LEN RR 


P=0+@i+yj+tzk. 
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Dann finden wir nach Formel (25) des vorigen Kapitels für die Ko- 
ordinaten der Ebenengrößen TI, TI’ die folgenden Werte: 


A EYRER Si, NN 
7 n=M-Xz+Ze, „=M-X?’+Zu, 

€e=- N—- Yx+Xy, E=- N Yr+Xy, 

9=Lxe+My+Nz, t=Le+My+Ngz. 


Rechnen wir nach diesen Formeln die Koeffizienten in dem Aus- 
drucke (3) aus, so finden wir zuerst: 
6 -59-LL@-D)+MWYW-y)+NG@-2)] 

+LY@«#—-a2)+LZ(ey—ya)— (MY+NZ) (ye!—zy). 
Da aber nach (da): 

LX=-(MY+NZ 
ist, so können wir schreiben: 
E60 —-80=L:.®, 
indem wir setzen: 
O-L@-)+MY-W+N@- 2 
+X(y!-zy)+Y@&e— a2) +Z(lay — ya). 
Statt dieses Ausdruckes können wir, indem wir durch die Gleichungen: 
(8) X=-«0—e, Y-y-y, L=2-—2, 
U=y2-zy, M=z20—-x7, N=xy-— ya 

die Koordinaten der Liniengröße [PP'] einführen, den folgenden 
nehmen: 


(9) O=LXY+MY+NZ+XU+YM-+ZN, 
der mit dem in Gleichung (37) des vorigen Kapitels gegebenen über- 
einstimmt. 
Ebenso wie den ersten Koeffizienten in dem Ausdrucke (3) be- 
stimmen wir den zweiten und dritten: 
n9'—-7"08=M:®, &0-89=N.-®. 
Ferner finden wir: 
ne-7 = —-(MYANZJ@-D)HRMY-NHN@-2) 
+X(y!—zy)+Y(@e—a2)+Z(ey—ya)] 
—=X:® 


£g-E{-Y-90, E7—nd—=2-.0. 
Also wird schließlich: 
(10) ITT]J=0/L[IQ£]J+M[J2]+NI[K2] 
+X[JK]+ YIKI] + 2119] 


® ıst hierin das gegenseitige Moment der Liniengrößen $ und 


p=[PP/] 


und ebenso: 
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Denken wir uns die Liniengröße $ durch eine Strecke 88’ auf der 
Schnittlinie der beiden Ebenen gegeben, so daß: 


(11) 8— [SI] 
anzusetzen ist, dann wird: 

(12) 92e=[SS’ PP], 
während: 

(13) BZ ISSSR AI SSEH | 


zu nehmen ist. 

Auf die Ebenen von TT und TI’ wollen wir den diesen Ebenen- 
größen anhaftenden Drehsinn übertragen, etwa indem wir an den 
Ebenen, wie früher angedeutet wurde, eine obere und untere Seite 
unterscheiden, so daß der Drehsinn auf der oberen Seite, d.h. für die 
nach dieser hin gerichtete Ebenennormale immer positiv. Von den 
Ebenen wollen wir nur dann annehmen, daß sie zusammenfallen, wenn 
außer der Übereinstimmung ihrer Lage auch die obere Seite der einen. 
Ebene gleichzeitig die obere Seite der anderen Ebene ist. Dann gilt 
folgendes. 

Die Größe ® ist positiv, wenn der Übergang von P zu P' eine 
Drehung in positivem Sinne um die Richtung, die von S nach $' 
weist, bedeutet, wenn also die Ebene von TI in die Ebene von IT 
übergeht durch eine Drehung in positivem Sinne um die in dem 
Sinne 8,5’ genommene Schnittlinie s beider Ebenen. In diesem Falle 
wollen wir den Drehsinn mit dem Richtungssinn gleichstimmig nennen. 
Wir wollen uns die Punkte P und P' so gewählt denken, daß diese 
Gleichstimmigkeit eintritt. Sie hängt nur davon ab, auf welcher 
Seite der Schnittlinie s die Punkte P und P' in den Ebenen der 
Ebenengrößen TT und TT!' angenommen werden. Denn durch die Be- 
dingung der Gleichstimmigkeit wird an der Schnittlinie der Sinn, in 
dem $8 und S’ aufeinanderfolgen sollen, festgelegt. Dann aber er- 
gibt sich für die Ebenengrößen TT und TT' der richtige Umlaufssinn, 
indem man P und P' auf der gehörigen Seite der Linie $S’ annimmt. 
So können wir hier ®@ immer als positiv voraussetzen. Für seinen 
Betrag finden wir, da es dem sechsfachen Volumen des Tetraeders 
SS'’P_P' gleich ist, auf folgende Art einen passenden Ausdruck. Wir 
bezeichnen mit Ö und ö’ den doppelten Flächeninhalt der Dreiecke 
SS’ P und SS'’P'. Dies sind dann dem absoluten Werte nach die 
Zahlfaktoren der Ebenengrößen TT und T!. Den Winkel zwischen 
deren Ebenen wollen wir mit 6 und die Entfernung $8’ mit s bezeichnen. 
Ist dann h die Höhe des Tetraeders, die auf der Seitenfläche SS’ P 
senkrecht steht, und- A, die Höhe des Dreiecks SS’P', die zu der 
Basis SS’=s gehört, so wird h=h,sino, ö'=s-h,, und somit 
finden wir für das sechsfache Volumen des Tetraeders: 


(12a) N NEN 
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Die Länge s der Liniengröße $=[SS’] ist aber durch die Ebenen- 
größen TT und TT' nicht bestimmt. Wir können vielmehr über sie frei 
verfügen, und wir wollen dies so tun, daß wir: 

(14) s=6Ö'sin6o 
annehmen. Dann wird ®=1, und das Produkt [TTTT’] unterscheidet 
sich, was die analytische Darstellung betrifft, gemäß der Gleichung 
(10) von der in (5) gegebenen Liniengröße & bloß durch die Be- 
zeichnung der Einheiten. Der Ubergang von der einen zur anderen 
Größe geschieht, indem wir die Einheiten nach dem folgenden 
Schema einander zuordnen: 
I2] [2] IK2] WK] [KL [LJ] 
BES SEE RE E29 
In der zweiten Zeile haben wir die Einheiten t, j, £, i, j, f der 
Liniengröße wieder durch die Ureinheiten ausgedrückt. 

Der geometrische Zusammenhang zwischen den beiden so in 
Beziehung gesetzten Größen ist, wenn wir uns die Liniengröße als 
das Produkt der beiden Punkte S, S’ gegeben denken und so dem 
Produkte der beiden Ebenengrößen TT, TT' gegenüberstellen, der fol- 
gende. Die Verbindungslinie der Punkte S und S’ fällt mit der Schnitt- 
linie der Ebenen von TT und TT’ zusammen, der Richtungssinn, der 
von $ nach $’ weist, ist gleichstimmig mit dem Drehungssinn, in 
dem die Ebene von TI in die Ebene von TT' übergeht, und der Ab- 
stand s der Punkte 8, $’ ist durch die Gleichung (14) bestimmt. 

Diese Gleichung wird besonders einfach, wenn wir statt der 
Ebenengrößen TT, TI’ einfache Ebenen x, z’ nehmen, d.h. d und 
ö—=1 setzen. Dann wird: 

(16) s= sin o. 

Das äußere Produkt zweier Ebenen x, m’ ist ebenso an die Schnitt- 
linie dieser beiden Ebenen geknüpft wie das äußere Produkt zweier 
Punkte S, S’ an die Verbindungslinie dieser Punkte. Aber während 
der Sinn dieses letzteren Produktes durch den Sinn der Translation 
gegeben ist, die den ersten Punkt 5 in den zweiten S’ überführt, ist 
der Sinn des Ebenenproduktes durch den Sinn der Rotation bestimmt, 
welche die erste Ebene x in die zweite ' überführt. Wir wollen 
deswegen beide Größen als Liniengrößen bezeichnen, aber die Ebenen- 
produkte als rotatorische Liniengrößen von den Punkteprodukten 
als translatorischen Liniengrößen unterscheiden.!) Es ist eine 
genau analoge Unterscheidung wie wir sie bereits zwischen Flächen- 
vektoren und Linienvektoren getroffen haben. 


(15) 


1) Study bezeichnet in seiner Geometrie der Dynamen die ersteren als 
Keile, die letzteren als Stäbe. Doch ist der Keil mit unseren rotatorischen 
Liniengrößen nicht identisch. 
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Wohl zu beachten ist, daß auch an den einfachen Ebenen eine 
obere und eine untere Seite zu unterscheiden und die Rotation so zu 
nehmen ist, daß sie nicht bloß die Ebenen zur Deckung bringt, son- 
dern auch die obere Seite der einen mit der oberen Seite der anderen 
zusammenfallen läßt. Die obere Seite der Ebenen ist hierbei die dem 
Punkte O0 abgewandte Seite. 

Wenn die Ebenen zueinander senkrecht sind, wird s=1. Die 
rotatorische Liniengröße reduziert sich dann auf eine einfache Achse, 
nämlich eine gerade Linie verbunden mit einem bestimmten Rotations- 
sınn. Wenn die Ebenen zusämmenfallen und nur dann wird 

Basler 

Jeder rotatorischen Liniengröße ist eine bestimmte translatorische 
Liniengröße zugeordnet, welche dieselben Koordinaten hat. Geometrisch 
ist dieses Entsprechen dadurch gegeben, daß beide Liniengrößen sich 
auf dieselbe Linie beziehen, der Translationssinn der letzteren mit dem 
Rotationssinn der ersteren gleichstimmig ist und die Länge der trans- 
latorischen Liniengröße gleich ist dem Sinus des Winkels der ro- 
tatorischen Liniengröße.!) Wie jene durch ein Punktepaar, läßt diese 
sich durch ein Ebenenpaar darstellen, und wie jene sich nicht ändert, 
wenn man die sie darstellenden Punkte mit Beibehaltung ihres Ab- 
standes längs ihrer Verbindungslinie verschiebt, bleibt diese un- 
geändert, wenn man die sie darstellenden Ebenen mit Beibehaltung 
ihres Winkels um ihre Schnittlinie dreht. Wir wollen den Unter- 
schied beider Größenarten dadurch schärfer zum Ausdruck bringen, 
daß wir durchgängig zur Bezeichnung ihrer Koordinaten verschiedene 
Buchstaben verwenden. Der Einfachheit wegen wollen wir aber auch 
für die Einheiten der rotatorischen Liniengröße kürzere Bezeichnungen 
wählen und setzen: 


(17) ori, DEI, Kafeıı 
WKI=i, [KU=|j, 19] —if 
Der Ausdruck für die rotatorische Liniengröße soll dann der fol- 
gende sein: 


(18) a=ulii+vj+wi+plitgiji+rif, 
während die translatorische Liniengröße durch einen Ausdruck: 
(18a) a=Li+Mj + N!E+Xi+Yj+rZ/t 


gegeben wird. Die Koordinaten der beiden Größenarten entsprechen 
einander nach dem folgenden Schema: 


1) Study nimmt als „Öffnung“ des Keiles den Tangens des von den beiden 
Ebenen gebildeten Winkels. Darin liegt ein wesentlicher Unterschied zwischen 
den Studyschen Keilen und den aus der Graßmannschen Theorie folgenden rota- 
torischen Liniengrößen. 
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UFER DET 
Er Dunxva 

und zwei Liniengrößen sind einander zugeordnet, wenn von ihnen 
die in diesem Schema untereinander stehenden Koordinaten gleich 
sind. Wie die Länge s der translatorischen Liniengröße durch den 
Ausdruck VX?+ Y?+ Z2, so ist der Winkel o der rotatorischen Linien- 
größe durch die Gleichung: 

sino=Yyp+q’+r 
bestimmt. 

Denkt man sich die beiden Arten von Liniengrößen rein ana- 
lytisch durch ihre Koordinaten gegeben, so kann man nach F. Kleins 
Vorgange!) ihren Charakter daran erkennen, wie sie sich bei einer 
Raumtransformation verhalten. Von solchen Raumtransformationen 
betrachten wir hier nur drei besonders einfache Arten, nämlich 
erstens eine Parallelverschiebung, zweitens eine Drehung um den 
Koordinatenursprung und endlich drittens eine Inversion oder Spie- 
gelung am Koordinatenursprung, bei welcher alle Punktkoordinaten 
ihr Vorzeichen wechseln. 

Beginnen wir mit der Parallelverschiebung. Eine solche ver- 
mehrt oder vermindert die Punktkoordinaten um einen konstanten 
Betrag, ist also in der Form darstellbar: 

(a) k=x—-a, y=y—b, d=2-.. 

Sind nun &, n, &, 8 die Koordinaten einer Ebenengröße TT, so muß 
das Produkt dieser Ebenengröße mit einem beliebigen Punkte bei 
der Transformation ungeändert bleiben, da sich das äußere Produkt 
von vier Punkten oder das Volumen des durch diese Punkte be- 
stimmten Tetraeders bei der Parallelverschiebung nicht ändern kann. 
Die transformierten Koordinaten &, n', €, 6' der Ebenengröße sind 
also dadurch bestimmt, daß identisch: 


en N Eee 
werden muß und daraus ergibt sich mit Rücksicht auf die vorstehenden 
Werte von «, y', g': 


(b) Rn Re 
Bilden wir nun gemäß den Gleichungen (7) des 4. Kapitels die Ko- 


ordinaten einer translatorischen Liniengröße vor und nach der 
Parallelverschiebung, so erhält man die folgenden Gleichungen, welche 


1) Man vergleiche insbesondere die an das Erlanger Programm von 1872 
(Vergleichende Betrachtungen über neuere geometrische Forschungen, abgedruckt 
in Bd. 43 der Mathem. Annalen) wieder anknüpfende Arbeit Zur Schraubentheorie 
von Sir Robert Ball, Ztschr. f. Math. u. Phys. Bd. 47 (1902) und Math. Ann. Bd. 62 
(1906). 
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die transformierten Koordinaten X’, Y' ... durch die ursprünglichen 
ausdrücken: ae yz, 
(c) Y=Y, M=-M+raZ-cX, 


2a Da WENN ER N ea. 
Drücken wir anderseits nach (3) und (18) die transformierten Ko- 
ordinaten u‘, v_ ... einer rotatorischen Liniengröße mit Hilfe der 
Transformationsgleichungen (b) durch die ursprünglichen Koordinaten 
U, v... aus, so ergibt sich: 
p=Pp, u=u+teg-br, 
(d) EC NEN A 
net, wW=w+bdbp-ag. 
Bei einer Parallelverschiebung zeigen also die translatorischen und 
rotatorischen Liniengrößen dasselbe Verhalten. 
Das gleiche ergibt sich für eine Drehung um den Koordinaten- 
ursprung. Der Zusammenhang zwischen den ursprünglichen Punkt- 
koordinaten x, y, 2 und den transformierten «', y', 2’ ist dann der 


folgende: 
= a2 +ßy+Y2 s=un2+WYy-+ od, 
(a) yY- 09 C,H Pay + 922, y-ßa+Pßy+ Ps? 
= 0,04 Pß;Yy-+ Y32, z=y&o+tpYy + Y2. 


Hierbei sind die «, ß, y die Richtungscosinus dreier zueinander nor- 
maler Richtungen, so daß die identische Gleichung: 
erregt gt oz 

erfüllt wird. Aus den Gleichungen (a’) leitet man vermöge der auch 
hier geltenden Identität: 

eye —- M!=Er+tny+&2—d9 
‘die folgende Darstellung für die zugehörige Transformation der 
Ebenengrößen her: 
En Re AUS ent t u, 
=W5tßntrb, Rs ron HR, 
emithntnb Eenitmntrd 


(b) 


Punktgrößen und Ebenengrößen transformieren sich also hier in der 
gleichen Weise. Daraus ergibt sich sofort, daß auch translatorische 
und rotatorische Liniengrößen sich in der gleichen Weise trans- 
formieren, und zwar ist für die ersteren folgendes die Darstellung 
der Transformation: 
X=,X+ßY+pZ2, U=4L+ß,M+y,N, 
(e‘) Y=-3X+ßY+9»Z2, M=3,L+%,M+pN, 
Z2=,X+PßY+97Z2, N=,L+ß,M+9»N. 
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Diese Gleichungen genügen den Identitäten: 
DALE ER A a Ey 
12,5 M 22 SNgRe I M?’+N?, 
XVU+YM+ZN=XL+YM+ZN. 

Betrachten wir nun aber die Inversion, bei der alle Punkt- 
koordinaten das entgegengesetzte Vorzeichen annehmen, so zeigen die 
Gleichungen (17) des vorigen Kapitels, daß von den Koordinaten der 
Ebenengrößen nur die letzte, #, ihr Vorzeichen wechselt, während 
die übrigen ungeändert bleiben. Gemäß der Formel (3) ändern des- 
halb von den Koordinaten der rotatorischen Liniengröße u, v, w 
ihr Vorzeichen, während p, q, r ungeändert bleiben. Dagegen wech- 
seln von den Koordinaten der translatorischen Liniengröße gemäß 
den Formeln (7) des vorigen Kapitels X, Y, Z ihr Vorzeichen, während 
L, M, N keine Änderung erfahren. Es verhalten sich also die beiden 
Arten von Liniengrößen bei Inversion verschieden, und die angegebene 
eindeutige Zuordnung der beiden Größenarten wird durch Inversion 
zerstört. Sie wird erst dann wieder hergestellt, wenn man von allen 
Koordinaten einer der beiden einander zugeordneten Liniengrößen die 
Vorzeichen umkehrt. 

Indem wir nun an den Ausgangspunkt dieses Kapitels zurück- 
kehren, wollen wir noch den dort übergangenen Fall erledigen, daß 
die Ebenen der beiden Ebenengrößen, deren Produkt zu bilden ist, 
parallel sind. Dann muß in den Gleichungen dieser Ebenen: 


21) gEx+tny+52-09=0, 

eu +tny+fz—h=0 
zwischen den Koeffizienten die Proportion: 

(21a) en 

bestehen. Daraus folgt aber, daß von den Koeffizienten der Ein- 
heitsprodukte in dem Ausdrucke (3) die drei letzten verschwinden. 
Wir wollen nun statt der beiden Ebenengrößen TT, TI’ wieder einfache 
Ebenen x, a’ nehmen, also die Zahlfaktoren d, ö', mit denen sie 
sonst behaftet sind, = 1 voraussetzen. Dann können wir gemäß den 
Gleichungen (19) und (19a) des vorigen Kapitels hier setzen: 


(21lb) E=&-=cos%, 7 en —cou, Geben veu oe, 
und wir wollen ferner: 

(22) P»—p—d 
machen. Dieses d ist der Abstand der beiden parallelen Ebenen, 
negativ gerechnet, wenn die zweite Ebene auf derselben Seite der 


ersten Ebene wie der Koordinatenursprung liegt, positiv im entgegen- 
gesetzten Falle. Setzen wir nun die Werte, die aus (21b) und (22) 
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hervorgehen, in den Ausdruck (3) ein und gebrauchen die kürzeren 
Bezeichnungen (17) für die auftretenden Einheiten, so finden wir jetzt: 


(23) [an]=deosi|li+deosu)j+ deosvf. 
Nehmen wir auf einer gemeinsamen Normalen beider Ebenen das 
Stück, das zwischen die beiden Ebenen fällt, mit dem Richtungssinne, 


der von der ersten Ebene zur zweiten zeigt, und fassen es als einen 
Linienvektor d auf, so wird dieser Vektor: 


d=dcosAi+dcosuj+dceosvk. 


Er ist von dem gefundenen Ebenenprodukte also nur in der Be- 
zeichnung der Einheiten verschieden. Wir können diesen Vektor 
geometrisch mit den beiden Ebenen in Zusammenhang bringen, indem 
wir ihn als die Repräsentation einer Translation oder Parallelverschiebung 
deuten, welche auf dem kürzesten Wege die erste Ebene in die zweite 
überführt. Wir wollen deswegen die durch die Gleichung (23) de- 
finierte Größe einen Translationsvektor nennen. 

Als dualistisch entsprechendes Gebilde würde ihr ein Rotations- 
vektor gegenüberstehen, der sich in der folgenden Form: 


(24) oe=Li+Mj+N! 
darstellt. Dieser Vektor ist aber von dem Flächenvektor nicht ver- 


schieden, auf den wir bereits im zweiten Kapitel gekommen sind. 
Wir wollen nun von drei Ebenengrößen: 


T,=-81+n.I+&K+98, 
(25) R=-8,1+%nJI+&K+98, 
T,=-5,1#,J+&5K+08, 
deren Ebenen sich nicht in parallelen Linien durchschneiden oder 
parallel sein mögen, das äußere Produkt bilden. Wir finden für 
dasselbe einen genau analogen Ausdruck wie für das Produkt dreier 
Punktgrößen, nämlich: 
2) MT; T]=5[IKR]4 zIKIR]+ SIR] + IR]. 


Die Koeffizienten in diesem Ausdrucke haben die Werte: 


Me Ö, , Ö, EM d, a 
2) ven & |, = & O5l, Ls—|&s Na Oa|, Em |& N & 
N3 5 0, 5 55 d, &; 3 d, Es; 3 4 


Die Ebenen der drei Ebenengrößen haben aber die Gleichungen: 


sry t+s2-d=0, 
(28) St nyt+2- =), 
ty tr- =), 
und für die Koordinaten des Schnittpunktes dieser drei Ebenen er- 
geben sich die Werte: 
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N 
(29) x ’ Y Y 2 y 


Geben wir diesem Schnittpunkte den Zahlfaktor t,, so wird die so 
gewonnene Punktgröße P durch den Ausdruck dargestellt: 
(30) P=-n,0+Li+n)+%k 

und dieser Ausdruck ist von dem Ausdrucke (26) für das Produkt 
IT1,T1,TT,] der drei Ebenengrößen nur durch die Bezeichnung der 
Einheiten verschieden. 

Um diese Übereinstimmung möglichst zur Geltung zu bringen, 
setzen wir zunächst: 

IJK]=eV0. 


Nun ist nach Formel (30) des vorigen Kapitels: 
IE ARE GE 
demnach wird weiter: 
(31a) IJK2]=.[02]= es, 
da also z.B. [I(ei)]=e[lil=te= [IJK2] wird, können wir auch: 
(31b) JK2J]=ei, [KI2]=ej, [IJ2]=etk 
setzen, und haben somit: 
(32) MT] =e®P. 
Weil e=[Vijk], können wir zur Definition von e die Gleichung 
benützen: 





(31e) IJK2]=e[0ijk] 
und wollen uns erlauben, zu schreiben: 
_ JK2] 
a) = [0ijH ' 


Um nun noch den Zahlfaktor x, der Punktgröße PB geometrisch 
festzulegen, denken wir uns die Zahlwerte d,, d,, d, der drei Ebenen- 
größen TT,, TT,, TT, durch drei Seitenflächen eines Tetraeders dargestellt, 
Drei Kanten dieses Tetraeders müssen in die Schnittlinien der Ebenen 
der drei Ebenengrößen fallen, ihre Längen seien r,, r;, 7,. Das Tetra- 
eder kann man sich so gewählt denken, daß der mit den drei Ebenen- 
größen verbundene Umlaufssinn eine positive Umkreisung des nach dem 
Innern des Tetraeders gehenden Lotes auf der betreffenden Seitenfläche 
des Tetraeders bedeutet. Das sechsfache Volumen des Tetraeders sei ®. 
Tragen wir auf den Schnittlinien der drei Ebenen von ihrem Schnitt- 
punkte aus Strecken gleich der Längeneinheit ab, so heißt das sechs- 
fache Volumen des Tetraeders, das diese drei Strecken als drei Kanten 
bestimmen, der körperliche Sinus, sin ®, der von den drei Ebenen ge- 
bildeten räumlichen Ecke ®, und es wird dann das sechsfache Tetra- 
edervolumen: 


(33) O=r,r,r, sin ®. 
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Nennen wir die Winkel, welche die drei Ebenen miteinander bilden, 
6,, 65, 0,, So wird gemäß der oben gefundenen Formel (12a) z. B. 


Or, = 6,0, sine — V(n le bass ln) EMEn, 7, Ir 


In der Tat ist diese Quadratwurzel, durch 


0,0, — VE’ er te V&’ ++ 5 
geteilt, gleich dem Sinus des Winkels o zwischen den Ebenen, deren 
Normalen die Riehtungscosinus haben: 


Sum GENRE 65 
6, ®, ö, und % 2, ®, 











Daraus folgt, daß, wenn wir in der Schnittlinie der zweiten und dritten 
Ebene einen Vektor annehmen, dessen Länge = ®r, ist, die Komponenten 
dieses Vektors werden: 


Mean br na 

Denn diese Größen gehen in die Richtungscosinus der Schnittlinie 
über, wenn man sie durch die obenstehende Quadratwurzel, also durch 
Or, dividiert. | 

Denken wir uns ebenso auf den anderen beiden Schnittlinien vom 
Schnittpunkte aus Vektoren aufgetragen, deren Längen ®r, und ®r, 
sind, so wird das sechsfache Volumen ®' des Tetraeders, das diese 
drei Vektoren bestimmen: 


Ma an BE Er, Ss — Maä5 5m & |? 

eine ae N — Ns &ı —-|& no I 

m&a—dm, 58 Eile, EN — N & n3 6 
Anderseits aber wird: 
0 = Or,: Or, Or,-sin d = ©t, 
Also erhalten wir: 
(34) A o°. 

Wenn man demnach die Dreiecksflächen, welche die drei Ebenen- 
erößen darstellen, zu einem Tetraeder zusammenschließt, so ist das 
Quadrat von dem sechsfachen Volumen dieses Tetraeders dem Schnitt- 
punkte der Ebenen der drei Ebenengrößen als Zahlfaktor beizufügen, 
damit die so gewonnene Punktgröße das Produkt der drei Ebenen- 
größen darstelle. Hierzu gehört noch eine Bestimmung über das 
Vorzeichen dieses Zahlfaktors. Dieselbe kann man so geben, dab man 
durch die Reihenfolge der Dreiecksflächen an der körperlichen Ecke, 
die sie umschließen, eine Umkreisung des Inneren dieser körperlichen 
Ecke festlegt, und je nachdem die Umkreisung im positiven oder 
negativen Sinne erfolgt, wird das Vorzeichen des Zahlfaktors positiv. 
oder negativ. Dies ist leicht zu verifizieren, indem man die drei 
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Seitenflächen des Tetraeders in die positiven Quadranten des Koordi- 
natensystems fallen läßt, so daß der zugehörige Umlaufssinn positiv 
für die positiven Koordinatenrichtungen wird. Dann wird, indem 
a, b, c Abschnitte auf den Koordinatenachsen bedeuten, einfach: 

Idol case or 
und das Produkt | 

IETIIT I Heel 

für 1,= a?b?c, so daß x, hier in der Tat positiv wird, wenn die 
Seitenfläichen im Sinne eines positiven Umlaufs um das Tetraeder- 
innere genommen werden. 

Den ausgeschlossenen Fall, daß die Schnittlinien der Ebenen der 
drei Ebenengrößen oder zwei der Ebenen selbst parallel sind, können 
wir kurz abmachen. Es wird dann x,=0 und wir selon für das 
Produkt der drei Ebenengrößen pe, wo: 

(35) p=uti+tbj)+tuk 
also ein Vektor ist. Die Richtung desselben stimmt mit der Richtung 
der parallelen Schnittlinien überein. 

Wenn die Ebenen der drei Ebenengrößen sich in derselben ge- 
raden Linie durchschneiden, so muß von den Ebenengleichungen (28) 
eine durch lineare Kombination aus den anderen beiden hervorgehen, 
es müssen also Beziehungen von folgender Form bestehen: 


,ehhthh, Behnthm, Seht, —=M0,+ A, 
aus denen: | 

(36) Iris 
folgt. Es verschwinden dann die Determinanten in den Formeln (27) 
und somit wird das äußere Produkt: 

(3) 11,5, 7,7 =0. 
Geht man wieder von den Ebenengrößen TI,, TI,, TI, zu den ein- 
fachen Ebenen, ,, 7,, 7,, über, so kann man sonach: 

(37a) m | —0 
als die Bedingung dafür ansehen, daß drei Ebenen einem Büschel 


angehören, d.h. sich in derselben geraden Linie durchschneiden oder 
alle drei einander parallel sind Im letzteren Falle wird 


mm nt, 
dann verschwinden in der Tat nach (27) x,, = t;, £, und damit das 
Produkt der drei Ebenen. 
Das Produkt dreier Ebenengrößen ist dasselbe wie das Produkt 
einer Ebenengröße mit einer rotatorischen Liniengröße. Sei die erstere: 


TEL nTDER NO 


und die letztere: 
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teull2]+vlJ2J+w[KR2]+p[JK]+q[Kl+r[1J], 
so wird das Produkt beider: 
(38) MTxp]=W0+nitnitsbe, 
wenn wir setzen: 
u=pstantrd, 
(39) | =p9—-vi+wn, 
5=q9—-wiHtuß, 
W=r0—-un+tvE 
Es sind dann: 


(0) I y Ko % 


die Koordinaten des Punktes, in dem die Ebene der Ebenengröße von 
der Linie der Liniengröße geschnitten wird. Jene Ebene ist dieser 
Linie parallel, wenn {,—=0 wird. 
Das Produkt einer Ebenengröße mit einer Punktgröße ist schon 
im vorigen Kapitel in Betracht gezogen worden. Wenn: 
T=81+nJ+5K+92 
die Ebenengröße und: 
| P-ul+tuirnjtruk 
die Punktgröße ist, so wird das Produkt: 


(41) TP]= Eu +n% +55 0%) 8 
Dieses Produkt läßt sich schreiben: 


TB] —=r:0:q°8, 
wenn Öd der Zahlfaktor der Ebenengröße und q der Abstand des 
Punktes von der Ebene der Ebenengröße ist. 
Wenn wir uns nun die Aufgabe stellen, das äußere Produkt von 
vier Ebenengrößen: 
LIT, T7, T1, TT,] 
zu bilden, so vereinigen wir zunächst die drei ersten in der an- 
gegebenen Weise, wobei sich ı. a. ergibt: 
IT, TR] e#, 
und multiplizieren die so resultierende Größe mit TI,. Es möge 6, 
der Zahlfaktor der letzteren Ebenengröße und q, der Abstand des 
Ortes der Punktgröße ® von der Ebene dieser Ebenengröße sein. 
Der Zahlfaktor x, von ® ist durch die Zahlfaktoren Ö,, d,, 0, der 
Ebenengrößen TI,, TI,, TT, und. eine Größe ®,,,, die nur von der 
Lage der Ebenen von TI,, TT,, TT, abhängt, bestimmbar wie folgt: 
%o = 0,050, Diss, 
und danach wird das äußere Produkt der vier Ebenengrößen: 
Timerding, Geometrie der Kräfte. 5 
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IT, 1,1, T7,]= [BTL] = (8 9, 4.) ee = (6, 0, 0, 04,9, Diss) N, 
wenn es=|IJK2]=n gesetzt wird. Führen wir nun von dem 
Tetraeder, das die Ebenen der vier Ebenengrößen bilden, das 
sechsfache Volumen T und die doppelten Inhalte der vier Seiten- 
flächen 4,, 4,, 43, 4, ein, so wird: 


T=41, T=4J, 4,4; Ds; 
und somit, wenn [TT, T1,T1,T1,]J= Mn angenommen wird: 


d, 0,0, 06 
5 Se BER 
ee " + 4,444, 


13, 

Daraus ist sofort zu sehen, dad M—= 0 wird, wenn T=0 ist, d.h. 
die Ebenen der vier Ebenengrößen durch einen Punkt hindurchgehen. 
Gehen wir somit von den Ebenengrößen TI,, TT,, TT,, TI, zu einfachen 


Ebenen ,, %,, %,, %, über, so ergibt sich, daß: 
[rt 2, 2, a, | = 0 


wird, wenn die vier Ebenen durch einen Punkt gehen. 

Die Vorzeichenregel läßt sich hier vielleicht am einfachsten wie 
folgt geben: Man läßt die Umkreisung der Seitenflächen des von den 
Ebenen der vier Ebenengrößen gebildeten Tetraeders in positivem 
Sinne um die nach dem Inneren des Tetraeders gehenden Normalen 
geschehen. Dann sieht man nach, bei wie vielen der Seitenflächen der 
wirkliche mit den Ebenengrößen verknüpfte Umlaufssinn mit dem an- 
genommenen übereinstimmt. Ist dies 
einmal oder dreimal der Fall, so ist 
das Produkt vom entgegengesetzten Vor- 
zeichen wie das Produkt der in der glei- 
chen Reihenfolge genommenen gegen- 
überliegenden Ecken des Tetraeders, und 
sonst vom gleichen Vorzeichen. Für 
den Beweis beachte man, daß sich das 
Vorzeichen des Produktes jedesmal um- 
kehrt, wenn man den Umlaufssinn 
einer der Ebenengrößen umkehrt. Es 
braucht also nur der Fall berücksichtigt 
zu werden, wo man den Umlaufssinn 
alle vier Male positiv um die nach 
dem Inneren des Tetraeders gehende 
Normale annimmt, die übrigen Fälle 
folgen daraus sofort. Wir nehmen 
nun für die Ebenengrößen die Seiten- 
flächen des Tetraeders selbst und lassen außerdem drei von diesen in 
die Koordinatenebenen fallen, so daß die vierte Seitenfläche die posi- 





Fig. 11. 
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tiven Koordinatenachsen in den Abständen a, b,ce vom Ursprunge trifft. 
Die Koordinaten der vier Ebenengrößen sind dann: 

be, 0, 0: 0% 

D8 ca, Ö, 0 

0, 0, ab, 0% 

—bc, —ca, —ab, —abe, 

und ihr Produkt wird somit My=— abe n= — T’n, wahrend 
das Produkt der in der gleichen Reihenfolge genommenen gegenüber- 
liegenden Ecken des Tetraederss —a-b-c-l-e=—Ts wird, woraus 
hier die Richtigkeit der gegebenen Regel folst. 

Die auftretenden besonderen Fälle mögen übergangen werden 
mit Ausnahme des Falles, wo alle Schnittlinien der vier Ebenen 
parallel sind. Durch Multiplikation von drei der vier Ebenengrößen 
entsteht dann ein Vektor, welcher der Ebene der vierten Ebenen- 
größe parallel ist. Hieraus folgt, daß in diesem Falle: 


G=0 und Eu +7 +t6&,—=0 
wird. Damit wird aber nach (41) M=0. Da nun sowohl, wenn vier 
Ebenen durch einen Punkt gehen als auch, wenn ihre Schnittlinien 
parallel sind, diese Ebenen einem Bündel angehören, so können wir 
zusammenfassend sagen, indem wir wieder von den Ebenengrößen zu 
den einfachen Ebenen #,, 7,, 7,, x, übergehen, es ist: 
(43) [2,0 ,] — 0 
die Bedingung dafür, daß die vier Ebenen einem Bündel angehören. 
Das Produkt M n von vier Ebenengrößen T, ar AR 1, kann 
_ auch ersetzt werden durch das Produkt von zwei rotatorischen ira 
größen. Setzt man nämlich: 
\ (IT, ]=$, [MT] = p', 
so wird: 
(44) Mn=[pxp] 
oder M=pxp', 
und sind die analytischen Ausdrücke der beiden Liniengrößen: 


pP=ul2]+vWJ2]twiKRaltp JKl+alKll+r[1J], 

!"=ullI2]+V[I2]+wW[K2]+P[IK]J+ 4 [KO +r[1J], 
so ergibt sich: 

(45) M=up+vq+wr+pwW+qv+rw. 
Diesen Ausdruck wollen wir das gegenseitige Moment der beiden 
rotatorischen Liniengrößen nennen. Wenn es verschwindet, also: 


(46) pxp'=0 
ist, so müssen die Ebenen der vier Ebenengrößen wieder einem 
Bündel, die Linien der beiden Liniengrößen also einer Ebene an- 
5*F 
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gehören, und die vorstehende Gleichung kann als die analytische 
Bedingung dafür angesehen werden, daß dies eintritt. Die beiden 
Linien sind dann entweder parallel oder sie schneiden sich. In beiden 
Fällen verschwindet auch das gegenseitige Moment zweier trans- 
latorischer Liniengrößen, die den Linien angehören. 

Das äußere Produkt von fünf Ebenengrößen ist immer gleich 
Null. Sind nämlich TT,, TT,, TT,, TI, vier Ebenengrößen, deren Ebenen 
nicht einem Bündel angehören, so läßt sich jede fünfte Ebenengröße TT 
in der Form darstellen: 


(47) TTS LT AT ET 


Dies erkennen wir wie folgt. Sei s’ die Linie, in der sich die Ebenen 
von TI, und TT, schneiden, s’ die Schnittlinie der Ebenen von TI, und 
TT,, seien ferner $’ und $"” die Punkte, in denen die Ebene von TI 
die Linien s’ und s” trifft. Dann läßt sich nach Gleichung (36) jede 
Ebenengröße TT, welche der Verbindungsebene 0’ von s’ und S” an- 
gehört, in der Form T’ = A,'TI, + A, TT, darstellen, und jede Ebenen- 
größe, die der Verbindungsebene 0’ von s’ und S’ angehört, in der 
Form TT'= 4,'TT7, + A,'TT,, TT selbst ist aber, da es einer Ebene an- 
gehört, die durch die Schnittlinie von 0’ und 6” geht, von der Form 
T=3XTM+3%'TT. Setzt man hierin die gefundenen Werte von IT 
undelllsen"und macht AA se AA en 
so findet man in der Tat die Gleichung (47). 
Daraus aber folgt sofort weiter, daß: 


(48) ER EANBSR ARE 


Denn setzt man in dem Produkte den Ausdruck für TT ein und 
multipliziert die Summe aus, so enthalten die einzelnen sich er- 
gebenden Produkte alle zwei gleiche Faktoren und verschwinden deshalb. 

Endlich möge noch eine Bemerkung gestattet sein. Es kann 
befremden, daß durch Multiplikation dreier Ebenengrößen nicht ein- 
fach wieder eine Punktgröße, sondern eine Punktgröße, mit einem 
Faktor e behaftet, auftritt. Dieser Faktor ist deshalb hinzugefügt 
worden, weil das Produkt dreier Ebenengrößen einen Schraubensinn 
in sich schließt, welcher der Punktgröße fremd ist und fremd bleiben 
muß. Man kann nun e=]1 setzen, damit ordnet man jedoch in be- 
stimmter Weise die beiden Schraubensinne, Rechtsschrauben und 
Linksschrauben, dem doppelten algebraischen Sinne, + und —, zu. 
Diese Zuordnung ist erlaubt, aber willkürlich. Sie kann indessen bei 
einer zahlmäßigen Analysis gerichteter Größen gar nicht umgangen 
werden, denn die Wahl des Koordinatensystems bedeutet bereits eine 
solche Entscheidung. Nur wird bei der von uns gewählten allgemeinen 
Schreibweise das Resultat von dieser Wahl dadurch unabhängig ge- 
macht, daß der hinzugefügte symbolische Faktor die durch den Über- 
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gang von einem Rechts- zu einem Linksschraubensystem in dem 
Zahlwerte hervorgerufene Änderung wieder aufhebt, indem er eben- 
falls sein Zeichen wechselt, wenn der Zahlwert es tut. Wenn wir 
nun e=1 annehmen, so N n=:- Wir können dann über die 
gemeinsamen Werte dieser Größen noch verschieden verfügen. 
Erstens könnten wir versuchsweise: 
2=[ijk])=1 
annehmen, so daß das äußere Produkt dreier Vektoren eine reine 
Zahl wird. Daraus würde folgen: e&=0 und n=0, aber ebensogut 


auch &=n=-—0(, so daß dieser Ansatz zu Widersprüchen führt. 
Zweitens können wir: | 
(49) = (07) eo 1 


setzen, woraus dann auch n„=1 folgt. Dann wird sowohl das Pro- 
dukt von vier Punktgrößen wie das Produkt von vier Ebenengrößen 
eine reine Zahl. 

Man bezeichnet nun einen Zahlwert, der eines doppelten Vor- 
zeichens fähig ist und mit Raumgrößen in Zusammenhang, steht, als 
einen Skalar.'!) In den vorstehenden Entwicklungen haben wir zwei 
solche Skalare gefunden, den Zahlfaktor einer Punktgröße und das 
innere Produkt zweier Vektoren. Diese beiden Skalare können wir 
als gebundene und freie Skalare unterscheiden. Wenn wir auf Grund 
der soeben erwähnten, an sich willkürlichen Festsetzungen noch 
weitere solche reinen Zahlwerte einführen, so haben wir diese als 
Skalare zweiter Art von den ursprünglichen als Skalaren erster 
Art zu unterscheiden. Sie haben im Gegensatz zu diesen die Kigen- 
schaft, ihr Zeichen zu wechseln, wenn die le, auf die sie sich 
acer einer Spiegelung an irgendeiner Ebene oder einer Inversion 
am Kenslnelkecmpen unterworfen werden. Die Notwendigkeit 
einer solchen Scheidung hat F. Klein nachdrücklich hervorgehoben. 

Von den Skalaren verschieden sind die tensoriellen Größen, 
die nur einen absoluten Betrag, aber kein Vorzeichen zulassen. 
Hierzu gehört die Länge eines Vektors, der Inhalt einer Fläche usw. 


Sechstes Kapitel. 
Momentane Drehungen. 


Wir haben nun die methodische Analyse der Raumgrößen, so- 
weit sie für unsere Zwecke vonnöten ist, erledigt und durchbrechen 
jetzt die streng systematische Entwicklung, indem wir versuchen, 
die im letzten Kapitel gewonnenen Resultate, soweit sie die Produkte 





1) Die Bezeichnung rührt her von Hamilton (Lectures on Quaternions, Art. 64), 


70 Sechstes Kapitel. Momentane Drehungen. 


zweier Ebenengrößen betreffen, auf die Kinematik des starren Körpers 
oder vielmehr des ganzen wie ein starrer Körper beweglich gedachten 
Raumes anzuwenden. Der Gedanke einer solchen Anwendung liegt 
nahe, haben wir doch schon von hotationen, die eine Ebene in eine 
andere die erste schneidende Ebene überführen, und von Translationen, 
durch die eine Ebene in eine parallele übergeht, gesprochen. Aber 
dies war eine bloße Ausdrucksweise, um rein geometrische Verhältnisse 
möglichst anschaulich zu formulieren. Der wirkliche Übergang zur 
Kinematik ist mit eigenartigen Schwierigkeiten verknüpft, er ist 
überhaupt nur in beschränkter Weise möglich und muß mit großer 
Vorsicht ausgeführt werden. 

Wir wollen an den Begriff des Vektormomentes anknüpfen, den 
wir im vierten Kapitel für eine translatorische Liniengröße eingeführt 
haben und wollen diesen Begriff in entsprechender Umformung auch 
auf die rotatorische Liniengröße auszudehnen suchen. Das Vektor- 
moment für einen Punkt P war ein Flächenvektor, der, wenn die 
Liniengröße durch eine Strecke 5’ gegeben ist, durch das Dreieck 
SS'P dargestellt wird, indem man sich dieses Dreieck so umlaufen 
denken muß, daß der Sinn des Umlaufes in der Seite SS’ mit dem 
Sinne der Liniengröße übereinstimmt. Der Zahlwert dieses Flächen- 
vektors läßt sich durch das Produkt 

Y.S | 
geben, indem s die Länge der Strecke SS’ und r den Abstand des 
Punktes P von der Linie dieser Strecke bezeichnet. Wenn wir nun 
von der translatorischen zu der rotatorischen Liniengröße übergehen, 
so haben wir die Länge s durch den Sinus des Winkels zweier Ebenen 
zu ersetzen, während die Entfernung r des Bezugspunktes P von der 


Linie der Liniengröße, hier der Schnittlinie der beiden Ebenen, un- 
verändert bleibt. Das Produkt: 
(1) c=r-sin6 

ist eine Länge, wir erhalten also jetzt einen Linienvektor, und zur 
völligen Festlegung des Vektormomentes ist noch die Richtung dieses 
Linienvektors zu bestimmen. Um dies zu tun, drehen wir, was erlaubt 
ist, die beiden Ebenen mit Beibehaltung ihres Winkels so um ihre 
Schnittlinie herum, daß eine von ihnen — und zwar soll es diejenige 
sein, die bei der Produktbildung an erster Stelle steht — durch den 
Bezugspunkt P hindurchgeht, die Richtung des Vektors ist dann durch 
das Lot auf der Ebene im Punkte P gegeben, in dem Sinne genommen, 
der nach der zweiten Ebene hinweist. Wir wollen zeigen, daß auf 
Grund dieser Festsetzungen sich für die Komponenten des Linienvektors 
genau analoge Ausdrücke ergeben, wie sie für die Komponenten des 


Flächenvektors, der das Vektormoment einer translatorischen Linien- 
größe bildet, die drei ersten der Gleichungen (25) [8.47] enthalten. 
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Zu dem Zwecke denken wir uns die beiden Ebenen, welche die 
rotatorische Liniengröße liefern, durch die Gleichungen: 


Et nyrszZzu—N, 
ct ny+lz—-0=0 
gegeben, in denen wir: 
++ e=l, Er? el?—1 
voraussetzen. Wir beachten nun, daß c=r-sin 6 nichts anderes ist 


als der Abstand des Punktes P von der zweiten Ebene. Sind also 
%, %, 2 die Koordinaten dieses Punktes, so wird: 


(2) at ny+lz-0'--c 
Weil aber P in der ersten Ebene liegen soll, ist hierzu die Gleichung 
hinzuzufügen: 


(3) tr —d—0. 
Nun wollen wir beachten, daß: 
N u-=80"-80, v=n0"— 10, w= 60-89, 
Mdene-ns a-te-Eh iin 
die Koordinaten der rotatorischen Liniengröße sind. Dann lassen sich 
aus den Gleichungen (2) und (3), indem man sie erst mit & und &', 


sodann mit 7 und 7', endlich mit & und &' multipliziert und darauf 
jedesmal voneinander subtrahiert, die folgenden Gleichungen ableiten: 


c&g=u-—1ry+ 43, 
(5) on=V-—-p2+LT%, 
c$=w— gxc-+pY. 
Die linken Seiten dieser Gleichungen geben die Komponenten des in 
der angegebenen Weise festgelegten Linienvektors an, der das Vektor- 
moment der rotatorischen Liniengröße repräsentiert. Dieses Vektor- 
moment entbehrt aber hier einer natürlichen und ungezwungenen 
Deutung, denn der Abstand des Punktes P von der zweiten Ebene 
wird nicht mit der Richtung zusammengenommen, in der er wirklich 
gemessen wird, sondern muß auf die zu der ersten Ebene senkrechte 
Richtung übertragen werden. 

Diese Unzuträglichkeit verschwindet nur dann, wenn der Winkel 6 
zwischen den beiden Ebenen unendlich klein angenommen wird. Dann 
können wir den Sinus des sehr kleinen Winkels 6 mit dem zugehörigen 
Bogen des Einheitskreises zusammenfallen lassen, so daß nun: 


(6) c=r6 
wird. Dies ist aber die Strecke, die der Punkt P bei einer Drehung 


um die Linie der rotatorischen Liniengröße durch den unendlich kleinen 
Winkel o wirklich beschreibt, und die Richtung, die wir dem Linien- 
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vektor gegeben haben, stimmt mit der Bewegungsrichtung des Punktes P 
bei dieser Drehung ebenfalls überein. Der Linienvektor hat also jetzt 
die einfache Bedeutung, daß er die Verschiebung des Bezugspunktes P 
bei der durch die rotatorische Liniengröße dargestellten unendlich 
kleinen Drehung der Größe und Richtung nach liefert. 

Um die Unbequemlichkeit des Operierens mit unendlich kleinen 
Größen zu vermeiden, scheiden wir aus diesen allen einen unendlich 
kleinen Faktor 7 aus. Diesen können wir als die sehr kurze Zeit, 
in welcher die sehr kleine Drehung stattfindet, deuten. Machen wir dann: 

(7) 6=0-T, 
so bedeutet ® die Winkelgeschwindigkeit der Drehung, und setzen 
wir ferner: 

(8) CET CH —UT SM NT 
so sind &, %, 2 die Komponenten der Geschwindigkeit des Punktes 
und werden, wenn wir mit dt das Differential der Zeit bezeichnen, 


in der gewöhnlichen Schreibweise: 


N, 
(9) i=-T, =, 3=7 


dt 
Endlich machen wir: 

(LO) nur vroyT mw we Done oraere 
und können dann ‘die Gleichungen (5) in der von Euler!) herrührenden 
Form niederschreiben: 

<=u—ry-+ 92, 

(11) y-v—-pz?2H+r%, 

2=wW—qgxs+py 
wozu die identische Beziehung 

(12) pu+gv+rw=0 | 
hinzutritt. Dies sind die grundlegenden Gleichungen, von denen wir 
für das Weitere auszugehen haben. Wir nennen u, v, w, p, q, r die 
Koordinaten der Drehung. Ihre Winkelgeschwindigkeit & ist aus 
denselben mit Hilfe der Gleichung © =yYp? +q?+r? zu bestimmen. 

Zunächst wollen wir nun die Frage beantworten, wie sich die 
Bewegung darstellt, zu der sich zwei gleichzeitige Drehungen zu- 
sammensetzen. Hierzu benutzen wir das folgende Prinzip: wenn 
während der sehr kurzen Zeit di die Koordinaten &, y, 2 eines 
Punktes P infolge der einen Drehung sich um 


dw, dıy, dız 





vergrößern, und infolge der anderen Drehung um 
0%, day, de2, 


1) Decouverte d'un nouveau principe de m&canique, M&moires de l’Acad&mie 
de Berlin VI, Annde 1750 (1752), p. 185. 
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so sind die Veränderungen, welche sie durch die beiden Drehungen 
zusammen erfahren: 
(13) da=dze+dr, dy=dy+dy, de=d2-+ dee. 

Dividiert man alle diese Koordinatenänderungen durch die Zeit dt, 
in der sie erfolgen, so erhält man die Komponenten der Teil- 
geschwindigkeiten und der resultierenden Geschwindigkeit. Faßt man 
diese Geschwindigkeiten als Vektoren auf, deren Komponenten dann 
die Geschwindigkeitskomponenten sind, so sieht man, daß die Zusammen- 
setzung der Geschwindiskeiten dieselbe Regel wie die Addition der 
Vektoren befolgt; man bezeichnet diese Regel hier als das Parallelo- 
gramm der Geschwindigkeiten. 

Drücken wir nun gemäß den asien (11) die zu- 
sammenzusetzenden Verschiebungen aus wie folgt: 


duhe= (Wu —-HYy+ q2)dt, = (ww nYy+ 92)dt, 

d4y= (m -Pp2+tne)dt, day=(n—-PpiHtne)dt, 

d,2= (m Et pıy)dt, 2 =(W;—- 4 PYy)dt, 
so sehen wir sofort, daß wir, indem wir: 


(19) NER v+1,=v wWwtw=Ww, 
De spa D32 Ges. = AN. Tr r 
setzen, für die Komponenten 
. da . _ dy .__d2 
er) RU een 


der resultierenden Geschwindigkeit Gleichungen von genau derselben 
Gestalt wie (11) erhalten. Nur haben u, v, w, p, q, r ihre Bedeutung 
verändert, indem sie sich nicht mehr auf eine Drehung, sondern auf 
die aus zwei Drehungen zusammengesetzte Bewegung bezieht. Dem- 
entsprechend hört die Gleichung (12) i. a. auf zu gelten. Es ergibt 
sich vielmehr aus den Gleichungen: | 

1oß up tv, +twn=0, BG + Wr— 0, 

aß: 


(15) up+tvqa+wr 
-u+3)p tpB) + tm) tet tw) +n) 
=-uB FT, gr WR+PUT GV Tr W, 
also gleich dem gegenseitigen Momente der rotatorischen Liniengrößen 
wird, welche die beiden Drehungen repräsentieren. Wir wollen diese 
Größe einfach als das Moment der resultierenden Bewegung bezeichnen. 
Sie verschwindet nur dann, wenn die Linien der beiden Liniengrößen, 
d.h. die Achsen der beiden Drehungen in einer Ebene liegen. Dann 
stimmen die herauskommenden Gleichungen mit den Gleichungen (11) 
nicht bloß in der Form, sondern auch in der Bedeutung der Koeffi- 
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zienten überein. Die resultierende Bewegung ist dann wieder eine 
Drehung, und wir sehen somit, daß zwei Drehungen sich wieder zu 
einer Drehung dann und nur dann zusammensetzen, wenn ihre Achsen 
entweder sich schneiden oder zueinander parallel sind. Wir wollen 
in diesen beiden Fällen die resultierende Drehung näher zu bestimmen 
suchen. 

Wenn die Achsen der beiden Drehungen sich schneiden, so ist 
es am einfachsten, den Schnittpunkt in den Koordinatenursprung zu 
legen. Dann wird in den vorigen Formeln: 

UV, 
w=(0, %=0, w=o(, 
denn da der Koordinatenursprung auf beiden Rotationsachsen liegen 
soll, müssen für =0, y=(, 2=0 die Verschiebungskomponenten 
d,x, d,y, d,2 und d,x, d,y, d,z verschwinden, was zu den vorstehenden 
Gleichungen führt. Aus diesen folgt aber, daß auch: 
ee u il) 
wird, während: 
pP=-PrPp,. 9a. rt. rentn 
bleibt. Trägt man auf der Achse einer jeden Drehung vom Koordi- 
natenursprung aus, der auf dieser Achse liegt, eine Strecke ab, welche 
die Winkelgeschwindigkeit der Drehung mißt und mit dem Sinne 
dieser Drehung gleichstimmig ist, so kann man dergestalt die Drehungen 
um den Koordinatenursprung geometrisch durch Vektoren darstellen, 
und man setzt dann zwei solche Drehungen zu einer zusammen, indem 
man die sie darstellenden Vektoren addiert, d.h. die Drehungen um 
einen Punkt vereinigen sich nach dem Parallelogramm- 
gesetze. 

Sind die Achsen der beiden Drehungen parallel, so können wir 
sie parallel zur z2-Achse in der x2-Ebene des Koordinatensystems an- 
nehmen. Die Komponenten der Verschiebungen eines beliebigen 
Punktes P sind dann von der Form: 


(16a) 


wenn x, und x, die Abstände der Rotationsachsen von der z2-Achse 
und @,, @, die Winkelgeschwindigkeiten der Drehungen sind. Denn 
die Verschiebung ist, in einer Parallelebene zur xy-Ebene, senkrecht 
zu dem aus dem Punkte P auf die Drehachse gefällten Lote und, wenn 


n= Ve ot y  d=1,9) 


die Länge dieses Lotes ist, an Größe =r,o,. Es wird somit jetzt: 


die=-oydı, dy=o,(c—-u)d, de=(, 
d,e= - oayd, hy=n,( —3,)di, de=(, 





(16b) u=0 n=-09%, w=0, p=0I, 4-09, n=o,, 


w_(, n=—-9%, W;w-0(0), B=0, 9-0, n=o,. 
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Daraus folgt für die resultierende Drehung: 
u=-(0, v=-os, v=(0, p=0 q=0I r=o, 


indem wir: 

(16c) o=0, 4%, nam 
setzen. Die Winkelgeschwindigkeiten sind hierbei positiv genommen, 
wenn der Drehsinn positiv für die positive Richtung der 2-Achse ist, 
also von der positiven x-Achse zur positiven y-Achse führt, und 
negativ im entgegengesetzten Falle. Wir finden somit für die resul- 
tierende Drehung wieder eine Drehung um eine zur z-Achse parallele 
Drehachse, die der x2-Ebene angehört. Es setzen sich also zwei 
Drehungen um parallele Achsen zu einer Drehung um eine 
gleich gerichtete Achse zusammen, die der Ebene der beiden 
ersten Drehachsen angehört. Die resultierende Dreh- 
geschwindigkeit ist die algebraische Summe von den Dreh- 
geschwindigkeiten der Teildrehungen. Aus dem Ausdrucke 
für & folgt: 

(16d) ( —- 20): —- %) = — %:0,. 


Daraus sieht man, daß die Achse der resultierenden Drehung 
den Abstand der Achsen der Teildrehungen im umgekehrten 
Verhältnisse der zugehörigen Drehgeschwindigkeiten teilt, 
und zwar innerhalb, d. h. zwischen den beiden Achsen, wenn die beiden 
Teildrehungen gleichsinnig sind, dagegen außen, wenn sie entgegen- 
gesetzten Sinn haben, und zwar liegt die resultierende Achse dann 
auf der Seite derjenigen Achse, zu der die größere Drehgeschwindigkeit 
gehört. Die Drehungen um parallele Achsen befolgen so in ihrer Zu- 
sammensetzung ein Gesetz, das dem Archimedischen Hebelgesetze 
durchaus analog ist. 

Die für die Vereinigung dieser Drehungen gegebene Regel ver- 
sagt, wenn die Drehgeschwindigkeiten um die parallelen Achsen gleich 
sind, aber in entgegengesetztem Sinne erfolgen, also &;= — o, wird, 
und dieser Spezialfall verlangt deshalb eine gesonderte Behandlung. 
Man sieht aus den Formeln (16a) und (13) sofort, daß in diesem 
Falle die Komponenten der resultierenden Verschiebung die folgenden 
Werte erlangen: 


de=0, dy=o,(,—-%) de=. 


Die Verschiebungen aller Punkte sind also gleich groß und gleich 
gerichtet, nämlich senkrecht zu der Ebene der beiden parallelen Dreh- 
achsen. Die Größe der Verschiebung wird bestimmt durch das Pro- 
dukt aus der Drehgeschwindigkeit der beiden Drehungen und dem 
Abstande ihrer Achsen. (Der Sinn der Verschiebung ist sofort in der 
Richtung gegeben, nach der sich ein Punkt zwischen den beiden 
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Drehachsen infolge jeder der beiden Drehungen bewegt.) Wir er- 
halten so als die Resultante zweier entgegengesetzt gleicher Drehungen 
um parallele Achsen, die wir nach Poinsot!) als ein Rotations- 
paar bezeichnen, eine einfache Translation. Die Größe dieser 
Translation heißt das Moment des Rotationspaares, sie ist gleich 
dem Produkt aus der Geschwindigkeit der beiden Rotationen und 
dem Abstande ihrer Achsen. 

Nachdem wir die besonderen Fälle der Zusammensetzung zweier 
Drehungen erledigt haben, wollen wir jetzt zu dem allgemeinen Falle 
zurückkehren und nachweisen, daß sich jede momentane Bewegung 
eines starren Körpers aus zwei Drehungen zusammensetzen läßt.?) 
Diese Zusammensetzung gründet sich auf das bereits benutzte Prinzip, 
das sich in dem sogenannten Parallelogramm der Geschwindigkeiten 
ausspricht und in allgemeiner Fassung lautet: Das Resultat gleich- 
zeitiger unendlich kleiner Bewegungen ist dasselbe, als ob diese Be- 
wegungen nacheinander ausgeführt worden wären, in irgendwelcher 
Reihenfolge. Zwei gleichzeitige Bewegungen können in Wirklichkeit 
nur dann konstatiert werden, wenn der bewegte Körper einem Systeme 
angehört, innerhalb dessen er sich bewegt, und das seinerseits in 
Bewegung begriffen ist. Es verbietet aber nichts, in Gedanken ein 
solches System nach Belieben einzuschieben, um dadurch die Be- 
schreibung der Bewegung, auf die es ankommt, möglichst einfach 
oder anschaulich zu gestalten. 

Wir beweisen zunächst, daß sich jede momentane Bewegung 
eines starren Körpers aus einer Translation und einer Rotation zu- 
sammensetzen läßt.) In der Tat brauchen wir uns nur ein System 
eingeschoben zu denken, in dem ein beliebiger Punkt O des Körpers 
unverändert seine Lage beibehalten muß und das seinerseits nur eine 
Parallelverschiebung erleiden kann, um die Richtigkeit des Satzes 
einzusehen. Nach dem zugrunde gelegten Prinzip haben wir dann 
dem Körper zuerst die Parallelverschiebung zu erteilen, die das ein- 
geschobene System erfährt, und darauf die Drehung, die er gegen 
dies bewegliche System ausführt; aus diesen beiden Bewegungen setzt 
sich dann die wirkliche Bewegung zusammen. Die Komponenten der 
Parallelverschiebung seien: 


1) Theorie nouvelle de la rotation des corps, 1834. Abgedruckt in Liouvilles 
Journal de math. XVI, 1851. Die dort in den ersten Paragraphen gegebene 
Entwicklung enthält fast genau den im obigen verfolgten Gedankengang. 

2) Vgl. A.F.Moebius, Über die Zusammensetzung unendlich kleiner Drehungen, 
Journ. f. Math. hggb. v. Crelle 18 (1838) p. 189, Werke I, p. 545, und die sehr 
reichhaltige Arbeit von Chasles, Comptes Rendus 16 (1843) p. 420: Proprietes 
geometriques relatives au mouvement infiniment petit d’un corps solide. 

3) Dieses Prinzip hat schon Euler in allen seinen Arbeiten über die Be- 
wegung des starren Körpers verfolgt, zuerst in der Scientia Navalis, Peters- 
burg 1749. 
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eat Node wdh 
Wählen wir nun für den in dem eingeschobenen System festbleibenden 
Punkt O des Körpers denjenigen, der bei Anfang der Bewegung im 
Koordinatenursprunge liegt, so werden, da jede Drehung um OÖ eine 
Drehung um eine durch O gehende Achse ist, die Komponenten der 


Verschiebung, die ein beliebiger Punkt (x, y, 2) infolge dieser 
Drehung erfährt: 


d"c=(gqz—-ry)dt, d'y=(rz—-p2)di, d"z=(py— qa)dt. 
Die Komponenten der resultierenden Verschiebung: 
de=dc+d'y dy=dy+d'y d=dz+d"z 

sind dann, durch die zugehörige Zeit dt geteilt, wieder durch Aus- 
drücke von der Form (11) gegeben, so daß durch diese Gleichungen 
wirklich die allgemeinste momentane Bewegung eines starren Körpers 
dargestellt wird. 

Es lohnt der Mühe, dies noch auf eine andere Art nachzuweisen. 
Das Produkt aus einer Ebenengröße TT und einem Punkt P ist eine 


lineare Funktion von den Koordinaten x, y, 2 dieses Punktes. Wir 
hatten gefunden (Gleichung (31) im 4. Kapitel): 


TPJ=(&2+ny+&2-9)e 

Dieses Produkt muß aber bei einer Bewegung des wie ein starrer 
Körper angesehenen Raumes seiner geometrischen Bedeutung nach in 
ein gleichgroßes Produkt: 

IIP} u Ed -+ N"Yy+ a HN) 8 
übergehen. Die Beziehung zwischen den ursprünglichen Koordinaten 
x, y, 2 und den transformierten «, y', z’ ist also derart, daß jede 
lineare Funktion der ersteren in eine lineare Funktion der letzteren 
übergeht. Sie muß demnach durch lineare Transformationsgleichungen 
vermittelt werden, und eben solche Gleichungen ergeben sich auch 
für die Komponenten: 

oa=Kd—ı, dy=y—y, de=d—z 

der Verschiebung, die ein beliebiger Punkt erfährt, sagen wir: 

o2z—=da+da, 2 +4, y-+daz:2, 

öy—=6b+öb:2+6b,:y+ öb,:2, 

dz=dec+da,-2 +05. y+ 6:2. 
Bilden wir dieselben Gleichungen noch einmal für einen Punkt, dessen 


Koordinaten &,, %, 2, seien, und subtrahieren darauf die beiden 
Gleichungssysteme, so ergibt sich, indem wir: | 


ee EEE U re Be 
setzen: | 
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dr=dar td, y+ IH, 
oy—=odbr+dbhy+ db}, 
d=dar+Id,Yy+6C % 
Sollen nun die Transformationsgleichungen einer Bewegung ent- 
sprechen, so folgt aus der Konstanz der Entfernung zweier Punkte, daß: 


ar +H NEIN - irrt 
sein muß. Wenn nun die Verschiebung aller Punkte unendlich ge- 
ring ist, so entsteht aus dieser Gleichung bei Vernachlässigung der 
unendlich kleinen Größen zweiter Ordnung: 
Lore +yy +3 I =. 
Multiplizieren wir aber die vorhergehenden Ausdrücke für dr, 04, 03 
der Reihe nach mit x, 4, 3 und Setzen die Summe =(0, so sehen 
wir, daß daraus: 
‘a,=0, d,=0, d,=0, do, =— db, da= 0, d,=—-0% 
folgt. Schreiben wir jetzt: 
da=udt, db=vdi, dc=wdt, d,=pdt, da,—qdt, öb,=Lrdt, 
Ot=da, Oy=day, 02=d2, 

so wird wieder: 

| dae=(u—ry+gq2)dt, 
dy=(v—pzi+tra)dt, 
dz=(w—qgz+py) dt. 

Soll nun die durch diese Gleichungen dargestellte allgemeine 
Bewegung aus zwei einfachen Drehungen zusammengesetzt werden, 
so haben wir wie in den Gleichungen (14): 


EN hr CH 


Pi—.Pıt Bo»? Ge /dısh Bo, enger, 
zu setzen, wozu noch die Bedingungen: 
vp tv, +twmn=0, ++ Wwr—0 

gehören. Diesen acht Gleichungen läßt sich durch die zwölf Größen 
U... U... auf unendlich mannigfache Weise genügen, und zwar 
wollen wir zeigen, daß sich die Achse a, einer der beiden Drehungen 
beliebig annehmen läßt, daß dann aber dadurch die Achse a, der 
anderen Drehung und von beiden Drehungen Größe und Sinn ein- 
deutig bestimmt sind. Zu dem Zwecke führen wir eine Drehung mit 
der Drehgeschwindigkeit 1 um die als gegeben vorausgesetzte Dreh- 
achse a, ein, die Koordinaten dieser Drehung: 


U Vo Wo Por G% Ho 


können wir dann ebenfalls als gegeben ansehen und weiter: 
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4u=9,% =09,V, W=0,W, P=09, Po Iı=09,9, A 6,t, 


setzen, indem wir mit @, die noch unbekannte Drehgeschwindigkeit 
der Drehung um a, bezeichnen, welche die erste Komponente der 
gegebenen Bewegung bilden soll. Die Koordinaten der die zweite 
Komponente bildenden Drehung werden dann: 

weu-9% %=-V—-9,%, ;=W—0,W, 


(17) 
Da DE DO et 9 10 
Setzen wir diese Werte ein in die Gleichung: 


(15) TED Va En urn re p use 4, Va + rw, 


so wird sie: 
(18) up+vga+wr=o,up+vgyatwn+pw+qw+trw,). 


Hieraus bestimmt sich ®,, und wenn dieses bekannt ist, berechnen 
sich aus den Gleichungen (17) die Koordinaten der zweiten Drehung. 
Die Gleichung (18) gestattet aber noch eine besondere Ausdeutung. 
Bezeichnet man mit &,, %9, 2, die Koordinaten eines Punktes der 
Achse a,, so ist: 


w=T% 0 I? Yo Po? — Yo%, Wo Go %o — Po Yo; 


und es werden die Komponenten der Geschwindigkeit dieses Punktes 
nach den Koordinatenachsen: 


WU rYt 942 A=VY-PHt!la, H=W— gt PY 
Für die Komponente der Bewegung nach der Achse a, selbst finden wir: 


= Pt MmIt ro 
oder ausgerechnet: 


DeUPp HYGHVHn pw Frav rrWw; 


Der Wert dieser Komponente ist also für alle Punkte von a, derselbe 
und kann füglich als die Verschiebung der Achse in sich be- 
zeichnet werden, während die Drehung um die Achse a, mit der 
Winkelgeschwindigkeit &, anzusehen ist als die Drehung um die 
Achse, die in der vorgelegten momentanen Bewegung enthalten. 
Durch Einführung von r, geht aber die Gleichung (18) über in die 
einfache Form: 


(18a) up+vqa+wr=o;,T, 


und es ergibt sich der von Chasles gefundene Satz: Bei jeder 
momentanen Bewegung ist das Produkt aus der Größe der 
Verschiebung in einer beliebigen Achse a, und der Größe 
der Drehung um diese Achse konstant und gleich dem 
Moment der momentanen Bewegung. 
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Die Bestimmung von ®, wird nur dann illusorisch, wenn die 
gegebene Drehachse derartig gewählt ist, daß: 


(19) up + v,twn +tpw+t qv, trmw=0 


wird. Diese besondere Lage der Drehachse wollen wir dadurch aus- 
drücken, daß wir sagen, sie bildet eine Nullinie der Bewegung. 

Eine Parallelverschiebung oder Translation läßt sich ansehen als 
eine Drehung, deren Achse in unendlicher Entfernung liest. Aus 
dem gefundenen Satze, daß eine momentane Bewegung sich aus 
einer Drehung um eine gegebene Achse und einer dadurch 
eindeutig bestimmten zweiten Drehung zusammensetzen 
läßt, würde also als ein bloßes Korollar der weitere Satz folgen: 
Jede Bewegung läßt sich zusammensetzen aus einer Trans- 
lation, deren Richtung gegeben ist, und einer dadurch ein- 
deutig bestimmten Rotation. Wir wollen diesen Satz aber auch 
direkt beweisen. Die momentane Bewegung denken wir uns durch 
die allgemeinen Gleichungen (11) gegeben. Die vorgelegte Richtung 
der Translation sei durch die Winkel A, u, v gegeben, die sie mit 
den positiven Koordinatenrichtungen einschließt. Ihre Geschwindig- 
keit sei mit ® bezeichnet. Die Komponenten der Geschwindigkeit 
werden dann: 

| »coSsA, Bcosu, Pcosv. 


Fügen wir hierzu eine Drehung mit den Koordinaten: 
Dr vr w', p', q', rs 
so werden die Komponenten der resultierenden Geschwindigkeit: 
= (WU +PcosA)—ry+gqz, 
y-(V +9cosu) —-pz+rz, 
Z=(wW +9 cosv) — qc+p'y. 


Sollen diese Gleichungen mit den Gleichungen (11) identisch sein, so 
folgt hieraus zunächst, daß: 


p = P, g= 4, vr: 
wird. Die Achse der Drehung hat also stets ein und dieselbe bestimmte 
Richtung. Ferner wird: 


u=u+9Hcosi, v=-rT+Pcosu w=w-+%cosv, 


und da: ae Ne 


sein muß, ergibt sich hieraus zur Bestimmung von % die Gleichung: 
(u—Hcosa)p+(v— Hcosu)gqa+(w-Hcosv)r=0 


oder aufgelöst: 
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ne 
(20) VE 





Der Zähler dieses Bruches ist das Moment der Bewegung, der Nenner 
die Projektion einer auf der Rotationsachse abgetragenen Strecke, die 
gleich der Rotationsgeschwindigkeit ist, auf die Richtung der Trans- 
lation. Ist aber 9 gefunden, so sind auch u’, v/, w’ eindeutig be- 
stimmt, da: 


2I) W=u—Hoosl, V=v—Pcosu, W=w-—#Pcosv 


wird. Hiermit ist der Satz, dem diese Betrachtung galt, bewiesen. 
Die Formeln versagen nur, wenn 9 —= © wird, und dies ist der Fall, 
wenn: 


(22) pceosA+qcosu+trcosv=0 


wird, also die Richtung der Translation normal zu der Richtung der 
Rotationsachse ist. Auf diesen Fall läßt sich somit die in Rede 
stehende Reduktion nicht ausdehnen. h 

Es liegt nun der Gedanke nahe, insbesondere den Fall zu betrachten, 
wo die Richtung der Translation dieselbe ist wie die Richtung der 
Rotationsachse. Führen wir in diesem Falle die Winkelgeschwindiskeit: 


o-Vp Fo Hr 


der Rotation ein, so wird: 


coi=>, cosu=- cosv—_ 
[02] & 9) 
und somit: e 
(20a LITE 
r Kurden 
Dann ergibt sich gemäß (21) weiter: 





(21a) v=u-kp, v=v—kq, W=w-kr, 


indem wir setzen: f 

% up+tqv-+rw 

(23) he p?+qg?+r? 5 
Wir finden so, wieder als Korollar des letzten Satzes, den folgenden 
Datz: Jede momentane Bewegung, die nicht selbst eine 
Rotation oder Translation ist, läßt sich auf eine einzige 
Weise zusammensetzen aus einer Rotation und einer Trans- 
lation, welche der Achse der Rotation parallel gerichtet ist. 
Für eine solche Bewegung, welche aus einer Drehung um eine 
Achse und einer gleichzeitigen Gleitung längs dieser Achse besteht, 
gibt es aber ein einfaches Wort: wir nennen sie eine Schrauben- 
bewegung oder Schraubung, und der letzte Satz läßt sich somit 
viel einfacher formulieren: Jede momentane Bewegung ist eine 


Timerding, Geometrie der Kräfte, 6 
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Schraubung.‘) Bei einer Fortsetzung der zunächst nur für eine 
unendlich kurze Zeit gefundenen Schraubung durch eine endliche Zeit 
mit gleichbleibender Geschwindigkeit würden alle Punkte Schrauben- 
linien mit derselben Achse und derselben Ganghöhe beschreiben. 


Die Ganghöhe ergibt sich als die Größe der Translation, die einer 


vollen Umdrehung entspricht, also in der Umdrehungszeit T-°* 


der Rotation erfolgt. Da die Größe der Translation in der Zeit 7 
den Betrag $ 7’ hat, so ergibt sich nach der Formel für % die Ganghöhe: 


(24) ges Ll=-kol-2an. 
Die Zahl k, deren Angabe so die Ganghöhe der Schrauben- 


bewegung bestimmt, wollen wir den Schraubenparameter nennen. 
Derselbe ist nach der für ihn gegebenen Formel gleich dem Ver- 
hältnisse der Translationsgeschwindigkeit längs der Schraubenachse 
zu der Rotationsgeschwindigkeit um diese Achse oder gleich dem 
Momente der Bewegung dividiert durch das Quadrat der mit dieser 
Bewegung verknüpften Rotationsgeschwindigkeit.?) 





Siebentes Kapitel. 
Kräfte und Dynamen. 


Die momentanen Drehungen, von denen wir im vorigen Kapitel 
ausgegangen sind, bilden eine kinematische Ausdeutung und Ver- 
wertung der rotatorischen Liniengrößen. Wir suchen nun eine 
ähnliche Anwendung der translatorischen Liniengrößen, um die 
dualistische Vollständigkeit wieder zu erreichen. Wir gelangen 
hierzu auf einem anscheinenden Umwege, der uns zunächst auf neue, 


über die bisher behandelten Größen hinausgehende Begriffe, schließ- 





1) Diesen Satz gab zuerst G. Mozzi in einer kleinen Schrift: Discorso 
matematico sopra il rotamento momentaneo dei corpi, Napoli 1763. Der Beweis 
Mozzis ist aber nicht richtige. Mit ausreichender Begründung veröffentlichte 
A. Cauchy denselben Satz, ohne Mozzis Arbeit zu kennen, in seinen Exereices de 
mathematiques 2, Paris 1827, p. 87, (Euvres (2) 7, Paris 1889, p. 94. 

2) Die vorstehend nur in einigen Hauptsätzen gestreifte geometrische 
Kinematik ist, wesentlich im Anschluß an Chasles’ Arbeit, in Frankreich zu einer 
umfangreichen Disziplin ausgebildet worden, die man aus den folgenden Lehr* 
büchern kennen lernen kann: H. Resal, Trait& de cindmatique pure, 1862; 
A. Mannheim, Principes et developpements de geometrie cinematique, 1894; 
G. Königs, Legons de cinematique, 1897. Der methodische Charakter dieses 
Wissenszweiges, insbesondere die Beziehung zur synthetischen Geometrie, tritt 
ungemein klar hervor in dem Werke von A. Schoenflies, Geometrie der Be- 
wegung in synthetischer Darstellung, Leipzig 1886. 
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lich aber ungefähr zu dem alten Standpunkte zurückführt, so daß 
wenig gewonnen scheint. Es ist aber durch das Bedürfnis einer 
prinzipiellen Klärung gerechtfertigt, diesen Weg einzuschlagen, da, 
wenn wir ihn nicht gehen, die Unterscheidung der geometrischen 
und physikalischen Betrachtung sich verwischt. 

Dadurch, daß man von Bewegung spricht, betritt man bereits 
das physikalische Gebiet, denn die Untersuchung der Bewegung ist 
Aufgabe der Physik. Die Kinematik, die für das vorige Kapitel 
allein in Betracht kam, entfernt sich aber insofern trotzdem nicht 
von dem Gegenstande der Geometrie, als sie auf die Natur des Be- 
wegten in keiner Weise eingeht, sondern allein voraussetzt, daß sich 
die jedesmalige Lage an gewissen Merkmalen erkennen lasse, genau 
wie wir in der Geometrie auch mit Merkmalen der Lage operieren. 

Wenn wir die Dimensionen eines in Bewegung befindlichen 
starren Körpers als verschwindend gering voraussetzen, so ist bei 
einer Zerlegung der Bewegung in eine Translation und eine Rotation 
um einen Punkt des Körpers der letztere Bestandteil zu vernach- 
lässigen, und da gleichzeitig dann zur Charakterisierung des Körpers 
nur die Angabe der Stelle im Raume, an der er sich gerade befindet, 
erforderlich ist, stimmt diese Bewegung völlig mit der in der Geo- 
metrie häufig benutzten Bewegung eines mathematischen Punktes, 
durch die man eine Kurve erzeugt, überein. 

Anders aber liegt der Fall, wenn man nicht von dem Träger 
der Bewegung völlig abstrahiert, vielmehr mit dem Begriffe der Be- 
wegung den Begriff einer Substanz verbindet, die bei der Bewegung 
erhalten bleibt. Dies bedeutet eifie quantitative Bestimmung der Be- 
wegung, die zu der kinematischen Festlegung nach den in bestimmten 
Zeiten zurückgelegten Wegstrecken hinzukommt und die in der 
Newtonschen Bezeichnung durch das Wort Masse wohlbekannt ist. 
Bei dieser Auffassung ist der Vektor, der die Geschwindigkeit eines 
punktförmigen Körpers der Größe und Richtung nach darstellt, nicht 
mehr allein hinreichend, um die momentane Bewegung des Körpers 
zu charakterisieren, es ist außerdem eine Bestimmung nötig, die von 
dem bewegten Körper hergenommen ist. Der Geschwindigkeitsvektor 
tritt so in einer anderen Bedeutung auf, nicht mehr selbständig, 
sondern an einen materiellen Träger gebunden, und die Masse dieses 
materiellen Trägers tritt als Maß des Vektors zu der Größe der Ge- 
schwindigkeit hinzu, so daß wir jetzt als die Bestimmung der Größe 
des Vektors das Produkt aus Masse und Geschwindigkeit zu ver- 
stehen haben. Ohne nun die Betrachtung auf einen solchen speziellen 
Vektor zu beschränken, wollen wir allgemein den Begriff eines 
Vektors einführen, der an einen materiellen Träger von ver- 
schwindenden Dimensionen geknüpft ist, und einen solchen Vektor 
mit einem kurzen Worte als eine Kraft bezeichnen. Wir geben 

6* 
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damit diesem Worte die allgemeinste Bedeutung, die es in physi- 
kalischem Sinne bei der Beschränkung auf die kleinsten Teile der 
Materie erhalten hat, indem wir ihn als eine Affektion eines solchen 
verschwindend kleinen Körpers hinstellen, die ihren mathematischen 
Ausdruck in der Angabe einer Größe und einer Richtung findet. 

Wir setzen nun diesen dynamischen Begriff sofort in Beziehung 
zu dem kinematischen Begriff, welcher die momentane Bewegung 
eines punktförmigen Körpers festlegt, nämlich dem Geschwindigkeits- 
oder Translationsvektor. Dies geschieht durch den Begriff der Arbeit. 
Hierunter wollen wir das innere Produkt f*=v aus dem Kraft- 
vektor f und dem Translationsvektor v verstehen. Es ist also die 
Arbeit einer Kraft f, die an einem punktförmigen Körper angreift 
oder, wie wir auch sagen, auf diesen Körper wirkt, bei einer Trans- 
lation v des Körpers das Produkt aus der Größe der Kraft, 
der Größe der Verschiebung und dem Kosinus des Winkels, 
den ihre Richtungen einschließen. Ist f die Größe der Kraft, 
vdt die Größe der Verschiebung, indem man sie sich in der sehr 
kurzen Zeit dt erfolgend denkt, so wird die Arbeit 


(1) dW=fvcos(f, v)dt, 


und den Differentialguotienten x wollen wir dann als die Arbeits- 


leistung, d.h. die auf die Zeiteinheit verrechnete Arbeit, bezeichnen. 
Das Wort Arbeit hat in der angegebenen Bedeutung zuerst Coriolis 
eingeführt, nachdem der Begriff schon längere Zeit unter anderen 
Bezeichnunger bekannt gewesen war.') 

Mehrere punktförmige Körper denken wir uns nun zu einem 
materiellen System verbunden, dann ist die Arbeit einer Reihe von 
Kräften, welche auf die einzelnen punktförmigen Körper oder 
„Massenpunkte‘“ wirken, definiert als die Summe der Arbeiten 
aller einzelnen Kräfte bei den Verschiebungen ihrer Angriffspunkte, 
die aus einer Örtsänderung des ganzen materiellen Systems folgen. 

Wir denken uns in den folgenden Betrachtungen das materielle 
System als starres System, d.h. wir nehmen an, bei einer jeden 
Bewegung des Systems sollen die gegenseitigen Entfernungen seiner 
Massenpunkte unverändert bleiben. Dann sind die Komponenten der 
Verschiebung, die einer dieser Punkte in der sehr kurzen Zeit Öt 
erfährt, von derselben Form wie die für die Verschiebung eines 


1) Du caleul de l’effet des machines, 1829. Gelegentlich wurde das Wort 
gebraucht von Navier in den Notes sur l’Architecture hydraulique de Belidor 
1819 und von Prony im Memoire sur les Experiences de la machine du 
Gros-Caillou. Derselbe Begriff wurde bezeichnet von Smeaton als mechanische 
Kraft, von Carnot (Principes fondamentaux de l’equilibre et du mouvement) 
als moment d’activite, von Monge und Hachette als effet dynamique, von 
Coulomb (sur la force des hommes) als quantit& d’action. 
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Punktes im starren Körper gefundenen Ausdrücke. Bezeichnen wir 
also mit &,, %9, 2. die Koordinaten des go‘ Massenpunktes in dem 
starren Systeme, so können wir die Komponenten seiner Verschiebung 
in der Form ansetzen: 
x = (uU—rYy + 42)6t, 
(2) | 6y%—=(V —-P2% +r%)Ödt, 
Ö20 = (W— 48% + PYo) ÖL. 

Sind nun X,, Yo, Z, die Komponenten des Kraftvektors, der an 
diesem Massenpunkte angreift, so ist nach der Definition des Arbeits- 
begriffes die Arbeit dieser Kraft bei der Verschiebung des Massen- 
punktes durch den Ausdruck gegeben: 

(3) $W;, = X,0% + YodYo + Ze ß%o, 
und die Arbeit für das ganze System wird dann: 


() W=D6W, = I (X,dg + Yeöyg + 2,0%), 


die Summation über alle Massenpunkte des Systems erstreckt. 
Setzen wir hierin aber die obigen Ausdrücke für die Ver- 
schiebungskomponenten ein, so ergibt sich für die Arbeit: 


(5) ö W= D/Xu + Y,v+Z,w+L,p +M.q + Nor} öt, 
wenn wir setzen: | | 
(6) Lg Zeyg — Yo2g Mg Rg2g — Zgüg, Ng— Yozg — Key, 
und weiter können wir den Ausdruck für die Arbeit auf die noch 
einfachere Form bringen: 

(7) oW=(Xu+Yv+Zw+Lp+Mq+Nröi)) 


indem wir die Bezeichnungen anwenden: 


| X=-DX, N =D 2, 
9 |L-D1, M-DM, N-D'N.. 


Die benutzte Bezeichnungsweise rührt von Poinsot?) her, die 
Bedeutung der so dargestellten Ausdrücke hat aber schon Lagrange?°) 
klar hervorgehoben. 

Wenn nun verschiedene Kräftesysteme vorliegen, so können 
wir uns die materiellen Systeme, auf die sie wirken, falls dieselben 


1) Moebius, Lehrb. d. Statik 1, $ 181; F. Klein, Math. Ann. Bd. 4, p. 403. 
2) Elements de Statique, 1804. 
3) Mecanique analytique, 1788, 1. partie, Section V, (Euvres, Tome XI. 
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nicht von vornherein identisch sind, miteinander in starre Verbin- 
dung gebracht denken, so daß bei allen in Betracht gezogenen Be- 
wegungen nicht bloß die Abstände der Punkte eines und desselben 
materiellen Systems voneinander, sondern auch die gegenseitigen 
Abstände der Punkte verschiedener Systeme ungeändert bleiben. In 
diesem Sinne sollen künftig überall die Kräftesysteme verstanden 
werden, und da sonach ihre Angriffspunkte wie die Punkte eines 
einzigen unbegrenzt großen starren Körpers auftreten, so kommen 
wir damit anscheinend zu dem im vorigen Kapitel zugrunde ge- 
legten Begriffe eines wie ein starrer Körper beweglich gedachten 
Raumes zurück. Diese Anknüpfung der Kräfte an den geometrischen 
Raum ist jedoch nur in formaler Hinsicht erlaubt. In Wirklichkeit 
erfordert der Kraftbegriff eine andere Auffassung, man muß die 
Kräfte an einen bestimmten Raumteil knüpfen, der dadurch eben, 
daß man ihn als Träger von Kräften vorstellt, materiellen Charakter 
bekommt. 

Wollte man in diesen Worten den Ausdruck einer metaphysischen 
Doktrin, die unter der Bezeichnung als dynamische Theorie der 
Materie bekannt ist, wiedererkennen, so wäre dies nicht richtig. 
Denn von dem Standpunkte dieses Buches aus ist die Kraft nicht 
ein metaphysischer Begriff, sondern eine mathematische Konstruktion, 
die zum Zweck der Darstellung physikalischer Erscheinungen ein- 
geführt wird. In diesem Sinne allein hat es seine Berechtigung von 
einer Geometrie der Kräfte zu sprechen, indem wir die geometrische 
Seite des eingeführten mathematischen Kraftbegriffes zu erforschen 
suchen. Insofern aber der Kraftbegriff die Beschreibung physikalischer 
Erscheinungen zum Zweck hat, darf man den Angriffspunkt der 
Kraft nicht als einen are Punkt denken, sondern der 
Träger der Kraft hat physikalischen Charakter, er hat die Eigen- 
schaft des Erfahrungsmäßigen oder, wenn man will, Tatsächlichen 
als etwas einmal und unabänderlich Gegebenen. Dies hat auch dazu 
geführt, den von ponderabler Materie leeren Raum als Äther zu be- 
zeichnen, sobald man ihn als Träger von Kräften ansieht, auch wenn | 
alle ihm zugeschriebenen Eigenschaften auf mathematische Kon- 
struktionen hinauslaufen. Wollte man den Namen Äther vermeiden, 
so würde doch der physikalische Raum, weil wir seine mathe- 
matische Charakterisierung in jedem Augenblick durch die sinnen- 
fälligen Erscheinungen als gegeben ansehen müssen, von dem geo- 
metrischen Raume, in dem wir nach Belieben und Willkür kon- 
struieren können, verschieden sein, und diese Verschiedenheit meinen 
wir, wenn wir dem Träger der Kräfte materiellen Charakter zu- 
schreiben. Diese Auffassung muß um so schärfer betont werden, als 
die folgenden geometrischen Entwicklungen ihr leicht zu wider- 
sprechen scheinen könnten. Für diese könnte man voraussetzen, daß 
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alle Kräfte an geometrischen Punkten, die nur mit Beibehaltung 
ihrer gegenseitigen Entfernungen verändert werden, angreifen. Eine 
solche Veränderung ist es, die wir als Bewegung bezeichnen. 

Wir nennen unter dieser Voraussetzung zwei Kräftesysteme 
statisch äquivalent, wenn sie bei allen möglichen Bewegungen 
dieselbe Arbeit leisten. Der für die Arbeit abgeleitete Ausdruck (7) 
läßt dann erkennen, daß zwei Kräftesysteme statisch äquivalent sind, 
wenn die durch die Formeln (8) eingeführten Summenausdrücke für 
beide übereinstimmen. Diese sechs Größen wollen wir die statischen 
Koordinaten der Kräftesysteme nennen. Wenn sie alle verschwinden, 
so sagen wir, das Kräftesystem sei im statischen Gleichgewicht. 

Es ist sofort zu sehen, daß, wenn ein Kräftesystem aus Teil- 
systemen zusammengesetzt ist, seine statischen Koordinaten durch 
Addition der entsprechenden Koordinaten der Teilsysteme entstehen, 
ferner, daß, wenn man die Richtungen aller Kräfte eines Systems 
umkehrt, ohne ihre Größe zu ändern, die sechs statischen Koordi- 
naten einfach ihr Vorzeichen wechseln. Wir nennen das so hervor- 
gehende Kräftesystem die Umkehrung des ursprünglichen. Dann 
können wir sagen: Zwei Kräftesysteme sind statisch äqui- 
valent, wenn das eine mit der Umkehrung des anderen 
zusammen ein System bildet, das im statischen Gleich- 
gewichte ist. 

Wir wollen nun zeigen, daß ein Kräftesystem in ein statisch 
äquivalentes Kräftesystem übergeht, wenn man die Angriffspunkte 
sich in der Richtung der in ihnen wirkenden Kräfte beliebig verschoben 
denkt. Es treten dann an die Stelle der Koordinaten #,, Yo, 2. des 
‚o'® Angriffspunktes die Werte: 


Lot hei, YotheYo, et AgZe, 


wobei die A, beliebig bleiben. Man sieht nun sofort, daß hierdurch 
nicht bloß die Koordinaten X,, Yo, Ze, sondern auch L,, M., N, 
keine Anderung erfahren. In der Tat ist ja z. B.: 


Ze (Ye + Ag Yo) — Yo(2e + AgZe) = Ze yo — Yo2o = Le 


unabhängig von dem Werte des A,. 
Stellt man die Kraftvektoren durch Strecken dar, deren End- 
punkte die Koordinaten x,', Yo, 2.' haben mögen, so wird: 


KR, Ye=y—Y, Ze 29 — 2er 
außerdem (vgl. Formel (7) im 4. Kap.): 
Le = Yo2g— 2gYg Mg = Lodge — %g2g, No = BeYe — Yore- 


Die sechs statischen Koordinaten einer Kraft sind also keine anderen 
als die im vierten Kapitel eingeführten Koordinaten einer trans- 
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latorischen Liniengröße. Damit sind wir in der Tat zu dem Begriffe 
dieser Liniengrößen zurückgelangt. Die Kräfte sind von diesen darin 
verschieden, daß sie nicht von vornherein eine Verschiebung ihres | 
Angriffspunktes in der Kraftrichtung gestatten. Nur in Hinsicht auf 
ihre statische Äquivalenz ist eine solche Verschiebung erlaubt, und 
in dieser Beziehung können sie daher als den translatorischen Linien- 
größen gleichwertig angesehen werden. 

Dies wird von besonderer Bedeutung dadurch, daß wir bei einer 
solchen Anknüpfung der Kräfte an die Liniengrößen die sechs sta- 
tischen Koordinaten eines Kräftesystems in einem einzigen Ausdrucke 
vereinigen können. Die Liniengröße war nämlich durch einen ana- 
lytischen Ausdruck gegeben, den wir für den vorliegenden Zweck 
schreiben: 


fe= X [Oi] + YelOj] + Z [Ok] + LE [jk] + Melki] + N. [ij]. 


Nehmen wir nun die Summe über alle so entsprechend den Kräften 
eines Kräftesystems gebildeten Ausdrücke, so. erhalten wir eine 
Summe von Liniengrößen, die wir darstellen können wie folgt: 


(9) 25. = X[0i] + Y[Oj] + ZIOK] + LEjk] + MIki] + Nfij], 
wenn X, Y, Z, L, M, N die durch (8) definierten statischen Ko- 


ordinaten des Kräftesystems sind. Einen solchen Ausdruck wie den 
vorstehenden wollen wir eine Dyname!) nennen, und wir können 
dann sagen: Kräftesysteme sind hinsichtlich ihrer statischen 
Äquivalenz Dynamen gleichwertig. 

Die Zusammensetzung zweier Kräftesysteme zu einem einzigen ist 
gleichbedeutend mit der Addition der zugehörigen Dynamen zu einer 
einzigen. Sind zwei Kräftesysteme zusammengenommen im statischen 
Gleichgewicht, so ist die zum einen gehörende Dyname das Ent- 
gegengesetzte von der dem anderen entsprechenden Dyname, und die 
„Dyname Null“ gehört zu den Kräftesystemen, die an sich im 
statischen Gleichgewichte sind. 

Wir wollen nun den Begriff des Vektormomentes, den wir im 
vierten Kapitel für die translatorischen Liniengrößen aufgestellt haben 
und dessen Umdeutung auf rotatorische Liniengrößen im vorigen 
Kapitel den Ausgangspunkt bildete, auch auf Kräftesysteme aus- 
zudehnen suchen.) Die Komponenten des Vektormomentes einer 


1) Die Bezeichnung rührt von Pluecker her, Fundamental views regarding 
mechanics, Philos. Transactions 156, 1866, p. 361, Wiss. Abhadlgn. I, p. 548. 

2) Der Begriff des Vektormomentes ist entwickelt worden von Cauchy, 
Sur les moments lindaires, Exercices de mathem. I, 1826, (Euvres (2) Tome 6, 
p. 89. Durch seine Komponenten definiert, spielt aber das Moment schon bei 
Prony eine große Rolle. Dieser sagt, daß es Laplace zuerst aufgestellt habe 
(Prony, Lecons de me&canique, Paris 1815, I, p. 200). 
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Kraft des Systems für den Punkt mit den Koordinaten x, y, 2 werden 
nach den Formeln (25) des vierten Kapitels: 

ee lo = Zey + Yo2, 

Nne=Me— Xo2 + Ze, 

= No — Yox + Xoy. 
Definiert man dann das Vektormoment eines Kräftesystems für einen 
Punkt als die Summe der Vektormomente aller einzelnen Kräfte des 
Systems für denselben Punkt, so erhält man aus den vorstehenden 


Formeln durch Summation über das NARER sofort die Kom- 
ponenten des Gesamtmomentes: 


| g=- 2, =-L—-Zy+Yz, 
(10) u e M—Xz+Zs, 
= 2, -N-Ye+Xy. 
Da dieser Flächenvektor immer an den Bezugspunkt geheftet ist, so 
kann man seine Ebene durch diesen Punkt gehen lassen und so 


völlig festlegen. Ihre Gleichung wird dann, wenn «', y', 2' laufende 
Koordinaten bezeichnen: 


1) aa) Hay y)+E@- 9-0 
oder: 

(11a) Er tny+2!—09=0, 
indem wir noch: 

(12) d9=E:x+ny+iz2=Lxe+My+Nz 
setzen. 3 


Wir wollen weiter auch den Begriff des gegenseitigen Momentes 
zweier Liniengrößen auf die Kräftesysteme auszudehnen suchen.!) Für 
die eine dieser Liniengrößen wählen wir die durch eine Kraft des 
Systems gegebene, für die andere eine dem Bezugspunkte des Vektor- 
momentes analoge Bezugslinie, d. h. eine Liniengröße von der 
Länge 1, die auf einer beliebig gegebenen geraden Linie des Raumes 
angenommen sei. Die Koordinaten dieser Liniengröße seien: | 


I=u—% y=-y—y 22 
(13) ai Ar MRERE ! 3a N ! 
l=y2—2y, m=2un— ar, n=ay— ye, 
wobei ? +1? +3°=1 vorauszusetzen ist; das Moment der got“ 
Systemkraft für die so festgelegte Linie wird dann: 
(14°) %&=%,e+M Yy+Nz+X + Yom+ Zen, 
und durch Summation über alle Kräfte erhält man das Moment 
des Systems: 


(14)  0=-239%,=-L:e+My+N;+XI+Ym+ Zn. 


1) Vgl. Moebius’ Lehrbuch der Statik 8 59, Werke Bd. 3, p. 84. 
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Die geometrische Bedeutung dieses Momentes folgt aus der geo- 
metrischen Definition des gegenseitigen Momentes zweier Liniengrößen. 
Dasselbe wird gegeben durch das sechsfache Volumen des Tetraeders, 
von welchem zwei die Liniengrößen repräsentierende Strecken ein 
Paar Gegenkanten bilden. Nach Formel (37a) des vierten Kapitels 
für dieses sechsfache Volumen erhalten wir im vorliegenden Falle, 
wenn die o!° Kraft des Systems die Größe R, hat, während ihre 
Linie von der Bezugslinie den kürzesten Abstand d, hat und sie 
unter dem Winkel @, kreuzt, für das in Rede stehende Moment den 
Ausdruck: 


(15) 9 = DR. dssin gg: 


Zu beachten ist hierbei, daß der Bezugslinie ein bestimmter Rich- 
tungssinn zukommt, der durch den Sinn der in ihr angenommenen 
Liniengröße bestimmt ist. Die gemeinsame Normale der beiden 
Linien denke man sich mit dem Sinne behaftet, der von der Bezugs- 
linie fortführt. Der Winkel @, ist dann positiv zu rechnen, wenn 
die Kraftrichtung aus der Richtung der Bezugslinie durch eine Drehung 
um die gemeinsame Normale entgegen dem Uhrzeiger hervorgeht. 
Projiziert man nun die Kraft auf eine zur Bezugslinie senkrechte 
Ebene, so wird die Größe der Projektion R)—= R,sing,, und ihre 
Richtung bedeutet einen positiven Drehsinn (entgegen dem Uhrzeiger) 
um die Bezugslinie, wenn R,' positiv ausfällt. Daraus folgt, daß das 
Gesamtmoment: 


(15a) 9—= D’Rrd 


einen positiven Drehsinn für den der Bezugslinie beigeschriebenen 
Richtungssinn involviert, wenn © positiv, und einen negativen Dreh- 
sinn, wenn © negativ ist. Hätte man der Bezugslinie von vornherein 
einen bestimmten Drehsinn beigelegt, in welchem Falle wir sie als 
eine Achse zu bezeichnen haben, dann hätten wir die Projektion jeder 
‘einzelnen Kraft auf eine zu der Achse senkrechte Ebene mit dem 
positiven oder negativen Vorzeichen zu nehmen gehabt, je nachdem 
sie mit dem Drehsinn der Achse übereinstimmt oder nicht, und 
hätten dann auch für das Gesamtmoment einen positiven oder nega- 
tiven Wert gefunden, je nachdem es mit dem für die Achse angenom- 
menen Drehsinn übereinstimmt oder nicht. Der Begriff des Mo- 
mentes eines Kräftesystems für eine gerade Linie ist von Poinsot 
ausgeprägt worden.!) Auch die folgende Betrachtung geht wesentlich 
auf ihn zurück. 





1) M&moire sur la composition des moments et des aires, Journ. de l’Ecole 
polytechnique, Cah. XIII, 1806, Mem. de l’Acad. VII, den späteren Auflagen der 
Elements de Statique als Anhang beigegeben. 
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Wir wollen jetzt näher untersuchen, in welcher Abhängigkeit 
voneinander die Werte des Momentes stehen, die sich für die durch 
einen bestimmten Punkt P des Raumes gehenden Achsen ergeben. 
Wir setzen zu dem Zweck in den Ausdruck (14) die Werte (13) ein 
und sehen dabei die Koordinaten x', y', 2’ als veränderlich, die Ko- 
ordinaten x, y, 2 als fest an. Dann können wir den sich ergebenden 


Ausdruck für © schreiben: 
(16) ©=(L-Zy+Yz)e +(M—-Xz+Ze)y+(N—-Yx+Xy)z' 
— (L2+My+N;z), 


oder einfacher, indem wir unter &, n, &, # die durch (10) und (12) 
definierten Werte verstehen: 


(16a) = &r'+ny'+&.—9, 
wofür wir auch setzen können: 

(6b) . O=&@ a) Hy) +2) 
oder: 

(16e) 0-8: +79 +83") 


Aus diesem letzten Ausdrucke läßt sich ein einfaches geometrisches 
Bild für die Verteilung der Werte des Momentes auf die einzelnen 
durch den Punkt P gehenden Achsen ableiten. Wir deuten &, n, 
als die Komponenten eines Linienvektors P@, und ebenso t, y, 3, 
wobei wegen der den Gleichungen (15) hinzugefügten Bedingung - 
2? +19?+3?—=1 die Länge dieses letzteren Vektors — 1 wird. © ist 
das innere Produkt der beiden Vektoren, es wird mithin, wenn der 
Winkel zwischen beiden Vektoren y genannt und 





1) Meyer e 
gesetzt wird: 
(18) 0=M . cosy. 


Tragen wir © jedesmal als Länge vom Punkte P aus auf der Achse, 
für die es gilt, ab, so erfüllen die Endpunkte dieser Strecken eine 
Kugel, von welcher der Vektor P@, dessen Länge =M ist, einen 
Durchmesser bildet. Für die Linie dieses Vektors erhält das Moment 
des Kräftesystems unter allen Linien, die durch den Punkt P gehen, 
den größten Wert, nämlich M, und es wird O für alle Linien durch P, 
die zu diesem Vektor senkrecht sind. Der Linienvektor PQ@ ist aber 
selbst senkrecht zu der Ebene des Flächenvektors, welcher das 
Vektormoment des Kräftesystems für den Punkt P bildet. Für 
alle Linien durch P, die in dieser durch P gehenden Ebene liegen, 





1) Diese Formel ist schon von Euler gefunden worden (Nova Acta Petro- 
politana VII, 1793). 
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ist das Moment also Null. Die Ebene heißt deswegen nach Moebius') 
die Nullebene des Punktes P und die in ihr liegenden Linien, für 
die das Moment verschwindet, Nullinien des Kräftesystems. P selbst 
heißt der Nullpunkt seiner i\ullebene Die sich so ergebende Zu- 
ordnung der Punkte und Ebenen des Raumes, bei der jeder Punkt 
in seiner entsprechenden Ebene liegt, bezeichnet Moebius als Null- 
system. Durch die Einführung desselben hat Moebius die Poinsot- 
sche Theorie des Momentes zu einer gewissen Vollendung gebracht. 
Dieselbe Punkt-Ebenenverwandtschaft ist aber schon vor Moebius 
von dem Italiener G. Giorgini,’) ebenfalls von der Poinsotschen Statik 
aus, gefunden worden. Die Gleichung der Nullebene des Punktes 
mit den Koordinaten x, y, 2 ist: 


se tnyrie—d-0, 
wenn &, n, &, 8 die durch (10) und (12) festgelegte Bedeutung 
haben. Schreiben wir die vorstehende Gleichung in der Form: 
(19) ux +oy'+we=1, 
so haben wir zu setzen: 
L—-Zy+Yz 
Lx+ My+Nz’ 


(20) = M—Xz+2x 
Lz+My+Nz 
N—-Yxı+Xy, 
= L2e+My+Nz’ 








WW 


4, v, w sind dann die „Hesseschen Koordinaten“ der Nullebene, 
ausgedrückt durch die Koordinaten des Nullpunktes.?) 

Es ist aber noch nicht der direkte Nachweis dafür erbracht, 
daß umgekehrt die Linien, die in einer Ebene x liegen, und für die 
das Moment des Kräftesystems verschwindet, alle durch einen be- 
stimmten Punkt, den Nullpunkt der Ebene, gehen. Dies soll jetzt 
gezeigt werden. Wir nehmen an, die durch den Ansatz (13) ein- 
geführte Liniengröße sei in einer bestimmten Ebene enthalten, was 
sich durch die zwei Gleichungen: 


uctvy+wz=]1 
ux'+vy'+we—=1 


1) Über eine besondere Art dualer Verhältnisse zwischen Figuren im 
Raume, Crelles Journal f. Math. 10, 1833, p. 317, Werke Bd.1, p. 489, und im 
Lehrb. d. Statik, Werke Bd. 3. 

2) Modena, Mem. della Soc. Ital. detta dei Quaranta 20 (1828), p. 243; vgl. 
auch ebenda 21 (1836), p. 1. 


3) Man vgl. Pluecker, Neue Geometrie des Raumes (1866) p. 33. 
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ausdrücken läßt, wenn u, v, w die nunmehr gegebenen Hesseschen 
Koordinaten der Ebene bedeuten. Aus diesen Gleichungen ergeben 
sich aber, wenn f£, 4, 3, I, m, n die durch (13) festgelegte Bedeu- 
tung haben, die folgenden vier Gleichungen: 3 


wur tw=0, 
t=wm—eon, y=un—wl, z3=vl— um. 


Infolge der letzten drei Gleichungen wird jetzt der Ausdruck für 
das Moment: 


O=(X+Nv— Mw)[+(Y+Lw—- Nım+ (Z+Mu-— Lo)n. 


Sind aber «, y, 2 die Koordinaten eines Punktes, der auf der Linie 
der Liniengröße liegt, so wird: 


xi+ym+tzn=0, 


und ist umgekehrt eine solche homogene lineare Gleichung zwischen 
[, m, n gegeben, so müssen die Koeffizienten den Koordinaten eines 
Punktes proportional sein, der auf der Linie der Liniengröße liegt. 
In der Tat sind diese Punkte durch die vorstehende Gleichung in 
Verbindung mit der Gleichung: 


vetvy+wz=]1 


der Ebene, welcher die Liniengröße angehören soll, vollständig 
charakterisiert. Macht man also © =0, so hat man in der ent- 
stehenden Gleichung: 

X+Nv—- Mw= oz, 


Y+Lw-Nu=oy, 
Z+Mu-Lv =: 


zu setzen, dann bezeichnen x, y, 2 die Koordinaten des Punktes, 
durch den die Linien in der Ebene gehen müssen, damit für sie das 
Moment des Kräftesystems verschwindet. Um noch den Proportionalitäts- 
faktor o zu bestimmen, hat man die vorstehenden Gleichungen mit 
u, v, w zu multiplizieren, die Summe muß dann nach der vorher- 
gehenden Gleichung = o werden. So erhält man aber einfach: 


Xu+Yvo+Zw=og 
und damit endlich: 











EN Mu 
Bea s 
Y+Lw—Nu 
Sn TE Xu+Yo+Zw 
} Z+-Mu— Lv 


uXWE YO Zum 
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Diese Gleichungen?) sind in der Tat die Umkehrung derGleichungen (20), 
sie drücken die Koordinaten des Nullpunktes durch die Koordinaten 
der zugehörigen Nullebene aus. 

Wir hatten vorher die Verteilung der Werte des Momentes auf 
die Linien, die durch einen bestimmten Punkt gehen, untersucht. 
Dabei ergab sich, daß die Linien gleichen Momentes mit der Linie 
des größten Momentes, die senkrecht auf der Nullebene des Punktes 
steht, den gleichen Winkel y bilden müssen, daß also die Linien 
gleichen Momentes eine Schar koaxialer Kreiskegel erfüllen, deren 
gemeinsame Achse die Linie des größten Momentes ist. Wollen wir 
jetzt in gleicher Weise auch die Verteilung der Werte des Momentes auf 
die Linien einer Ebene untersuchen, so ist es am einfachsten, diese 
Ebene mit einer der Grundebenen des Koordinatensystems, sagen 
wir der «y-Ebene, zusammenfallen zu lassen. Der Nullpunkt dieser 
Ebene hat, da jetzt v=0,v=0, w= © wird, die Koordinaten: 


M L 
TEEN A %.73.72 2, =. 
Für die Koordinaten (13) einer Liniengröße, die dieser Ebene an- 
gehört, ergibt sich, da z2=0, 2'=0: 
t=0—8, = yy, le = ay— ya). 
Für das Moment des Kräftesystems erhalten wir also den Wert: 
9 = L(@'— 2) + My’ y) + Z(ay'— ya’). 
Führen wir in diesen Ausdruck die Koordinaten des Nullpunktes ein, 
so wird er: 
0 = Ziy, (ae! 2) - only’ Yy)+ (ey — yE')) 
- Aa - a) W-W-Yu- WR) 
Aus dieser Formel schließen wir sofort, daß ©/Z gleich dem doppelten 
Inhalt des Dreiecks wird, das die Liniengröße als Basis mit dem 
Nullpunkte als Spitze bestimmt. Die Liniengröße ist aber mit der 
Länge 1 angenommen worden; nennen wir also r den Abstand ihrer 
Linie von dem Nullpunkte, so wird einfach: 
= 2er. 
Hierin ist Z= 22, die Summe der Komponenten aller Kräfte des 
Systems nach der z-Achse, d. h. nach der zur Ebene normalen Rich- 
tung oder, wie wir kurz sagen wollen, die Normalkomponente des 
Kräftesystems für die Ebene. Ist die Ebene allgemein durch die 
Gleichung: 
cooA2 + cosuy+ cosvz—p=0 


gegeben, so wird diese Normalkomponente: 


1) Pluecker, Neue Geometrie des Raumes, p. 31. 
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(22) N = XeosA + Yecosu + Zcos», 


und das Moment des Kräftesystems für eine Linie der Ebene, die 
von deren Nullpunkt den Abstand r hat, wird dann allgemein: 


(23) ON 


Diese Formel steht der Formel (18) für die durch einen Punkt 
gehenden Achsen dualistisch gegenüber. Das Moment des Kräfte- 
systems für den Punkt ist ersetzt durch die Normalkomponente des 
Kräftesystems für die Ebene, der Sinus des Winkels, den die Bezugs- 
linie mit der Nullebene des Punktes bildet, durch den Abstand der 
Bezugslinie von dem Nullpunkte der Ebene. Wie dort die Linien 
gleichen Momentes koaxiale Rotationskegel erfüllen, zu denen als 
ausgearteter Kegel die Nullebene des Punktes gehört, so umhüllen 
hier die Linien gleichen Momentes konzentrische Kreise, zu denen 
als ausgearteter Kreis der Nullpunkt der Ebene gehört. 

Man kann aus dieser Analogie die Berechtigung herleiten, die 
Normalkomponente des Kräftesystems für eine Ebene!) als das 
Moment für diese Ebene zu bezeichnen und dem Momente für einen 
Punkt gegenüberzustellen. Das Moment für eine Ebene hängt dann 
zunächst nur von Größe und Richtung, nicht aber von den Angriffs- 
punkten der Kräfte des Systems ab. Wir wollen indessen, um die 
Analogie zu vervollständigen, wie das Moment für einen Punkt (als 
Flächenvektor) an die Nullebene dieses Punktes geknüpft war, das 
Moment für eine Ebene an deren Nullpunkt knüpfen. Ein Flächen- 
vektor, der an eine bestimmte Ebene geknüpft ist, bedeutet aber 
eine Ebenengröße, ein Zahlwert, der an einen Punkt geknüpft 
ist, eine Punktgröße. Wir können also mit Hineinziehung des 
Momentbegriffes das Nullsystem oder die Zuordnung von Nullpunkt 
und Nullebene so wenden, daß einem Punkte eine Ebenengröße, einer 
Ebene eine Punktgröße zugeordnet wird. Mit der dem Punkte zu- 
geordneten Ebenengröße hatten wir von Anfang an zu tun gehabt, 
ihre Koordinaten sind die durch die Gleichungen (25) des vierten 
Kapitels gegebenen. Um auch die Koordinaten %,, X, !, X, der einer 
Ebene zugeordneten Punktgröße zu finden, gehen wir von der Glei- 
chung der Ebene: 

Ectny+Tlz—9=0 
aus, in der wir Z?+n?+7?=]1 voraussetzen, so daß Z,n, Z die 
Richtungskosinus der Normalen bedeuten. Dann erhalten wir, da 


der Zahlwert x, der Punktgröße gleich der Normalkomponente N für 
die Ebene sein soll, aus (22) sofort: 


W=XE+ Yn+ Zu 


1) Diese Normalkomponente spielt schon eine Rolle in Monges Traite 
el&mentaire de statique, Paris 1786. 
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Nehmen wir aber in den Formeln (21) für die Koordinaten des Null- 
punktes einer Ebene: 


so ergeben sie für die Koordinaten der Punktgröße: 
P=enl+nitrn)itrsk 
b=X2+Yn+Zi, 
Lu =X0+Nn—MZ, 
Na EINE 
it, = 208 +M2 — In. 


die Werte: 


(24) 


Diese Formeln korrespondieren genau den Formeln (39) des 
fünften Kapitels und stehen den Gleichungen für die Koordinaten der 
einem Punkte zugeordneten Ebenengröße: 


T=81+nJ+$5K+98, 
nämlich [vgl. S. 47]: 
&=L—Zy+Y\z, 
n=M-Xz+Zx, 
= N— Ye+Xy, 
d=Lxe+My+Nz 


(25) 


als die dualistisch entsprechenden gegenüber. Nehmen wir die Zahl- 
werte M und N der Ebenengröße und der Punktgröße, die einem 
Punkte und seiner Nullebene zugeordnet sind, so ist leicht zu sehen, 


daß ihr Produkt gleich dem Werte: 
 XE+ Yn+ZE, 
XE+Yn+Z5=XL+YM+ZN 


oder, da: 


ist, gleich dem „absoluten Momente“ 
(26) M=-XL+YM+ZN 


des Kräftesystems wird. Fassen wir nämlich zwei Vektoren mit den 
Komponenten &, n, & und X, Y, Z ins Auge, so wird die Länge des 
ersteren: 


27) Ver RE an 


und er steht senkrecht auf der Nullebene des Punktes mit den Ko- 
ordinaten %,, Yy, 2, Der zweite Vektor ist die Resultante des 
Kräftesystems, nämlich der Vektor, der durch Addition der als ein- 
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fache Vektoren aufgefaßten Kräfte des Systems entsteht. Projiziert 
man ihn auf den ersten Vektor, so wird die Projektion 


XcosA + Yeosu +Zcosv—=N, 


wenn A, u, v die Winkel sind, welche die Normale der Nullebene 
mit den Koordinatenachsen bildet. Da dann aber; 


"MecosA =&,. Meosu=n, Mcosv —={ 
ist, so wird in der Tat: 
(27) MN=X8+Yn+Z#. 


Da man das N für eine Ebene findet, indem man die Resultante 
des Kräftesystems auf die zu der Ebene normale Richtung projiziert, 
so ist sofort zu sehen, daß das Moment N des Kräftesystems den 
größten Wert für eine Ebene erreicht, die senkrecht zu der Richtung 
der Resultante gestellt ist, und für alle Ebenen verschwindet, die 
dieser Richtung parallel sind. 

Für diese Ebenen wird die erste Koordinate r, der zugeordneten 
Punktgröße =0, diese Punktgröße reduziert sich also auf einen 
Vektor: 

Bi+nj+ Lk. 


trat —=0 


wird, ist dieser Vektor parallel zu der Ebene gerichtet. Es ist nur 
ein anderer Ausdruck für das eben Gesagte, wenn man von den in 
Rede stehenden Ebenen sagt, -ihr Nullpunkt liege in unendlicher 
Entfernung, und die Richtung, in der er liegt, durch die Verhält- 
sony 2%. 2. der Richtungskosinus fixiert. 

Das absolute Moment M eines Kräftesystems kann man in ein- 
facher Weise geometrisch festlegen. 

Nimmt man zunächst zwei Kräfte, denen das vorgelegte Kräfte- 
system statisch äquivalent ist, und nennt X,, Y,,..., X,, Y,.... ihre 
Koordinaten, so wird: 


Mr, VEN RR 
Ve MM LM SENENTN,, 


Da hierbei: 


und da: 
XL+YM+ZN,=09, %L+Y1,M+24N=0 
ist, wird: 


M=-XL+YM+ZN=-XL+Y,M+ZN+LX%,+M Y+ NZ. 


Der letztere Ausdruck bedeutet aber nach dem, was wir früher ge- 
sehen haben, das mit einem bestimmten Vorzeichen genommene, 
sechsfache Volumen des Tetraeders, von dem die als bestimmte 


Timerding, Geometrie der Kräfte. 7 
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Strecken dargestellten Kräfte zwei Gegenkanten bilden. So ergibt 
sich der von Chasles!) aufgestellte Satz: Wie auch ein allgemeines 
Kräftesystem auf zwei Einzelkräfte reduziert werden mag, 
immer hat das durch diese Kräfte als zwei Gegenkanten 
bestimmte Tetraeder dasselbe Volumen. 

Nur wenn das Moment W: verschwindet, läßt sich das Kräfte- 
system auf eine Einzelkraft reduzieren. Dann reduziert sich die zu- 
gehörige Dyname auf eine Liniengröße, welche die resultierende 
Einzelkraft darstellt. 

In dem besonderen Falle, wo M dadurch verschwindet, daß 
X, Y, Z einzeln = O0 werden, ist dagegen das Kräftesystem keiner 
Einzelkraft statisch äquivalent. Die Koordinaten zweier Einzelkräfte, 
die zusammen dem Kräftesystem statisch äquivalent sind, müssen 
dann aber die Form haben: 


X, NR Zi L, M, N,, 
ke X, 278 Nr = 2, L, M, Ns 


wobei: 


nr TERM MAMWNEENTEN 


anzunehmen ist. Diese Kräfte sind an Größe gleich und an Richtung 
entgegengesetzt, sie bilden ein „Poinsotsches Kräftepaar“. Die 
zugehörige Dyname reduziert sich in diesem Falle auf: 


o=Li+Mji+Nt, 


also auf einen Rotationsvektor, genau analog, wie eine Schrau- 
bung, wenn p, Q, r=0 sind, sich auf eine Translation oder, geo- 
metrisch gesprochen, einen Translationsvektor reduziert. 

Haben die Angriffspunkte der Kräfte des Kräftepaares die Ko- 
ordinaten x, y, 2 und «', y', z', so wird z. B.: 


L=L +L,= (Z,9 — Yo2) — (4, y'— Yo2') 
-„W-y) LG). 
Führt man also die Vektoren ein: 
n=Xi+YJ+ Zuk, 
a=-@-Ni+Y-W)j+@- NK, 


von denen man den ersten als den Kraftvektor, den zweiten als 
den Arm des Kräftepaares bezeichnen kann, so wird: 


e=[ar,] 


1) Mitgeteilt von Gergonne (Annales de math. vol.18, p. 372, 1828). S. auch 
Bulletin des sciences mathem. 10, 1828, p.187. Vgl. Moebius, Journ. f. Math. 4 
(1829) p. 179, Werke III, p. 499. 
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Der Zahlwert: 





F=yLR+M+N? 


dieses Rotations- oder Flächenvektors wird wohl das Moment des 
Kräftepaares genannt, er wird durch die Fläche des Parallelogramms 
gegeben, von dem die Kräfte des Paares zwei Gegenseiten bilden. 

Ein beliebiges Kräftesystem läßt sich reduzieren auf eine Einzel- 
kraft in Verbindung mit einem Kräftepaar. Der Angriffspunkt der 
Einzelkraft ist beliebig wählbar, ihre Komponenten sind immer die 
ersten drei statischen Koordinaten X, Y, Z des Kräftesystems. Sind 
%ys Yo, 2, die Koordinaten des Angriffspunktes dieser Einzelkraft, so 
werden die Komponenten des zugehörigen Kräftepaares: 


L,=L-2%+ Yzo, 
M=M-X2,+ 22, 
N,=N - Yo+ Xy, 
und der dasselbe repräsentierende Flächenvektor ist: 
o,=L,i+M it Not 
Führen wir nun noch den Kraftvektor: 
r=Xi+Yj+Zk 
ein, so wird das innere Produkt: 
M=rxo, 
gegeben durch den Ausdruck: 
M=XL,+YM+ZN, 


oder: 


M=-XL+YM-+ZN. 


Es wird geometrisch aber durch das Volumen des Parallelepipedons 
dargestellt, von dem ein den Flächenvektor @, repräsentierendes 
Parallelogramm eine Seitenfläche und der Kraftvektor r eine weitere 
Kante bildet. So ergibt sich der von Baltzer!) aufgestellte Satz: 
Bei allen Reduktionen eines Kräftesystems auf eine Einzel- 
kraft und ein Kräftepaar ist das Volumen des Parallel- 
epipedons, das die resultierende Einzelkraft mit der durch 
das zugehörige Kräftepaar gelieferten Parallelogrammfläche 
bildet, konstant, und zwar gleich dem absoluten Momente des 
Kräftesystems, was auch aus der Formel (27) folgt. 

Wollen wir schließlich noch die Punkte bestimmen, für welche 
das Moment M ein Extremum und zwar ein Minimum wird, so 
haben wir die Derivierten des Ausdruckes: 


1) Leipziger Berichte 25, 1873, p. 526. 
q* 
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= (L-Zy+Y2)’+M—-X2+Z22)”+(N-Yxe+Xy) 
‘nach den Koordinaten gleich Null zu setzen und erhalten sofort: 
(MIX ZDZE NE Ver 
N- YeHXy)X- (L-Zyt YeZ —0, 
(L-Zy+Y2)Y- (M-X2+Zo)X=0. 
Diese Gleichungen stellen, da sie in x, y, z linear sind und eine von 
ihnen eine Folge der anderen beiden ist, eine gerade Linie dar, die 


Zentralachse!) des Kräftesystems. Mit Hilfe eines Proportionalitäts- 
faktors k können wir die gefundenen Gleichungen schreiben: 


L-Zy+\Yz=KkX, 
(28) M—Xz:+Zx=KY, 
N-Yxe+Xy=k2. 

Aus diesen Gleichungen folgt aber, indem wir sie mit X, Y, Z 


multiplizieren und addieren: 


(29) „_xL +YM+ZN 


x?1y23172 ° 





und für den zu den Punkten der Zentralachse gehörigen Minimal- 
wert 5 des Momentes M ergibt sich aus ihnen: 


(30) SV Ze a 


VX?’+Y:+ 2° 








oder S=%k-R, wenn wir: 
(31) R-yO@rYVrZ 
setzen. Eine Liniengröße ‚von der Länge 1, die in die Zentralachse 
fällt, bekommt nach (28) die Koordinaten [vgl. S. 40]: 
x RE Z L—-KkX M-—-kY N—kZ 


Dan y-p Une um m= Dich n= RB 








Das Moment des Kräftesystems für die Zentralachse wird also: 


= 5[LX+MY+NZ+X(L-IX)+Y(M-kY)+Z(N— kZ)) 


_XL+YM+ZN_o 
Zu a, 
mithin gleich dem Werte des Momentes M für irgendeinen Punkt 
der Zentralachse. 

Lassen wir die 2- chen Her Koordinatensystems mit der Zentral- 
achse zusammenfallen, so müssen die Gleichungen der letzteren sich 
aufc=0, y=0 nn Daraus folgt, daß dann: 





1) Unter dieser Bezeichnung hat sie Poinsot eingeführt 


Sa 
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RO, MLO 


sein muß, es wird einfach k=N/Z, R=Z und für einen beliebigen 
Punkt (z, y, 2): 
M’—= 22(&?” + y?) + N?. 


Bezeichnet man mit r den Abstand des Punktes von der Zentralachse, 
so kann man die letzte Gleichung in einer von der besonderen Wahl 
des Koordinatensystems unabhängigen Gestalt schreiben: 


(32) M=R?(r? +12) oder M=Ryr? + R. 


Diese Gleichung macht sofort sichtbar, daß für die Punkte der 
Zentralachse ein Minimum eintritt. 


Achtes Kapitel. 


Grundlegung der Liniengeometrie. 


Die Entwicklungen der letzten beiden Kapitel legen es nahe, 
wie man Punkte und Ebenen als Elemente des Raumes auffaßt, 
ohne dabei von Punktgrößen oder Ebenengrößen zu sprechen, so auch 
die geraden Linien als selbständige Elemente des Raumes anzusehen, 
ohne auf die Liniengrößen einzugehen. Die gerade Linie ist ein 
Begriff, in dem sich translatorische und rotatorische Liniengrößen 
verschmelzen. Mit einem Streckenwert und einem Richtungssinn be- 
haftet wird die gerade Linie zu einer translatorischen, mit’ einem 
Winkelwert und einem Drehungssinn versehen wird sie zu einer 
rotatorischen Liniengröße. Man kann diese doppelte Funktion der 
geraden Linie auch in der Bezeichnung unterscheiden, indem man sie 
als Träger einer translatorischen Liniengröße einen Strahl und als 
Träger einer rotatorischen Liniengröße eine Achse nennt, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, wie Pluecker es tut,') die gerade Linie, 
sofern sie als Verbindungslinie zweier Punkte auftritt, als Strahl von 
der Schnittlinie zweier Ebenen als Achse unterscheidet. Wir werden 
aber, dem herrschenden Sprachgebrauch folgend, gewöhnlich unter- 
schiedlos „Strahl“ für „gerade Linie“ sagen. 

Die Bezugslinie für das Moment eines Kräftesystems hatten wir 
im vorigen Kapitel durch die Koordinaten einer translatorischen 
Liniengröße vom Zahlwerte 1, die ihr angehört, festgelegt. Diese 
Koordinaten könnte man als Strahlkoordinaten bezeichnen und ihnen 
als Achsenkoordinaten die Koordinaten einer rotatorischen Linien- 


1) On a new geometry of space, Philos. Transact. Vol. 155, 1865, p. 726, 


Ges. Abh. I, p. 470. 
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größe vom Zahlwerte 1 gegenüberstellen. Die ersteren verknüpfen mit 
der durch sie fixierten geraden Linie einen bestimmten Richtungssinn, die 
letzteren einen bestimmten Drehungssinn. Kehrt man dieV orzeichen aller 
Koordinatenwerte um, so schlägt auch der Richtungs- oder Drehungs- 
sinn in den entgegengesetzten um. Will man die gerade Linie an 
sich ohne Zuschreibung eines solchen Sinnes betrachten, so darf man 
nicht mehr die absoluten Werte der Koordinaten, sondern nur ihre 
Verhältnisse ins Auge fassen. Dann bleibt der Zahlwert der durch 
sie festgelegten Liniengröße völlig unbestimmt, und ebenso kann es 
unentschieden bleiben, ob sie sich auf eine translatorische oder auf 
eine rotatorische Liniengröße beziehen. Es müssen aber alle Glei- 
chungen, in denen diese Koordinaten auftreten, in denselben homogen 
sein, wenn sie eine Bedeutung behalten sollen. 

Demnach betrachten wir als homogene Koordinaten einer geraden 
Linie sechs lediglich ihren Verhältnissen nach festgelegte Werte 


Lt, d, d) 1! m, .n, 
zwischen denen die Beziehung 
(1) ıl+ym +3n=0 


statthaben muß.!) Sehen wir die gerade Linie als Verbindungslinie 
zweier Punkte mit den Koordinaten &, y, 2 und «', y', z’ an, so 
haben wir zu setzen: 


! 


(2) „we:y:a:lmın-ezeiy ya 
:y2'— zy'! : 20’ — a2! :ay'— ya’. 


Sehen wir dagegen die gerade Linie an als Schnittlinie zweier Ebenen, 
welche die nicht homogenen Koordinaten u, v, w und «', v', w' haben, 
deren Gleichungen also lauten: 

uat+vy+ws=1l und wWe+vVy+wez=1, 
so wird: 


(2a) £:y:z3:lim:ın=u—u:v-vo:w— w' 
vw! — we! : wu! — uw: uv! — vw. 


Diese Linienkoordinaten rühren von Pluecker?) her, der in seiner 
„Neuen Geometrie des Raumes“ (1868) die erste systematische Dar- 
stellung der analytischen Liniengeometrie gegeben hat. 


1) Diese Linienkoordinaten hat Cayley 1860 (Quarterly Journal, vol. 3 
p. 225, Papers IV, p. 446), merkwürdigerweise gleich in ihrer projektiven Ver- 
allgemeinerung, gegeben. Man vgl. von demselben Autor den Aufsatz Trans. of 
the Cambr. Philos. Soc. XI?, 1869, p. 290, Papers VII, p. 66. 

2) On a new geometry of space, Additional note (1865), Ges. Abh. I, p. 525. 
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Die Projektionen der geraden Linie mit den Koordinaten tr, ),... 
auf die Koordinatenebenen haben die Gleichungen [vgl. 8. 47]: 


8) 1-39 +92=0, m—-rz +32 -0, 2 -ye+y-ß, 


und die Ebene, welche die gerade Linie aus dem Koordinatenursprung 
projiziert, hat die Gleichung: 


(3a) ty tz2—0. 


Die einfachste Gleichung von allgemeiner Form, die man nun 
zwischen den Linienkoordinaten aufstellen kann, ist die lineare 
Gleichung, die wir uns in folgender Gestalt geschrieben denken: 


(4) Le+My+ N; +X1 + Ym+Zır=0. 


Die Bedeutung dieser Gleichung ist uns aber aus dem vorigen 
Kapitel bereits bekannt, sie sagt aus, daß für die Linie mit den 
Koordinaten x, 4, 3, I, m, n das Moment des Kräftesystems, 
dessen statische Koordinaten X, Y, Z, L, M, N sind, verschwindet. 
Die Verteilung dieser Nullinien im Raume haben wir ebenfalls 
bereits untersucht. Die Nullinien, die durch einen bestimmten Punkt 
gehen, liegen in einer bestimmten Ebene, der Nullebene des 
Punktes, und die Nullinien, die .in einer bestimmten Ebene liegen, 
gehen durch einen bestimmten Punkt, den Nullpunkt der Ebene. 
Diese Gesamtheit von geraden Linien bezeichnen wir als einen 
linearen Komplex, indem wir nach Pluecker allgemein die Ge- 
samtheit der Linien, die durch eine homogene Gleichung zwischen 
den Linienkoordinaten dargestellt wird, einen Linienkomplex nennen. 

Als Linienkongruenz bezeichnet man nach Pluecker das 
System der geraden Linien, die durch zwei Gleichungen zwischen 
den Linienkoordinaten aus allen Linien des Raumes herausgehoben 
werden, und allgemeiner jede Gesamtheit von zweifach unendlich 
vielen geraden Linien.) Wenn die Kongruenz durch zwei lineare 
Gleichungen festgelegt ist, spricht man von einer linearen Kon- 
gruenz. Die Theorie der Strahlenkongruenzen ist bereits vor 
Pluecker durch Kummer unter Zugrundelegung der althergebrachten 
Darstellung gerader Linien durch zwei lineare Gleichungen ent- 
wickelt worden.’) 


1) Pluecker«spricht in der „Neuen Geometrie des Raumes‘ von der Kon- 
gruenz mehrerer Strahlenkomplexe, indem er darunter die Gesamtheit der 
Strahlen versteht, die diese Komplexe gemein haben. Später aber ist das Wort 
Kongruenz allgemein in dem oben angegebenen Sinne verstanden worden. 

2) Die Theorie der allgemeinen Strahlenkongruenzen im Journ. f. Math, 
Bd. 57 (1859), die Theorie der algebraischen Kongruenzen in den Abhandlungen 
der Berliner Akademie für 1866. Kummer bezeichnet ebenso wie Hamilton 
(Transact. of the R. Irish Acad. vol. 16) die Kongruenzen als Strahlensysteme. Die 
lineare Strahlenkongruenz hat er in der zweiten Arbeit, S.14, nur kurz erwähnt. 
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Wir wollen nun beachten, daß, wenn die Koeffizienten in der 
linearen Gleichung (4) der Bedingung: 


(5) XLFYM+ZN-O 


genügen, sie sich selbst als Koordinaten einer geraden Linie deuten 
lassen. Wir wollen sie dann mit l’, m’, un’, x, Y', 3’ bezeichnen. 
Die so entstehende Gleichung: 


(6) (tm yınztettymtzn-0 


drückt aber nach dem im vierten Kapitel Gesagten die Bedingung 
dafür aus, daß die beiden geraden Linien mit den Koordinaten t,}... 
und rt’, y'... sich schneiden oder parallel sind. Alle Linien, die eine 
gegebene Linie treffen, d.h. mit ihr in einer Ebene liegen, bilden 
sonach einen singulären linearen Komplex. 

Ist nun eine lineare Kongruenz durch zwei Gleichungen: 


. en STR 

\ L’x+M'y+ N3 + X 1+ Ym+Zin=0 

gegeben, so läßt sich, für beliebiges x und A, aus diesen sofort die 
weitere Gleichung ableiten: 


8) (#»L+1L)e+#»«M+AM)y+(»N+AN); 
+(#X+4X [+ Y+IY)m+aZ +2 )n = 0. 


Durch diese Gleichung werden unendlich viele lineare Komplexe dar- 
gestellt, denen allen die lineare Kongruenz angehört, und deren Ge- 
samtheit wir als ein Büschel linearer Komplexe bezeichnen wollen. 
Wir fragen nun, wie viele singuläre Komplexe in dem Büschel ent- 
halten sind. Die Werte der Parameter, zu denen ein singulärer 
Komplex gehört, müssen der Gleichung genügen: 


\ »X+4AX)» L+AL)+(@Y+2AY)@M-+AM') 
9) +@2 +12) N +AN)=0. 


Diese Gleichung ist für «:4 vom zweiten Grade. Hat sie zwei reelle 
Wurzeln, so finden wir zwei reelle gerade Linien, die von allen 
Linien der Kongruenz getroffen werden, und die Kongruenz besteht 
aus sämtlichen Treffgeraden der beiden „Leitlinien“. 

Die quadratische Gleichung kann aber auch identisch erfüllt sein. 
Dann sind alle Komplexe des Komplexbüschels singuläre Komplexe. 
Damit dies eintritt, müssen zwischen den Koeffizienten der gegebenen 
linearen Gleichungen die folgenden drei Beziehungen bestehen: 


A X'U+ Y'M'+ZIN'=0, 


419) XLU+YM+ZN + LX'+ MY + NZ =0. 
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Diese drei Bedingungen drücken aber aus, daß die Linien der Kon- 
gruenz als die Linien, die zwei sich schneidende gerade Linien 
treffen, bestimmt sind. Demnach muß eine Linie der Kongruenz mit 
den gegebenen geraden Linien entweder in einer Ebene liegen oder 
durch ihren Schnittpunkt hindurchgehen. Die Linienkongruenz zer- 
fällt also in ein ebenes Strahlenfeld und ein Strahlenbündel. Jeder 
Komplex des zugehörigen Komplexbüschels besteht dann aus den 
Linien, welche einen Strahl des durch die beiden gegebenen geraden 
Linien bestimmten Strahlenbüschels treffen. 

Nehmen wir nun zwischen den Linienkoordinaten drei homogene 
lineare Gleichungen an, so läßt sich diesen noch durch unendlich 
viele gerade Linien genügen, von denen wir im allgemeinen Falle 
sagen, sie bilden eine Regelschar. Sind die Gleichungen: 


Le +My +N; +X1+Ym +Zı =, 
(11) LUr+My+ N; +X + Ym+Zn=0, 
L"r4+ M"y+ N'"3+ XL Y'm+ Z'n- 0, 

so wollen wir sie auffassen als drei lineare, nicht homogene Glei- 


chungen für [, m, n und sie benutzen, um diese Größen zu berechnen. 
Dies ist in eindeutiger Weise möglich, wenn die Determinante 





ONE 
(12) D-|xeye7 
IKEIE y' zZ" | 


nicht verschwindet. Dann ergeben sich I, m, n als homogene, lineare 
Funktionen von r, Y, 3 in folgender Form: 


l=0o,2 +00 + 953, 
(13) m 0a,EHt gl) + God, 
Na, t ag) Ay}. 
In diese Gleichungen wollen wir gemäß der Bedeutung der 
Linienkoordinaten [vgl. (3)] einsetzen: 
(14) [=y3—-2y, m=-27—a, n=@)—yL 
und darauf aus ihnen t, 4, 3 eliminieren. Das Eliminationsresultat 
schreibt sich folgendermaßen: 


| 1 Got? Ga —Y 
ey Ae—E 033 


Die Determinante auf der linken Seite dieser Gleichung ergibt aber 
ausgerechnet eine Funktion zweiten Grades von &, y, 2. Die sämt- 
lichen geraden Linien, deren Koordinaten den Gleichungen (11) ge- 
nügen, liegen also auf einer Fläche zweiten Grades, d. h. sie bilden 
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die eine Regelschar eines einschaligen Hyperboloids.') Die zweite 
Regelschar ergibt sich dann geometrisch sofort, indem man durch 
einen Strahl der ersten Regelschar die Ebenen legt; diese schneiden 
alle das Hyperboloid in je einer weiteren geraden Linie, die alle Strahlen 
der ersten Regelschar treffen muß. Die sämtlichen so gewonnenen 
geraden Linien bilden die zweite Regelschar der Fläche. Die Regel- 
fläche kann in besonderen Fällen in zwei Ebenen zerfallen. Die beiden 
Regelscharen werden dann zu zwei Strahlenbüscheln in diesen Ebenen. 

Es bleibt noch der Fall zu erledigen, wo die Determinante D(12) 
verschwindet. Dann lassen sich aus den drei Gleichungen (11) die 
Koordinaten I, m, n zugleich eliminieren, und wir erhalten eine 


Gleichung: tu + V3=0 


die ausdrückt, daß die sämtlichen geraden Linien einer Ebene parallel 
sind. Wählen wir diese Ebene zur xy-Ebene des Koordinatensystems, 
so muß die obige Gleichung sich auf 3=0 reduzieren. Machen wir 
aber in den ersten beiden der Gleichungen (11) 3= 0 und setzen in ihnen 


die Werte: 
Ilm - ey. ar, n—ah yr, 


die sich aus (14) für 3= 0 ergeben, ein, so erhalten wir: 
(L-2Zy+Yo)e + M—- X +2Z0)y = 
(U—-2'y+ Ya)c+ M-Xz+2Zx)y=0 
Aus diesen Gleichungen ergibt sich durch Elimination von £ und dh: 
(L—-Zy+Yz)M— X'z+2'x) 
— (M—- Xz+Za)(U-Zy+Y2)=0. 
Dies ist die Gleichung eines hyperbolischen Paraboloids, auf 
dem die Strahlen der Regelschar jetzt liegen. Die weiter sich dar- 
bietenden Spezialfälle wollen wir übergehen. 
Wir wollen noch bemerken, daß, wenn 
Eis Dir dur bar U, 5 Kos Der Any Üo, My, N; %p, Dar Zur Ip, Mg, tz 
die Koordinaten dreier Linien sind, welche der durch die Glei- 
chungen (11) festgelegten Regelschar angehören, die Koordinaten 
jeder vierten Linie dieser Schar von der Form sind: | 
Mi Aykı + Asto + Asa, 
44 +4) + Ayd5, 


(16) 


(17) 
n= At + Ar, + Ast. 


1) Der liniengeometrische Charakter der geradlinigen Flächen 2. Ordnung 
ist wohl zuerst von Monge und Hachette ERPL RAGT de l’analyse ä la 
Geometrie 1807, 1809) erkannt und behandelt worden. | 
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Die Parameter A,, A,, A, sind hierbei nur ihren Verhältnissen nach 


festgelegt, außerdem sind sie an die quadratische Gleichung gebunden: 


(HE t Ast At)Ah+ Abt 7b) 
+ Ay +) +) + hat At )>0. 


Wenn diese Gleichung identisch erfüllt ist, so bilden die geraden 
Linien, deren Koordinaten (17) den drei Gleichungen (11) genügen, 
ein Strahlenbündel oder ein ebenes Strahlenfeld. 

Ist nun zu den drei Gleichungen (11) eine vierte Gleichung ge- 


geben: 
(19) br dk M'"y “ N"z a KLT ar Vater at 7'"n er 0, 


(18) 


so setzen wir in diese die Lösungsformen (17) der drei ersten Glei- 
chungen ein und erhalten so eine lineare Gleichung für A,, Ay, As, 
die wir schreiben: 


(20) We) 


Dann ergeben sich aus dieser Gleichung und (18) im allgemeinen zwei 
Lösungen für die Verhältnisse A,:A,:A, und dementsprechend zwei 
Strahlen der Regelschar, die auch dem vierten Komplexe angehören; 
wir sehen demnach, daß allgemein vier lineare Strahlenkomplexe 
zwei Linien gemeinsam haben, die aber nicht reell und von- 
einander verschieden zu sein brauchen, sondern auch konjugiert 
komplex werden oder zusammenfallen können. 

Wir haben die linearen Strahlenkomplexe aus der Theorie der 
Kräftesysteme hergeleitet, es ist aber ebenso leicht, sie an die Be- 
trachtung der momentanen Bewegungen anzuknüpfen. Um dies zu 
tun, schreiben wir die Gleichung des linearen Komplexes jetzt in der 
Form: 


(21) u+wWy+wz+tpl+qgm+rn=0. 


Setzen wir hierin für [(, m, n die Werte (14) ein, so wird die 


Gleichung 
@la) W-ry+ade+H—ptrey + get pN;—0, 
oder mit Rücksicht auf die Formeln (11) des sechsten Kapitels: 
(21b) ++ —=0. 
Da &, y, 2 die Geschwindigkeitskomponenten für einen beliebigen 
Punkt des Komplexstrahls bedeuten, sagt die Gleichung aus, daß 
sich alle Punkte eines Komplexstrahls bei der momentanen Bewegung 
normal zu diesem Strahle verschieben. Eine andere, negative Be- 


deutung des durch die Gleichung (21) gegebenen Komplexes hatten 
wir bereits im sechsten Kapitel gefunden, wir sahen dort, daß es 
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nicht möglich ist, die momentane Bewegung so durch zwei Drehungen 
zu ersetzen, daß die Achse der einen zu dem linearen Komplexe 
gehört. | 

Wir wollen noch die Linie ins Auge fassen, die durch den 
Punkt P mit den Koordinaten x, %, 2 geht, und für die 


r:y:5= w: y: £ 
wird, d.h. die Linie, in der sich der Punkt P verschiebt und die 
wir deshalb die Verschiebungslinie des Punktes P nennen wollen. 


Schreiben wir die vorstehende Proportion ausführlicher mit Benutzung 
eines Proportionalitätsfaktors o: 


oer=u-—-ry+g2, 
(22) oh=v—pz-+re,. 
05 =w-—qr+py, 


so folgt aus diesen Gleichungen, indem wir sie mit p, q, r multipli- 
ziert addieren: 


(23) oe(pr+tay+r)=up+tvga+wr=M, 


wenn wir das Moment der Bewegung mit M bezeichnen, das wir #0 
voraussetzen. Multiplizieren wir aber die Gleichungen mit r£, 4, 3 und 
addieren sie, so ergibt sich mit Rücksicht auf die Formeln (14): 


(24). Tele 4.0) Urs m pls gu re 


Eliminieren wir endlich aus (23) und (24) den Proportionalitäts- 
faktor oe, so erhalten wir: 


25) Me+y+3)=(urtvy+tws+pl+gm+rn)(pr+gy-+r3). 


Diese Gleichung ist für die Linienkoordinaten homogen vom zweiten 
Grade, sie stellt also einen quadratischen Linienkomplex dar, den 
Komplex aller Verschiebungslinien oder, wie wir kürzer sagen wollen, 
den Bahnkomplex der Bewegung.') Die Verschiebungslinien lassen 
sich auch dadurch charakterisieren, daß sie von den unendlich be- 
nachbarten Linien, in die sie durch die momentane Bewegung über- 
gehen, geschnitten werden, und zwar ist der Schnittpunkt der Pol 
der Verschiebungslinie, d. h. der Punkt, der sich bei der Bewegung 
in ihr verschiebt. 

Für die nähere Untersuchung des linearen und des quadratischen 
Strahlenkomplexes, die auf die gefundene Art mit einer momentanen 
Bewegung in Verbindung stehen, wollen wir uns den im sechsten 
Kapitel gewonnenen Satz, daß jede momentane Bewegung mit einer 


1) Diesen Komplex hat A. Schoenflies studiert, Zeitschrift f. Math. u. Phys. 
Bd. 28, 1883, p. 229 und Geometrie der Bewegung p. 109. 
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Schraubung gleichbedeutend ist, zumnutze machen und fortan die 
Achse dieser Schraubung zur z-Achse wählen. Dann werden u, v, 
p, qa=0, und die Ausdrücke für die Geschwindigkeitskomponenten 
schreiben wir: 


(26) = —oy y=oa, 2=o:hk, 


indem wir wie im sechsten Kapitel die Drehgeschwindigkeit um die 
Achse der Schraubung = o, die Gleitgeschwindigkeit längs dieser 
Achse #$=ko setzen. Die Gleichung (21) wird jetzt: 


(27) | k+n=0 
oder, indem wir die Werte der Linienkoordinaten aus (2) einsetzen: 
(27a) k(2'— 2) = ya'— ay'. 


Sehen wir hierin x, y, 2 als fest und «', y', z’ als veränderlich an, 
so ist dies die Gleichung für die Nullebene des Punktes (x, y, 2). 
Denken wir uns nun noch das Koordinatensystem so um die 
Schraubenachse gedreht und längs der Schraubenachse verschoben, 
daß der Punkt, der vorher die Koordinaten x, y, 2 hat, jetzt auf 
die x-Achse im Abstande s vom Koordinatenursprung zu liegen 
kommt, so wird die vorige Gleichung einfach: 


(27b) ke'= — sy, 


Die Nullebene geht also durch die «-Achse, d.h. das vom 
Nullpunkte auf die Schraubenachse gefällte Lot hindurch, 
und nennt man @ den Winkel, den sie mit der Schraubenachse 


bildet, so wird tangp = — ”,, mithin: 


(28) stangp = k.!) 


Hierbei ist der Sinn, in welchem man den Winkel @, von der 
Schraubenachse ausgehend, positiv zu rechnen hat, der Sinn einer 
positiven Drehung (entgegen dem Uhrzeiger), wenn man sich auf 
: diese Achse mit dem Kopfe nach dem Nullpunkte zu gestellt denkt. 

Wir wollen nun den Nullpunkt sich auf einer geraden Linie 
bewegen lassen und fragen, wie sich hierbei die Nullebene verändert. 
Die gerade Linie /,, auf welcher der Nullpunkt liegen soll, können 
wir unbeschadet der Allgemeinheit so annehmen, daß sie die «-Achse 
im Abstande s, vom Koordinatenursprunge unter rechtem Winkel 
trifft. @, sei der ebenso wie oben gerechnete Winkel, unter dem 
sie die Schraubenachse kreuzt; dann sind die Koordinaten eines be- 
liebigen Punktes der geraden Linie /, von der Form: 





1) Moebius, Werke I, p. 506. 
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wobei o einen veränderlichen Parameter bezeichnet. Wir setzen diese 
Werte in die Gleichung (27a) der Nullebene ein und finden: 


s,y'+ k2'= o(kcosp, — x'sing,). 
Die Nullebenen der Punkte von /, bilden also ein Ebenenbüschel, da 
sie alle durch die Schnittlinie der durch die Gleichungen: 


sy +kz'=0, kcosp,— x'sinp,= 0 


dargestellten Ebenen hindurchgehen. Da nach diesen Gleichungen 
für einen Punkt auf der Achse des Ebenenbüschels: 


a 
ARTE x = k.cotg y, 


wird, schneidet auch diese Achse /, die x-Achse, d.h. die ge- 
meinsame Normale der Schraubenachse und der Linie /, 
unter rechtem Winkel, und zwar im Abstande: 


(29) $5=keotgg, 


von der Schraubenachse. Der Winkel ,, unter dem sie die Schrauben- 
achse kreuzt, ist durch die Gleichung bestimmt: 


k 
(30) tang op, = 3. 
Die beiden Gleichungen lassen sich in die Doppelgleichung: 


(31) s,tanggp, = stangy, = k 


zusammenziehen?), die zeigt, daß die Beziehung zwischen den Linien 
li, und /, durchaus wechselseitig ist. Also auch, wenn ein Punkt 
sich auf der zweiten bewegt, dreht sich seine Nullebene um die erste. 
Wir nennen die beiden Linien reziproke Polaren des Null- 
systems. Ist die Schraubenachse und der Parameter % gegeben, 
so läßt sich zu jeder Linie die reziproke Polare finden vermöge der 
Formeln (31) und des Satzes, daß die beiden reziproken Polaren zusammen 
mit der Schraubenachse dieselbe gemeinsame Normale besitzen. In jedem 
Strahle des linearen Komplexes fallen zwei reziproke Polaren zusammen, 
denn für ,—=s, 9, —%, geht aus (31) die Gleichung (28) hervor. 

Die Strahlen, die zwei reziproke Polaren treffen, ge- 
hören immer zu dem linearen Komplex, denn die Ebene, die 
sie mit der einen der reziproken Polaren verbindet, ist jedesmal die 
Nullebene des Punktes, in dem sie die andere treffen. Die Paare 
reziproker Polaren bilden also die Leitlinien von linearen Kongruenzen, 


1) Chasles, Comptes Rendus 16 (1843), p. 1426. 


Konjugierte Rotationsachsen. 111 


die zu dem linearen Komplex gehören. Zwei solche Kongruenzen 
haben aber, da sie durch die lineare Gleichung des Komplexes in 
Verbindung mit je noch einer linearen Gleichung zwischen den 
Linienkoordinaten dargestellt werden, die durch diese drei Gleichungen 
zusammen dargestellte Regelschar gemein. Die zwei Paar Leitlinien 
der Kongruenzen gehören der zweiten Regelschar derselben Regel- 
fläche an; so sieht man, daß zwei Paar reziproker Polaren 
immer auf einer Fläche zweiter Ordnung liegen. 

Wir wollen nun noch den wichtigen Satz beweisen!), daß zwei 
reziproke Polaren des Nullsystems immer die Achsen zweier 
Drehungen sind, die zusammengenommen die vorgelegte 
momentane Bewegung ersetzen. Seien ®,, ®, die noch un- 
bekannten Winkelgeschwindigkeiten dieser Drehungen, so werden die 
Koordinaten derselben nach den für ihre Achsen gegebenen Glei- 
chungen, indem z. B. die erste dieser Achsen als Verbindungslinie 
der Punkte mit den Koordinaten: 


SL Oreindse a, sin... COS, 
aufgefaßt werden kann: 
pı=0, = @,8ing,, eu ir 
u=0, ,=—0,50059, W=—0,58ing, 
und: 
p=0, = @,singp,, 1, = 0,C05 ps, 
w=(0, 1=— 0,5C089, W=— 0,5 SIN Q,. 


Soll aus diesen beiden Drehungen die vorgelegte Schraubung hervor- 
gehen, so müssen außer: 

Birp Ve 0) 
auch die Gleichungen: 

Un do er 
‘oder: 

(a) o,sinpg,+%,sinp=(0, (b) 0,5,6085p,+ ©,5;C08p; = 0 

erfüllt sein. Von diesen ist aber wegen der Beziehungen (31) die 
zweite eine Folge der ersten. Ferner muß: 


+n=0o, w+w=ko 
oder: | 


(ec) ©,c0sp, + 0,c0osp—=o, (d) — (0,5,5inp, + @,558ing,) = ku 


sein. Multipliziert man die linke und rechte Seite von (c) mit k, so 
kann man die entstehende Gleichung nach (31) schreiben: 


1) Diesen Satz gab Chasles (Rendus t. 16, p. 1423) in der umgekehrten 
Form. Vgl. auch Mannheim, Journ. de l’Eeole polyt., Cah. 43 (1870), p. 66. 
Diese Autoren bezeichnen die reziproken Polaren des Nullsystems als „droites 
conjuguees‘‘ und den Nullpunkt einer Ebene als deren „foyer“. 
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0,5,8inp, + ©5,5sing —=ko, 


und hieraus kann man, da nach (a) ®,sinp, = — @,sing, ist, die 
Gleichung (d) herleiten, die sonach ebenfalls eine Folge der übrigen 
ist. Aus (a) und (c) kann man aber leicht die Werte von », und 
©, berechnen und findet: | 

‚sin p, sing, 

en lies ein (P— Pı)" EN sin (9-91) | | 

Aus zwei Drehungen um die reziproken Polaren des Nullsystems 
mit, diesen Winkelgeschwindigkeiten ®,, @, läßt sich, da so alle zu 
erfüllenden Gleichungen befriedigt werden, die Schraubung in der 
Tat zusammensetzen. Die Gleichungen (32) zeigen, daß sich ®, o,, @; 
als die Seiten eines Dreiecks darstellen lassen, von dem zwei Winkel 
— 9, und 9, sind, oder anders ausgedrückt: Wenn man zwei 
Vektoren an Richtung gleich den beiden reziproken Polaren, an 
Größe gleich den zugehörigen Rotationsgeschwindigkeiten macht, so 
stellt der durch Addition dieser beiden resultierende Vektor der Rich- 
tung nach die Schraubenachse und der Größe nach die Drehgeschwin- 
digkeit um diese Schraubenachse dar. Kreuzen die beiden reziproken 
Polaren einander senkrecht, so wird 9, — 9,= 90°, und dann folgt 
aus (32): " 


0, =OSnp=WC0OSPp,, &=—-OSIN P,= WCOSYp,. 


Die Verschiebungslinie eines Punktes steht auf dessen Nullebene 
senkrecht. Hat also der Punkt von der Schraubenachse den Abstand 
s; und ist @, der Winkel, unter dem die Verschiebungslinie die 
Schraubenachse kreuzt, so folgt unmittelbar aus der Gleichung (28), daß 


(33) tang p, = — : 


werden muß. Nimmt man aber in (31) tangy,-tangp, = —1, d.h. 
die beiden reziproken Polaren senkrecht zueinander an, so sieht man, 


daß dann: 


(33a) tanspy, = — 2 tan, = —- 7 und sg =—M 


wird. Jede Verschiebungslinie wird also von ihrer reziproken 
Polare rechtwinklig gekreuzt, und diese reziproke Polare 
ist wieder eine Verschiebungslinie Die Pole dieser beiden 
Verschiebungslinien sind deren Schnittpunkte mit ihrer gemeinsamen 
Normalen. Die Ebene, die durch die eine Linie senkrecht zur anderen 
gelegt wird, schneidet aus dieser ihren Pol aus, und die erstere Linie 
ist nach Chasles’ Ausdruck die Charakteristik dieser Ebene. 
Für diese Charakteristik hat Chasles eine Reihe von Sätzen auf- 
gestellt, von denen wir nur einige anführen wollen. Nach dem 
früher Gesagten können wir den Satz aussprechen: Die Strahlen des 
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linearen Komplexes, die eine gerade Linie treffen, treffen auch deren 
reziproke Polare. Lassen wir den Treffpunkt mit der ersten Linie 
insbesondere in unendliche Entfernung rücken, so ergibt sich: Die 
Strahlen des linearen Komplexes, die einer geraden Linie parallel 
sind, treffen deren reziproke Polare. Nehmen wir nun für die erste 
Linie eine Verschiebungslinie, so sind alle zu ihr parallelen Strahlen 
zu der Nullebene ihres Poles normal, die reziproke Polare der Ver- 
schiebungslinie ist aber die Chaslessche Charakteristik dieser Null- 
ebene, und somit finden wir: Die Strahlen des linearen Komplexes, 
die zu einer Ebene normal sind, treffen die Charakteristik dieser 
Ebene. Einen solchen Komplexstrahl bekommt man jedesmal, wenn 
man eine zu der Ebene senkrechte Linie sucht, die irgendein Paar 
reziproker Polaren schneidet. Der Schnittpunkt dieser Linie mit der 
Ebene ist aber allemal der Schnittpunkt der orthogonalen Projektionen 
der beiden reziproken Polaren auf die Ebene, und so ergibt sich der 
Satz: Die orthogonalen Projektionen zweier reziproken Polaren auf 
eine Ebene schneiden sich immer auf der Chaslesschen Charakteristik 
dieser Ebene. 

Sind A, u, v die Winkel, welche die Verschiebungslinie eines 
Punktes (x, y, 2) mit den positiven Koordinatenrichtungen einschließt, 
so muß die Nullebene dieses Punktes die Gleichung: 


cosA('— x) + cosu(y'— y) + cosv(2'—- 2) = 0 
haben. Da diese Gleichung aber nach (27a): 


- ya) +ay'y)+h@-2)-0 
ist, so folgt: | 
cos4:cosu:csv—— y!xık, 


und mithin werden die Koordinaten x, y, 2 eines beliebigen Punktes 
der Verschiebungslinie: 


(34) %=2+ 09, Yy,=Yyo0%, a,=2— ok, 


wenn o einen variablen Parameter bezeichnet. Dies ist die einfache 
Darstellung der Verschiebungslinie mit Hilfe der Koordinaten x, y, 2 
ihres Poles. | 

Sieht man in den Gleichungen (34) die Koordinaten &,, Y,, 2 
als fest gegeben an, verlangt man also, daß die Verschiebungslinie 
durch einen bestimmten Punkt P, gehen soll, so erhält man für 
den Ort ihres Poles die Darstellung: 


(85) naeh, y-Mt, 2um+ ek 


Timerding, Geometrie der Kräfte, 8 
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Dieser Ort ist eine rationale Raumkurve, und zwar von der dritten 
Ordnung!), da durch Einsetzen der Werte für «, y, 2 in die Glei- 
chung: einer Ebene: | | 


ucetvy+twe=1l 


eine Gleichung dritten Grades für oe folgt, deren drei Wurzeln drei 
Schnittpunkte der Kurve mit der Ebene entsprechen. Für o=0 
wird 2@=2&, Y=Y, 2=2, die Raumkurve geht also selbst durch 
den Punkt P, hindurch. 

Wählt man das Koordinatensystem so, daß der Punkt P, auf 
die x-Achse im Abstande s von dem Koordinatenursprung zu liegen 


kommt, so werden die Gleichungen (35) einfach: 
1 [ En 
(35a) “13 Y-ITd 2= ok. 


Eliminiert man aus den ersten beiden Gleichungen o, so findet man: 
(36) e+y=s-z. 

Dies ist die Gleichung eines Rotationszylinders, auf dem die Raum- 

kurve dritter Ordnung liegt und von dem die Schraubenachse und 

die zu ihr durch P, gelegte Parallele », zwei diametral gegenüber- 

liegende Seitenlinien bilden. 


Gibt man den Gleichungen (35a) die Form: 


2 


(35b) en ya 2=ok, 
so läßt sich aus ihnen leicht die weitere Gleichung ableiten: 


(37) - + Pr Y8. 


Dies ist die Gleichung des Kegels, welcher die Raumkurve aus dem 
Punkte P, projiziert und sie aus dem Zylinder, mit dem er außer- 
dem die gerade Linie p, gemein hat, ausschneidet. Es ist dies aber 
gleichzeitig der Kegel, den die durch den Punkt P, gehenden Ver- 
schiebungslinien erfüllen. Der Kegel ist ein orthogonaler?), seine 
Kreisschnittebenen bilden zwei Scharen paralleler Ebenen, die zu je 
einer seiner Seitenlinien orthogonal sind. Eine dieser Seitenlinien ist 
die Linie 9,, die durch den Punkt P, parallel zur Schraubenachse, 
d.h. zur z-Achse gezogen ist und für die «=s, y= (0, wodurch die 
Gleichung (37) unabhängig von 2 befriedigt wird. In der Tat schneiden 





1) Die Raumkurven dritter Ordnung sind zuerst von Moebius in seinem 
„baryzentrischen Calcul‘‘ 1827 (Werke I, p. 117 f.) untersucht worden. Ihre 
analytische Behandlung betreffend vergleiche man Cremona, Annali di matem. 
(1), vol. 1 (1858), p. 164, 278; 2 (1859), p. 19 und Journ. f. Math. Bd. 58 (1861), p. 149. 


2) Diese Bezeichnung stammt von Schroeter (Journ. f. Math. Bd. 85, 8. 41 
und 79). 
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die zu dieser Linie senkrechten Ebenen, d. h. die Ebenen, für die 
2 = const., den Kegel in Kreisen. 
Aus den Formeln (35a) und (35b) leitet man mit Leichtigkeit ab: 





Y Be S—% Den, z zn 
(38) En Yy DEI AZT O. 
Dies ist die einfachste Darstellung der Kurve. Schreibt man aber 
die Gleichungen in der folgenden Gestalt: 


(38a) y-ox=0, s-z—-oy=I, 2—-ok=(, 


so sieht man sofort, daß hierdurch drei projektive Ebenenbüschel 
dargestellt werden, welche die Raumkurve erzeugen, indem drei ent- 
sprechende Ebenen aus diesen Büscheln, die zu demselben Werte des 
Parameters o gehören, sich jedesmal in einem Punkte der Raum- 
kurve schneiden. Diese Raumkurve dritter Ordnung spielt in ge- 
wisser Weise für die Raumgeometrie eine ähnliche Rolle wie der 
Kreis für die Ebene und kann deswegen einfach als ein Raumkreis 
bezeichnet werden. 

Wie wir die Verschiebungslinien, die durch einen bestimmten 
Punkt gehen, gesucht haben und dabei fanden, daß sie auf einem 
orthogonalen Kegel liegen, dessen Kreisschnittebenen senkrecht zur 
Schraubenachse sind, so wollen wir auch nach den Verschiebungs- 
linien fragen, die in einer bestimmten Ebene x liegen, und wir 
werden sehen, daß sie eine Parabel umhüllen. 

Das Koordinatensystem denken wir uns so gewählt, daß die 
x-Achse in die Ebene x fällt. Die Gleichung der Ebene ist dann 
von der Form: 


(39) 2= 0. 


Soll diese Gleichung für einen beliebigen Punkt (mit den Koordinaten 
%, Yı, 2) der zu dem Punkte (x, y, 2) gehörigen Verschiebungslinie 
erfüllt sein, so muß nach den Formeln (34): 


2— ok=u(y— 0%) 
oder, weil die Gleichung für jedes o erfüllt sein soll: 
(40) z=oy und k=ax 
sein. Durch diese beiden Gleichungen ist als Ort der Pole aller in x 


liegenden Verschiebungslinien eine gerade Linie p der Ebene x dar- 
gestellt, welche die x-Achse im Abstande: 
k 


von der Schraubenachse (d.h. der z-Achse) unter rechtem Winkel 
trifft, und zwar ist sie die Verschiebungslinie dieses Treffpunktes P. 
Denn nimmt man in den Gleichungen (34): 


8* 
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k 
el y=(, 2=0 
an, so werden sie: 
k k 


woraus in der Tat: 
oh, ay=% 

hervorgeht. Die Linie » ist ferner die reziproke Polare der auf der 
Ebene x in ihrem Nullpunkte P, errichteten Normalen »,, d. h. der 
Verschiebungslinie dieses Nullpunktes P,. Denn P, hat die Ko- 
ordinaten = s,=—- ek, y=(O, 2=(, wie man sofort sieht, wenn 
man die Gleichung (27a) in der Form k2= — s,y mit (39) identi- 
fiziert. Die Punkte P, und P liegen also auf einem Lote der 
Schraubenachse (nämlich auf der x-Achse), und ihre Abstände s,, s 
von der Schraubenachse (d.h. ihre «-Koordinaten) genügen der Be- 
ziehung: 


(42) 95 = — KR. 


Darum aber sind [vgl. (33a)] ihre Verschiebungslinien p, und p 
reziproke Polaren und kreuzen sich rechtwinklig, die Linie » ist 
nichts anderes wie die Chaslessche Charakteristik der Ebene x. 

Diese Linie ist demnach der Ort der Pole aller der Verschiebungs- 
linien, die ganz der Ebene x angehören. Die Punkte der Linie 9 
sind die einzigen Punkte von x, die bei der unendlich kleinen 
Bewegung in dieser Ebene bleiben. Man kann dies auch so aus- 
drücken, daß man sagt, die Ebene x muß von der unendlich benach- 
barten Ebene, in die sie durch die unendlich kleine Bewegung über- 
geht, in einer der Linie» unendlich nahe gelegenen Linie geschnitten 
werden. Wir wollen mit einem einfacheren Ausdruck die Linie p 
die Achse der Ebene x nennen. Jede Verschiebungslinie p ist Achse 
‘einer einzigen Ebene Man findet diese, indem man durch die 
Linie p die Ebene legt, die senkrecht zu der reziproken Polaren », 
von p ist. Die Verschiebungslinie eines beliebigen Punktes Q von p 
muß senkrecht auf der Ebene stehen, die diesen Punkt Q@ mit der 
reziproken Polaren », verbindet, denn das ist die Nullebene des 
Punktes Q, sie steht in der Ebene x also senkrecht auf der Linie, 
die den Punkt ® mit dem Nullpunkte P, der Ebene (als deren 
Schnittpunkte mit der reziproken Polaren p,) verbindet. Daraus ist 
sofort zu sehen, daß die Verschiebungslinien der Punkte von p in 
der Ebene x eine Parabel umhüllen, von welcher der Nullpunkt P, 
der Brennpunkt und » die Scheiteltangente ist. 

Wir wollen diese Parabel auch analytisch festlegen und suchen 
zunächst eine Parameterdarstellung ihrer Tangenten. Ein Punkt © 
der Linie p hat Koordinaten: 


Verschiebungslinien in einer Ebene. Ei 


5, Y, &Y, 
und machen wir hierbei gemäß (41): 
h 
(43) y-s1= Zn, 


indem n einen der Bequemlichkeit halber eingeführten Parameter 
bezeichnet, so erhalten wir nach (40) folgende einfache Parameter- 
darstellung der Linie p: 

(44) es, y-sn, 2—kn 


und. dann aus den Formeln (34) sofort die Parameterdarstellung der 
Verschiebungslinie eines beliebigen Punktes von p: 


6) m=stlrem, u-sm-o, A-km—g) 
Eliminieren wir og aus den ersten beiden der so gewonnenen 


Gleichungen, so erhalten wir die Gleichung für die Projektion dieser 
Verschiebungslinie auf die xy-Ebene: 
tn —=sl+ nf) 
Um die Kurve zu finden, die von den Projektionen aller Ver- 
schiebungslinien in der Ebene x umhüllt wird, differenzieren wir die 
vorstehende Gleichung nach dem Parameter n; so ergibt sich: 


Yy=2sn. 
Eliminieren wir ferner mit Hilfe dieser Gleichung aus der vorigen 
Gleichung das n, so erhalten wir: 
(46) 456-2) 
Dies ist die Gleichung für die Projektion der Parabel in der Ebene x 
auf die xy-Ebene. 

Die Verschiebungslinien, die in der Ebene x liegen und die 
Parabel umhüllen, sind wieder Achsen je einer bestimmten Ebene, 
und alle Ebenen, die wir so erhalten, umhüllen eine abwickelbare 
Fläche, sie bilden, wie wir sagen, ein Ebenengewinde, zu dem 
auch die Ebene x selbst gehört, denn ihre Achse gehört mit zu den 
Verschiebungslinien, die in ihr liegen, und bildet die Scheiteltangente 
der Parabel. In jeder Ebene des Ebenengewindes liegen nun immer 
die Verschiebungslinien der Punkte ihrer Schnittlinie mit der Ebene x, 
und die Schnittlinie irgend zweier Ebenen des Gewindes ist die 
Verschiebungslinie ihres Schnittpunktes mit der Ebene =. Greifen 
wir also eine beliebige Ebene x’ aus dem Gewinde heraus, so 
schneiden die übrigen Ebenen des Gewindes aus ihr die sämtlichen 
Verschiebungslinien aus, die in ihr liegen, und das Gewinde spielt 
so für diese Ebene x’ genau dieselbe Rolle wie für die Ebene x, die 
letztere ist unter den Ebenen des Gewindes in keiner Weise aus- 
gezeichnet. 
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Wir suchen nun eine analytische Darstellung der Ebenen des 
Gewinde. Zu dem Zwecke greifen wir unter den Verschiebungs- 
linien eine beliebige v heraus und suchen von irgendeinem Punkte 
(x, y, 2) auf ihr wieder die Verschiebungslinie, von der dann die 
Koordinaten irgendeines Punktes, &,, %,, 2, berechnet werden sollen. 
So finden wir die Koordinaten eines beliebigen Punktes in der durch v 
gehenden Ebene des Gewindes. Wir setzen also in den Formeln (34) 
gemäß (45): 

«=sl+am, y=-sm—- 9) km) 
dann werden sie, wenn wir: 
1-90=u, 9+e=v 

machen: 

ie s( IZE vn), 

Ya (un— s )» 

4=k(n— ev). 
Durch Elimination von u und v erhalten wir die Gleichung der 
Ebene des Gewindes: 

kn, —-y)+sAl+d)@a,-kmN)=d, 


indem den verschiedenen Werten des Parameters n die verschiedenen 
Ebenen des Gewindes entsprechen. Das Gewinde ist von der dritten 
Klasse, durch jeden Punkt gehen drei Ebenen von ihm. In der Tat 
wird die vorstehende Gleichung, wenn man in ihr die Koordinaten 
%, Yı, 2, als fest gegeben ansieht, für „ vom dritten Grade. Sie 
lautet geordnet, nachdem man sie durch — ks geteilt hat: 
eher 

Fallen ihre drei Wurzeln zusammen, so erhalten wir einen Punkt 
der Raumkurve, deren Tangentenfläche das Ebenengewinde umhüllt 
und aus deren Schmiegungsebenen es besteht. Dann gelangen wir 
aber zu den folgenden Beziehungen, welche die Koeffizienten der 
Gleichung durch ihre einzige Wurzel 7 auszudrücken lehren: 


2 x D) 2 (} 
(48) em er 2 1-, 


und aus diesen folgt sofort die Parameterdarstellung der Raumkurve: 
[a=s1-39) 


(49) I A-snß—-)), 
2, = 3kn. 
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Es ist, wie wir aus dieser Darstellung sofort sehen, eine Raumkurve 
dritter Ordnung.') Eliminieren wir aus der ersten und dritten der 
vorstehenden Gleichungen n, so erhalten wir die Gleichung: 


9 ee 
(50) a 9 R) 


eines parabolischen Zylinders, auf dem die Raumkurve liegt. Sie 
wird, da sie eine gewisse Analogie mit der ebenen Parabel zeigt, 
eine Raumparabel?) genannt. Die Gesamtheit aller der geraden 
Linien, in denen sich je zwei Schmiegungsebenen der Raumparabel 
schneiden, bezeichnen wir als deren Achsenkongruenz. Man kann 
leicht beweisen, daß diese Achsenkongruenz von der ersten Klasse 
und dritten Ordnung ist, d. h. daß in einer beliebigen Ebene eine 
Linie der Kongruenz liest und durch einen beliebigen Punkt drei 
Linien der Kongruenz gehen. Wir können dann den Satz, der zu 
der Betrachtung der Raumparabel geführt hat, formulieren wie folgt: 
Die Verschiebungslinien der Punkte einer Ebene bilden die 
Achsenkongruenz einer haumparabel. 





Neuntes Kapitel. 


Gleichgewicht, 


Wir wollen jetzt zu Systemen von Kräften zurückkehren, die 
im statischen Gleichgewichte sind, und untersuchen, welche geo- 
metrischen Bestimmungen sich für solche Kräfte aufstellen lassen. 
Der Bedingung des absoluten statischen Gleichgewichtes läßt sich die 
Bedingung des Gleichgewichtes für eine bestimmte Achse oder einen 
bestimmten Punkt als die weniger umfassende voranstellen. 

Ein Kräftesystem heißt im statischen Gleichgewichte für eine 
bestimmte Achse, wenn sein Moment für diese Achse verschwindet. 
Ein beliebiges Kräftesystem ist also im Gleichgewichte für alle 
Achsen, welche seinem linearen Strahlenkomplexe angehören, und die 
Bedeutung der Nullinien eines Kräftesystems ist einfach die, daß das 
Kräftesystem für diese Nullinien im Gleichgewichte ist. Ein linearer 
Strahlenkomplex ist durch fünf seiner Strahlen, die keiner linearen 





1) Den so hervortretenden dualen Charakter der Raumkurven dritter Ordnung 
hat zuerst Schroeter [Journ. f. Math. Bd. 56 (1858), S. 27] richtig erkannt. 

2) Seydewitz [Archiv d. Math. u. Phys. Bd. 10 (1847) S. 212] nennt sie 
„räumliche Parabel“. Den Ausdruck Raumparabel findet man in der neuesten 
Auflage von Reyes Geometrie der Lage. 
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Strahlenkongruenz angehören, bestimmt. Denn sind t,, Y;, 3, 1, 1%, N; 
(i=1,2, 3, 4, 5) die Koordinaten der fünf Strahlen, so lassen sich 
unter der angegebenen Voraussetzung aus den fünf Gleichungen: 

die Verhältnisse der Koeffizienten L, M, N, X, Y, Z in der linearen 
Gleichung bestimmen, welcher die Koordinaten irgendeines sechsten, 
mit den fünf ersten einem linearen Komplex angehörenden Strahles 
genügen müssen. Ist sonach ein Kräftesystem im Gleichgewicht für 
sechs Achsen, die nicht einem linearen Strahlenkomplex angehören, 
so ist es überhaupt im Gleichgewicht. Denn für ein Kräftesystem, 
das nicht im absoluten statischen Gleichgewicht ist, kann Gleich- 
gewicht nur für die Achsen, die zu einem bestimmten linearen 
Komplex gehören, stattfinden; wenn also noch für eine nicht zu 
diesem Komplex gehörende Achse Gleichgewicht vorhanden ist, so 
ist das Kräftesystem im absoluten statischen Gleichgewicht und ist 
im Gleichgewicht für jede Achse. 

Ein Kräftesystem heißt im statischen Gleichgewicht für einen 
bestimmten Punkt, wenn sein Vektormoment für diesen Punkt ver- 
schwindet. Es muß das Kräftesystem dann einer Einzelkraft statisch 
äquivalent sein, welche in dem Bezugspunkte angreift. Das sieht 
man am einfachsten ein, wenn man in diesen Punkt den Koordinaten- 
ursprung legt. Dann sind die Komponenten des Vektormomentes 
einfach die drei letzten Koordinaten L, M, N des Kräftesystems, und 
diese müssen, wenn Gleichgewicht für den Punkt vorhanden, sonach 
verschwinden. Deswegen sind die statischen Koordinaten des Kräfte- 
systems der Reihe nach: 

X, Ne 2, 0, 0, 0, 

und dies sind auch die Koordinaten einer Einzelkraft mit den 
Komponenten X, Y, Z, die im Koordinatenursprung angreift. Da 
man den Angriffspunkt aber beliebig in der Richtung der Kraft ver- 
schieben darf, muß das Kräftesystem im Gleichgewicht sein für jeden 
Punkt auf der Wirkungslinie dieser Kraft. Wenn ein Kräftesystem 
sonach im Gleichgewicht ist für einen Punkt, so ist es für alle 
Punkte einer bestimmten Linie im Gleichgewicht und einer in dieser 
Linie wirkenden Kraft statisch Äquivalent. 

Wir wollen nun die drei Hauptfälle aufzählen, in denen das 
Kräftesystem einer Einzelkraft äquivalent wird. 

Der erste Fall ist der, wo alle Kräfte des Systems in einer 
Ebene wirken. Wählen wir für diese Ebene die xy-Ebene, so wird 
die dritte Komponente Z, jeder Kraft =—0 und ebenso die dritte 
Koordinate z, des Angriffspunktes =0. Also wird von den Koordi- 
naten des Kräftesystems: 


Z=D u=9, L-DZ m Yee)—0, MD Re 2,0) =0. 


Gleichgewicht für einen Punkt. 12 


Soll nun eine Einzelkraft gefunden werden, die dem Kräftesystem 
statisch äquivalent ist, so müssen deren Koordinaten der Reihe 
nach sein: 


KEYS OROEN: 


Die Komponenten der resultierenden Kraft müssen sonach X, Y, O 
sein, von den Koordinaten x, y, 2 ihres Angriffspunktes muß z2= 0 
werden, während x, y nur der Gleichung zu genügen brauchen: 


N=Yx—Xy. 


Wir erhalten also in der Tat eine dem Kräftesystem äquivalente 
Kraft, die in der durch die vorstehende Gleichung dargestellten 
geraden Linie der xy-Ebene wirkt. Nur wenn X, Y verschwinden, 
ist das Kräftesystem nicht einer Einzelkraft, sondern nur einem 
Kräftepaar äquivalent. 

Der zweite Fall ist der, wo alle Kräfte in einem Punkte an- 
greifen oder in Linien wirken, die durch einen und denselben Punkt 
gehen. Wählen wir diesen Punkt zum Koordinatenursprung, so ver- 
schwinden von allen Kräften des Systems die drei letzten Koordinaten 
L,, M,, N,, mithin wird auch 


DZ>1,0 M-DM-0 N-DYN=0, 


das Vektormoment des Kräftesystems für den Koordinatenursprung 
ist Null und das System somit einer in diesem Punkte angreifenden 
Einzelkraft äquivalent. 

Der dritte Fall ist der, wo alle Kräfte des Systems parallel 
gerichtet sind.) Wir wollen diese Richtung festlegen durch die 
Winkel A, u, v, die sie mit den positiven Koordinatenrichtungen 
einschließt. Nennen wir dann R, die positiv oder negativ gerechnete 
Größe einer Kraft des Systems, so werden ihre Komponenten: 


X,=R,cosA, Yo=R,cosu, Z,=R,cosv. 
Setzen wir also 


) DR=R, 


so werden die drei ersten Koordinaten des Kräftesystems: 
x =D. — reose/ ey. SENT Reosu, Z - N 7,—Rcos v, 


Um auch die drei letzten Koordinaten in einer ähnlichen Form aus- 
zudrücken, machen wir: 


(3) D/Rex= Ran, DR =Ry, DR Ri. 


1) Die allgemeinen Formeln für diesen Fall hat Varignon gegeben, Hist. 
de l’Acad. de Paris, Anne 1714. 
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Dann wird z. B.: 


L => (ZeYe — Ye2e) =» (R.%. cos» — R,2, C08 u) 
(4) —R (y, 08 v — 2, C08 u) 
— I 32 
und ähnlich: “ ? 
(4) MX? 7 Near X 
Das ganze Kräftesystem ist also einer Einzelkraft äquivalent, deren 
Komponenten X, Y, Z sind und die in dem Punkte mit den Koordi- 
naten %,, Yy, 2, angreift. Die Lage dieses Punktes ist seiner Definitions- 
weise nach nicht abhängig von der gemeinsamen Richtung der 
parallelen Kräfte, er heißt der Mittelpunkt derselben. Die resul- 
tierende Kraft ist den Kräften des Systems gleichgerichtet, und ihre 
Größe ‚ist die algebraische Summe von den Größen der letzteren. 
Denkt man sich alle Kräfte des Systems einer gemeinsamen Drehung 
um ihre Angriffspunkte unterworfen, so daß sie einander parallel 
bleiben, dann dreht sich auch ihre resultierende Kraft mit um ihren 
Angriffspunkt, den Mittelpunkt der parallelen Kräfte, ohne ihre 
Größe zu ändern. 
Die auseinandergesetzte Reduktion des Systems paralleler Kräfte 


versagt nur dann, wenn 
> Rn, = 0 


ist, woraus X, Y, Z=0 folgt. Dann nehme man für R, eine be- 
liebige Größe und setze: 


D/Rowe —=R,(@ —), D’Roye —=R,y—-Y), D/Roz; = R,(2—?), 
so wird, wenn man R,cosA=X,, R,cosu—=Y,, R,cosv =Z, macht: 


L =D (2% — Ya2,) = Ru[(y — y') eosv — (2 — 2") cosu] 
ea N 
und ebenso: 


M-X,@-2)-Z@-2), N-Y@-2)-Ky-y). 


Das Kräftesystem ist demnach einem Kräftepaar äquivalent, von dem 
eine Kraft die Komponenten X,, Y,, Z, und die Angriffspunkte die 
Koordinaten x, y, 2 und «', y', z' haben. Die Kräfte dieses Paares 
drehen sich mit den Kräften des Systems um ihre Angriffspunkte, 
so daß die Äquivalenz erhalten bleibt. 

Die Bedingung dafür, daß ein Kräftesystem im statischen Gleich- 
gewichte ist, haben wir in analytischer Fassung durch das Ver- 
schwinden der sechs statischen Koordinaten des Kräftesystems gegeben. 
Es ist aber von Interesse, auch eine geometrische Formulierung 
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dafür zu finden!) Wir gehen dabei aus von dem Gleichgewichte der 
an einem Punkte angreifenden Kräfte Nennen wir R, die Größe 
einer dieser Kräfte, 9, den Winkel, den sie mit einer fest gegebenen 
Richtung r bildet, dann. muß der Ausdruck: 


(5) DR, 089, — 0 


sein, wie auch die Richtung r, nach der die Komponenten genommen 
werden, gewählt sei. Nehmen wir nun irgendein Polyeder, dessen 


Seitenflächen die Inhalte R,, R,... haben, während ihre nach außen 
gerichteten Normalen mit einer fest gegebenen Richtung die Winkel 
P,, Ps... einschließen, so wird ebenfalls, wie auch die feste Rich- 


tung gewählt sei: 


DR, cp, —. 


Daraus sehen wir: Nimmt man die an einem bestimmten Punkte an- 
greifenden Kräfte so an, daß sie der Richtung und dem Sinne nach 
mit den nach außen gerichteten Normalen eines Polyeders über- 
einstimmen, während sie an Größe dem Inhalte der betreffenden 
Seitenflächen dieses Polyeders proportional werden, so sind die Kräfte 
im Gleichgewichte.?) 

Wenn nun die Kräfte nicht mehr an einem Punkte angreifen, 
dann ist die formulierte Bedingung nicht mehr ausreichend für das 
Gleichgewicht. Sie bedeutet vielmehr nur das Verschwinden der drei 
ersten statischen Koordinaten X, Y, Z des Kräftesystems, d.h. das Gleich- 
gewicht der an einen Punkt verlegten Kräfte, und es ist noch eine 
geometrische Konstruktion zu ersinnen, welche das Verschwinden der 
drei letzten Koordinaten L, M, N ersetzt. Wir denken uns wieder 
ein Polyeder, zu dessen Seitenflächen die Kräfte des Systems normal 
gerichtet und an Größe proportional sind. Dies Polyeder nennen wir 
das Kräftepolyeder. Von diesem Kräftepolyeder nehmen wir nun 
die Polarfigur bezüglich irgendeiner Kugel, deren Mittelpunkt wir $ 
nennen und, um die Vorstellung zu fixieren, im Inneren des Kräfte- 
polyeders annehmen wollen. Die Polarfigur ist wieder ein Polyeder, 
das ebensoviel Seitenflächen hat wie das Kräftepolyeder Ecken und 
ebensoviel Ecken wie das letztere Seitenflächen. Seine Seitenflächen 
sind den Ecken, seine Ecken den Seitenflächen, seine Kanten den 
Kanten des Kräftepolyeders in eindeutiger Weise zugeordnet. Seine 
Seitenflächen sind senkrecht zu den Strahlen, die von dem Mittel- 
punkte $ nach den entsprechenden Ecken des Kräftepolyeders hin- 
führen, seine Kanten sind also senkrecht zu den Ebenen, welche den 


1) Hierzu kann man vergleichen Zucchetti, Atti della R. Accad. di Torino, 
XII, 1876, p. 44. 
2) Rankine, A Manual of applied Mechanics, 1857, p. 137. 
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Punkt S mit den entsprechenden Kanten des Kräftepolyeders ver- 
binden. Statt dieses polaren Polyeders können wir nun irgendein 
anderes Polyeder von derselben Struktur nehmen, dessen Seitenflächen 
denen des polaren Polyeders parallel sind. Ein solches Polyeder 
wollen wir als Seilpolyeder bezeichnen. Von demselben gelten alle 
die Eigenschaften, die von dem polaren Polyeder aufgezählt sind. 
Bringt man nun in jeder Ecke des Seilpolyeders eine Kraft an, die 
zu der entsprechenden Seitenfläche des Kräftepolyeders normal ge- 
richtet und ihr an Größe proportional ist, so sind alle diese Kräfte 
im Gleichgewicht. 

Um dieses nachzuweisen, bringt man in den Kanten des Seil- 
polyeders je zwei Kräfte an, die einander entgegengesetzt gleich sind. 
Ihre Größe soll proportional sein der zu der betreffenden Kante nor- 
malen Dreiecksfläche, welche der Punkt 5 mit einer Kante des Kräfte- 
polyeders bestimmt. Die Kräfte, die man dann in den von einer 
Ecke des Seilpolyeders ausgehenden Kanten erhält, sind so den 
Dreiecksflächen zugeordnet, die den Punkt $ mit dem Rande der ent- 
sprechenden Seitenfläche des Kräftepolyeders verbinden. Diese Dreiecks- 
flächen bilden aber mit der zugehörigen Seitenfläche des Kräfte- 
polyeders zusammen wieder ein geschlossenes Polyeder, nämlich eine 
Pyramide, und wenn man den Sinn der Kräfte in den Kanten des 
Seilpolyeders entsprechend wählt, nämlich so, daß er der nach außen 
gerichteten Normalen auf der zugehörigen Seitenfläche der Pyramide 
entspricht (vorausgesetzt, daß die Kraft, die der gemeinsamen Seiten- 
fläche der Pyramide und des kanns ned die Richtung 
der nach dem Äußeren der Pyramide gehenden Normale hat), so be- 
steht Gleichgewicht zwischen den Kräften, die an der Ecke des 
Seilpolyeders wirken, denn diese Kräfte Sem mit den äußeren Nor- 
malen der Pyramide gleichgerichtet und ihnen der Größe nach pro- 
portional. Dies gilt in gleicher Weise für alle Ecken des Seil- 
polyeders. Dabei kommen die Kräfte in jeder Kante des Polyeders 
doppelt vor, und zwar in der Tat mit gleicher Größe, aber entgegen- 
gesetztem Sinne, denn dieselbe Dreiecksfläche kommt bei zwei Pyra- 
miden vor, und die Normale, die für die eine Pyramide nach außen ge- 
richtet, ist für die andere nach innen gerichtet. Die Kräfte in den 
Kanten des Seilpolyeders beeinflussen also das Gleichgewicht des 
ganzen Systems nicht, indem sie sich paarweise aufheben. Besteht 
mithin, wie wir gesehen haben, an jeder Ecke des Seilpolyeders 
Gleichgewicht, so ist auch das ganze Kräftesystem im Gleichgewicht, 
w. 2. b. w.!) 

Nur von sieben und mehr Kräften, die im Gleichgewichte sind, 
können die Linien, in denen sie wirken, beliebig gewählt werden. 


1) Man vgl. zu diesem Abschnitte Rankine, Philos. Magaz. (4), vol. 27 
(1864), p. 92. 
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Beträgt die Anzahl der Kräfte nicht über sechs, so unterliegt die 
Lage dieser Linien gewissen Einschränkungen. Diese Beziehungen 
zwischen den Wirkungslinien im Gleichgewicht befindlicher Kräfte 
wollen wir jetzt aufsuchen. 

Ist die Zahl der Kräfte zwei, so müssen die Wirkungslinien 
zusammenfallen, die Kräfte selbst haben gleiche Größe und entgegen- 
gesetzte Richtung. Ist die Zahl der Kräfte drei und sind diese nicht 
parallel, so müssen ihre Wirkungslinien durch einen Punkt gehen 
und in einer Ebene liegen. Tragen wir von dem gemeinsamen 
Angriffspunkt O aus die Kräfte der Größe und Richtung nach als 
Strecken OA, OB, OC ab, so ist O der Schwerpunkt, d.h. der 
Schnittpunkt der Mittellinien des Dreiecks ABO. Dieser Satz ist als 
eine einfache Umformung des Parallelogrammgesetzes leicht zu beweisen 
und schon von Varignon (1722) angegeben worden.!) Die Wirkungs- 
linien der Kräfte können auch parallel sein und in einer Ebene liegen. 





Fig. 12. Fig. 13, 


Die Bestimmung der Größe dieser Kräfte erfolgt dann nach dem Archi- 
medischen Hebelgesetze, dem man folgende geometrische Fassung 
geben kann: Man schneide die drei parallelen Wirkungslinien durch 
irgendeine Transversale Durch die Schnittpunkte A, B, C derselben 
ziehe man parallele Linien von beliebiger Richtung, von diesen 
schneide die durch A gehende die zweite und dritte Wirkungslinie 
in A, und A,, die durch B gehende die erste und dritte Wirkungs- 
linie in 5, und 5,, die durch Ü gehende die erste und zweite 
Wirkungslinie in ©, und C,, dann stellen die Strecken B,C,, 0,4;, 
A,D, drei Kräfte in den drei Wirkungslinien dar, die im Gleich- 
gewichte sind. Es wird nämlich 0,A,=— (B,0,+ A,B,) und das 
Parallelogramm B,C,C,B inhaltsgleich dem Parallelogramm BA,A,D,, 


worin das Hebelgesetz liegt. 


1) Nouvelle Mecanique, vol. I, p. 127. 
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Beträgt die Zahl der Kräfte vier bis sechs, so wollen wir an- 
nehmen, daß keine zwei ihrer Wirkungslinien in einer Ebene liegen, 
da solche zwei Kräfte sich sofort zu einer Kraft vereinigen lassen. 
Wir wollen ferner die Koordinaten ihrer Wirkungslinien bezeichnen mit 

&, Ui, [;, NG, WM, (=1,2..») 
wenn v eine der Zahlen 4, 5, 6 bedeutet. Die Forderung des Gleich- 
gewichtes bedingt es dann, daß sechs Gleichungen von der Form: 


DRu=0, DRy=0, DRy=0, 
D’RG=0, DRm=0, D’Rın=0 


bestehen. Diese Beziehungen haben aber zur Folge, daß jede lineare 
Gleichung: 
(1) Lu+My,+N5;+XL+Ym+2Zn=0, 

die für die Koordinaten von v» —1 der v» Wirkungslinien befriedigt 
ist, auch für die letzte dieser Linien gilt. Diese letzte Linie gehört 
also immer dem linearen Strahlensysteme an, das durch die übrigen 
bestimmt ist. Indem wir die einzelnen Fälle sondern, finden wir: 
Wenn vier Kräfte im Gleichgewichte sind, gehören ihre vier Wirkungs- 
linien der einen Regelschar einer Regelfläche zweiten Grades an. 
Wenn fünf Kräfte im Gleichgewichte sind, gehören ihre Wirkungs- 
linien einer linearen Strahlenkongruenz an, und wenn sechs Kräfte 
im Gleichgewichte sind, gehören ihre Wirkungslinien immer zu dem- 
selben linearen Komplex. Die analytische Bedingung hierfür wird 
durch das Verschwinden der folgenden Determinante?) gegeben: 








Key RE ZERTIEENTEEONS 
Ne Ye ZA TDNENEN: 
Xi Sys ZU EMIREN: 
X WEEZE SEMIREN: 
KBY ANZ IMIEN. 
XTY, SZASTRSSMELN. 


Den vorletzten der vorstehenden Sätze kann man auch so 
formulieren: Wenn zwei gerade Linien vier von den fünf Wirkungs- 
linien treffen, so schneiden sie auch die fünfte. Solche zwei reelle 
Linien brauchen aber nicht notwendig vorhanden zu sein, und 
wenn sie es nicht sind, versagt das Kriterium. Man kann aber auch 
eine Beschreibung von der gegenseitigen Lage der fünf Wirkungs- 
linien geben, die von einem jeden Imaginärwerden unabhängig ist. 
Z. B. kann man eine beliebige der fünf Linien, p, herausgreifen und 
mit den übrigen vier paarweise durch eine Regelfläche zweiten Grades 


1) Charakter und Bedeutung dieser Determinante sind von Walton unter- 
sucht worden, Quarterly Journal, vol. 4, p. 252. 
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verbinden. So erhält man zwei Regelflächen, die zusammen alle fünf 
Linien enthalten und sich in einer derselben schneiden. Sie durch- 
schneiden sich dann notwendig noch in einer zweiten, zur ersten 
windschiefen, reellen geraden Linie p'. (Die beiden Leitlinien der 
Kongruenz, welche den zwei Regelflächen als zwei alle fünf Wirkungs- 
linien treffende Strahlen außerdem gemeinsam sein müssen, übergehen 
wir jetzt, da sie auch imaginär werden können.) Es ergibt sich so: 
Greifen wir eine der fünf Wirkungslinien heraus und teilen die 
übrigen vier in zwei Paare ein, ziehen wir dann durch einen be- 
liebigen Punkt der ersten Linie die Strahlen Z und !’, welche die 
Linien je eines Paares treffen, so geht die Verbindungsebene dieser 
beiden Strahlen /, !’ immer durch eine und dieselbe gerade Linie p’ 
hindurch, wie auch der Punkt auf der ersten Wirkungslinie an- 
genommen werden mag. Diese gerade Linie p’ haben die beiden 
Regelflächen gemein, und sie wird auf beiden Flächen von jedem 
Strahl der anderen Regelschar geschnitten. Die Strahlen 7 und !' 
gehören aber, der eine auf der einen, der andere auf der anderen 
Regelfläche, der Regelschar an, die p’ nicht enthält, und da sie 
deshalb beide p’ schneiden, muß ihre Verbindungsebene durch p’ 
hindurchgehen, was die Behauptung war.') 

Wir wollen nun zu den Wirkungslinien der » Kräfte, deren 
Größen wir mit R,, R,... R, bezeichnen, eine beliebige Bezugslinie 
einführen. Wir nennen d, ihren kürzesten Abstand von der go‘ 
Wirkungslinie und @, den Winkel, unter dem sie diese kreuzt. Dann 
ist die erste Bedingung des Gleichgewichts, daß die algebraische 
Summe der Projektionen aller v Kräfte auf die angenommene Bezugs- 
linie verschwindet. Diese Bedingung führt zu der Gleichung: 


(5) DR c089,— 0. 


Die zweite Bedingung ist die, daß das Moment des Kräftesystems 
für die Bezugslinie verschwindet, und wird durch die Gleichung ge- 


geben: 
(6) DR, d,sin p, = 0. 


Wir wählen insbesondere für die Bezugslinie die 6 Wirkungslinie 
und schreiben dann 9. für 9, und d,s für d,, wobei zu beachten 
ist, daß 9s=0 und des=0 wird. So erhalten wir statt der 
vorhergehenden beiden Gleichungen die folgenden: 


(7) DR, COS Po = 0, DR doc SMPo = 0a (lan 





1) Man vgl. auch den kleinen Aufsatz von Chasles, Comptes Rendus, t.52, 
1861, p. 745, in dem er die geometrischen und kinematischen Beziehungen 
zwischen Kräften, die im Gleichgewicht sind, auseinandersetzt. 
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Wir führen der Einfachheit halber die abkürzende Bezeichnung ein: 


| (8) dgo Sin 990 — (00),') 
wobei (06)=(6e) wird [vgl. S.50 oben], und schreiben dann die 
zweite der Gleichungen für o=]1, 2... v ausführlicher: 


DB AB en Re 
(Ta) (21)R+(23)B, ++ @v)B—0 
OR WORT = 


Durch Elimination von R,, R,....R, aus diesen Gleichungen?) folgt: 
(02) RD), 
wenn: 
02 A2ERBern) 
(9) 7 DIT E0TEDaTrEN2r) 





GIER BEI 

gesetzt wird.?). Wir bezeichnen noch mit D,, die Unterdeterminante 
dieser Determinante D, die dem o'®* Elemente der g*°" Zeile adjungiert 
ist. Mit Hilfe dieser Unterdeterminanten ist es dann leicht, die Auf- 
lösung der Gleichungen (7a) hinzuschreiben. Von diesen Gleichungen 
wird infolge der Bedingung D=0 eine überzählig. Lassen wir 
z. B. die erste von ihnen weg, so ergibt sich nach den allgemeinen 
Regeln für die Auflösung homogener linearer Gleichungen: 


et DD 
Ebenso ergibt sich bei Weglassung der zweiten Gleichung: 
| Ari DD. 
Da aber die Determinante D symmetrisch ist, d.h. (0o0)=(6e), 


wird auch D,.= Ds., Insbesondere D,,—= D,,.. Wenn wir demnach 
die vorstehenden Proportionen miteinander multiplizieren, ergibt sich: 


RB’: Ry= D,:Da; 
und wir können das Lösungssystem der Gleichungen (7a) schreiben: 


(10) Ri: Reh, 2 = VDE:V DEV Der aD 


1) Diese Größe heißt nach Cayley (Comptes Rendus, t. 61 (1865), p. 829, 
Collected Papers V, p. 542) das Moment der beiden Linien. Diese Bezeichnung 
ist mit der unsrigen identisch, wenn man Linie und Liniengröße von der Länge 1 
identifiziert. 

2) Dieselben rühren von Spottiswoode her, Comptes Rendus, t. 66 
(1868), p. 97. 

3) Dies hat schon Sylvester gefunden, Comptes Rendus, t. 52 (1861), p. 815. 
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Im Falle v—=4 wird die Gleichung D= 0: 
(11)  vaHıa + ven) + ya) LE - 0. 


Wenn man diese Gleichung rational macht, ergibt sich in der Tat 
dasselbe, als wenn die Determinante D fürv = 4 ausgerechnet gleich 
Null gesetzt wird. Da die vier Wirkungslinien nur der Bedingung 
unterliegen, daß sie der einen Regelschar einer Regelfläche zweiten 
Grades angehören, muß für vier solche Linien die Gleichung (11) 
immer erfüllt sein. In dem vorliegenden Falle wird die Proportion (10): 


(12) R: R,: R,:R,=Y(23)(34)@2):y(@&4) (41) (13) 
:VEHAHCH:VEHEN. 


Diese Darstellung hat schon Moebius gefunden. Ir Es folgt aus 
derselben z. B.: 








R,R, (12) = R,R, (34) 
oder: 
(13) RR, d,, sin 99 — R,.R,d,,sin 95, 


Diese Gleichung hat aber folgende Bedeutung: Stellen wir die 
vier im Gleichgewicht befindlichen Kräfte durch Strecken 
auf ihren Wirkungslinien dar und teilen diese vier Strecken 
irgendwie in zwei Paare ein, dann werden die beiden 
Tetraeder, welche die Strecken jedes der beiden Paare als 
zwei Gegenkanten bestimmen, einander an Volumen gleich. 
Dieser Satz rührt von Chasles her. Es ist derselbe Satz, der früher 
am Einde des siebenten Kapitels gegeben ist, da irgend zwei der vier 
Kräfte dieselbe Dyname ergeben wie die unrigen A wenn man 
deren Richtung umkehrt. 

Wir können im Falle von vier Kräften die Größe derselben 
auch aus den ersten der Gleichungen (7) berechnen, die Sa jetzt 
schreiben: 

R,+ 608 95, + 608 93, + 608 9 „RR, =, 


14) CS ph, + R,+ cos I + 608 9,2, =, 
COS ph, + COS pa R, + R,+ 608 9,R, =, 
copy, + COS pa, + COS PR, + R,—=V\. 


Diese Gleichungen sind genau ebenso wie oben die Gleichungen (7a) 
aufzulösen. Dabei ist aber zu beachten, daß z. B. die Determinante 





1) Cayley hat (Comptes Rendus, t. 61, p. 830, Papers V, p. 543) die all- 
gemeine Bedeutung dieser Gleichung dahin erklärt, daß für vier Strahlen, die 
ihr genügen, die beiden sie alle treffenden geraden Linien zusammenfallen oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, daß jede von ihnen die durch die übrigen drei 
bestimmte Regelfläche berührt. Daß die vier Strahlen einer Regelschar angehören, 
ist eine weitergehende Spezialisierung. 2) Lehrbuch der Statik I, $ 103. 


Timerding, Geometrie der Kräfte. 9 
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1 COSPs COS QPıs5 
COS P51 1 COS Py5 |, 
OS Pe 05 1 


die hier die Stelle des D,, vertritt, eine einfache geometrische Be- 
deutung hat. Sie ist nämlich gleich dem Quadrate des Sinus der 
räumlichen Ecke, welche die Richtungen der drei ersten Wirkungs- 
linien bestimmen. Wenn für den Augenblick die Richtungskosinus 
dieser drei Linien mit 


en N &5 En Merl nee AgsPks 


bezeichnet werden, so läßt sich der genannte Sinus definieren durch 


die Gleichung: 


5, N & 
sin(23)=- & % &|. 
ER | 


Erheben wir die linke und rechte Seite dieser Gleichung ins Quadrat, 
so entsteht nach einer bekannten Rechenregel für Determinanten: 


& ir N 33 &° | tn Net 51% 5, &, + NNs+ 516 
sin (123)? = 585, +94 di Ir Ar N u 6 &, I Nanst 
8, ++ 55 E84 na + 56a 2% ar ne ER 6 | 
Die auf der rechten Seite stehende Determinante ist aber, da: 
tete el Et mm + Si = C05P, USW. 


wird, mit der vorher angegebenen Determinante identisch. So er- 


halten wir als Lösung der Gleichungen (14): 
(15) Ru: RB: R,: R, = sin (234) : sin (341) : sin (412) : sin (123). 
Für das Quadrat des sin (123) bekommen wir nach einer Formel 


für die Beziehung einer Determinante zu der aus ihren Unter- 
determinanten gebildeten Determinante die weitere Gleichung: 





Malz Ne 5 er 3 — 55 
sin(l23) | ni Cie ea 
mon 8b 8a — Em 
Betrachten wir aber die körperliche Ecke, welche drei zu den 
drei Wirkungslinien normale Ebenen bilden, und nennen 
EM Ge are, Sa 5 N be 
die Richtungskosinus der Kanten dieser Ecke, so numeriert, daß die 


erste der Kanten zu der zweiten und dritten Wirkungslinie normal 
ist usw., dann finden wir, da: 
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Vn&— 368)" key ich I AN LE FRE E38)” = SIN Py5, 
V(ns & fe es ar (“ &, EIS cı u an (esTı, 207 ee) — sin YP51) 
Yin en ling es 7)’ = Sin pa, 











daß: 
E'— REEL RE 4 BEN Eis, ı__ $2s— &s 
1 SID @y3 ı SID Pg5 1 Sin p,5 
USW, 


wird, mithin erhalten wir für den Sinus der von den drei Ebenen 


gebildeten räumlichen Ecke [123]: 


Em & in(123)? 
. DT ! f ! Lan ER ARUNI ET RE 
(16) sin[ 123] = 2 2 "" sin Pa3 sin De sın PL 
na ag 


Denkt man sich den hieraus folgenden Wert von sin(123) und die 
entsprechenden Werte von sin(234) usw. in die Proportion (15) ein- 
gesetzt und vergleicht die sich so ergebenden Verhältniswerte von 
R,?,. Rs’... mit den durch (12) gegebenen, so wird z. B.: 


(23) (34) (42) (34) (41) (13) 


sing,, SinY,, sing,, sin[234] sin P5, Siny,, Sing,, sin[341] : 
und wenn wir die Werte der Symbole (23), (34)... gemäß (8) ein- 
setzen, vereinfacht sich diese Gleichung zu: 
ps de, A Asds : 
sin [234] sin[134] 

















So sieht man, daß: 
(17) d,5dı;d,,sin[234] = dy,d,,dzı sin| 341] 
— (ds4d5,5,51n|412] = di, dus di, sin [123] 


ist, und aus dem Vergleich dieser Formel mit der Formel, die auf 
vierfache Art dasselbe Tetraedervolumen darstellt, ist zu erkennen, 
daß wenn die Kanten eines Tetraeders an Länge gleich 
den kürzesten Abständen der vier Wirkungslinien gemacht 
werden, die Sinus der räumlichen Ecken dieses Tetraeders 
proportional sind den Sinus der räumlichen Ecken des 
Tetraeders, dessen Seitenflächen normal zu den Wirkungs- 
linien sind. Gleichzeitig werden die in den Linien wirkenden 
Kräfte nach einem früher gefundenen Satze an Größe proportional 
den Seitenflächen des letzteren Tetraeders. 


9* 
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Zehntes Kapitel. 


Die Ballschen Schrauben. 


Die Dynamen, welche wir im siebenten Kapitel eingeführt haben, 
stehen in einer durchgehenden Analogie zu den momentanen Be- 
wegungen oder Schraubungen. Diese Analogie ist als die unmittel- 
bare Erweiterung derjenigen anzusehen, die sich zwischen trans- 
latorischen und rotatorischen Liniengrößen ergibt. Eine Dyname wird 
nämlich durch einen Ausdruck von folgender Gestalt gegeben: 


1) A=X[0i] +Y[0j] + Z[0k] + L[jk] + M[ki] + Nfjj]. 
Diesem steht der analoge Ausdruck gegenüber: 
2) E=p[JK]J+gq[KL +r]1IJ] + ull2] + v[J2] + w[K2], 


in dem die binären Produkte der Punkteinheiten durch die binären 
Produkte der Ebeneneinheiten ersetzt sind. Diese Ausdrücke sind 
von denen für die beiden Arten von Liniengrößen nur dadurch 
unterschieden, daß die Bedingungen: 


XL+YM+ZN=0 und pu+qgv+rw=0 


in Wegfall kommen, sie sind also als die unmittelbare analytische 
Erweiterung dieser Liniengrößen anzusehen. Wir wollen für den 
Augenblick in Rücksicht auf die völlig übereinstimmende analytische 
Darstellung die kinematischen und dynamischen Begriffe mit den ent- 
sprechenden geometrischen Begriffen direkt identifizieren, also eine 
Kraft mit einer translatorischen Liniengröße, eine momentane Drehung 
mit einer rotatorischen Liniengröße für gleichbedeutend halten, was 
sie in Wirklichkeit nur dann sind, wenn wir die Kraft direkt als 
Strecke geben und bei der Messung des sehr kleinen Ebenenwinkels eine 
unendlich kleine Einheit verwenden, die den Charakter einer Zeit hat. 
Es ist hierbei also eine Konvention über die zugrunde gelegte Ein- 
heit und eine Abstraktion von deren spezifischer Eigenart nötig.') 
Wir können unter diesen Voraussetzungen den Ausdruck E als 
die Darstellung einer Schraubung ansehen und ihn, um ein neues 
Wort zu sparen, direkt als eine Schraubung bezeichnen. So tritt 
er dem Ausdrucke A, der eine Dyname bedeutet, als dualistisch ent- 
sprechender Ausdruck gegenüber, genau ebenso wie früher der 
translatorischen die rotatorische Liniengröße gegenübergestellt wurde. 


1) Die Bedeutung der Einheiten für die Charakterisierung einer Größenart 
hat F, Klein in der $. 58 Anm. zitierten Arbeit hervorgehoben. 
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Diese Gegenüberstellung läßt sich auf eine einfache Darstellungs- 
form bringen, wenn wir die auf 5. 57 verwendete Bezeichnung der 
Einheiten benutzen. Danach haben wir zu setzen: 


(a) NEXT EMI EN? 

(2a) E = plitglitrlt+uli+vli+ wit. 
Bei dieser Bezeichnung liegt es nahe: 

(3) Ar E 


zu setzen, wenn: 
(4) X=p, Y=q, Z=r, L=u, M=v N-w 


ist. 
Hiernach wird [A|E] das Produkt der zwei Dynamen: 


(1a) A=Xi+Yj+ZE+Li+Mi+N#, 
(5) E=pi+gqgji+rf+u+vji+wi 


Dieses Produkt besteht aus der Größe e und einem Zahlfaktor. Den 
Zahlfaktor wollen wir schreiben A|E und finden dann: 


(5) AlE=Xu+Yv+Zw+Lp+Mg+Nr. 


Die Bedeutung dieses Ausdruckes ist von früher her bekannt, er 
stellt die Arbeitsleistung eines Kräftesystems, das zu der Dyname A 
gehört, bei der Schraubung E dar. Er ist, da diese Arbeitsleistung 
sich ursprünglich als eine Summe von inneren Produkten ergibt, 
notwendig ein Skalar erster Art. 

Um die durch die Gleichungen (4) gegebene Zuordnung zu ana- 
lysieren, legt man am einfachsten die 2-Achse in die Achse der 
Schraubung, dann wird unter Anwendung der früheren Bezeichnungen: 


(6) Deere n u-(0lv-(, w=®, 


Die z-Achse wird gleichzeitig die Zentralachse der zugeordneten 
Dyname, und wir haben zu setzen: 


N ERETEOSMZOo NS 


Die Schraubung ist zerlegt in die Drehung mit der Winkel- 
geschwindigkeit o um die Schraubenachse und die Gleitung mit der 
Geschwindigkeit ® längs dieser Achse. Die Dyname ist erzeugt durch 
eine Einzelkraft R in der Zentralachse, d. h. der 2-Achse, und ein 
Kräftepaar vom Moment S in der zy-Ebene oder einer dazu parallelen, 
d. h. zur Zentralachse normalen Ebene. . 

Es muß also bei der in Rede stehenden Zuordnung erstens die 
Achse der Schraubung mit der Zentralachse der Dyname zusammen- 
fallen, zweitens der Sinn der Drehung um die Schraubenachse mit 
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dem Sinn der Einzelkraft in der Zentralachse der Dyname gleich- 
stimmig sein und ebenso der Sinn der Gleitung längs der Schrauben- 
achse mit dem Drehungssinn des zu der Dyname gehörigen Kräfte- 
paares, endlich muß drittens die Translationsgeschwindigkeit dem 
Moment des Kräftepaares und die Drehgeschwindigkeit der Größe 
der Einzelkraft gleich sein. 

Die Zuordnung setzt also eine Konvention über das Entsprechen 
von Drehungs- und Richtungssinn voraus, die wir uns so getroffen 
denken, daß für einen aufrecht in den Richtungssinn gestellten 
Beobachter der Drehungssinn entgegen dem Uhrzeiger ist. Die Zu- 
ordnung setzt ferner voraus, daß die Zeit- und Längeneinheiten ein 
für allemal festgelegt sind, und wenn man sich die Kräfte nicht 
sogleich als Längen gegeben denkt, auch eine Festsetzung über die 
Beziehung von Krafteinheit und Längeneinheit. Diese letztere Fest- 
setzung läßt sich vermeiden, wenn man die Koordinaten der Dyname 
und der Schraubung nicht unmittelbar einander gleich setzt, sondern 
einander proportional annimmt. Die Verschiedenheit der zugrunde 
liegenden Einheiten kann dann in den Proportionalitätsfaktor hinein- 
gelegt werden. Die durchgängige Analogie zwischen Dynamen und 
Schraubungen, die aus der angegebenen Zuordnung folgt, bleibt auch 
.bei dieser veränderten Form der letzteren erhalten. 

Statt nun aber die Koordinaten der Dyname und der Schraubung 
einander direkt proportional anzunehmen, kann man sie auch den 
Koordinaten einer dritten, analogen Größe proportional setzen. Diese 
dritte Größe muß, soweit nur das Geometrische in Frage kommt, 
den Charakter der mit ihr in Beziehung gesetzten Größen, der 
Dynamen und Schraubungen, besitzen, dagegen kann man voraus- 
setzen, daß alles nicht Geometrische, das Dynamische oder Kine- 
matische, von ihr abgestreift ist. Dieses geometrische Gebilde erscheint 
dann als der gemeinsame Träger der Dyname und der Schraubung, 
und dieser geometrische Träger ist es, den Sir Robert St. Ball als 
Schraube bezeichnet hat.!) 

Wir können ihn durch seine Koordinaten »p, 4, t, 1,0, Ww ein- 
führen, mit denen die Koordinaten der Dyname und der Schraubung 
in folgender Weise zusammenhängen sollen: 


() X=Rp, Y=Rg, Z=Rr L=-Rı, M=Rv, N=Rv, 
()) p=op, q=09, r=otr, uU=ol, v=-o), w=on. 


R ist hierbei die resultierende Einzelkraft der Dyname, ® die Winkel- 
geschwindigkeit der in der Schraubung enthaltenen Rotation. Da: 


1) Zuerst in der am 13. Nov. 1871 der irischen Akademie überreichten 
Arbeit The Theory of Screws (Transactions of the Roy. Ir. Acad. vol. 25, p. 137). 
Alle früheren Untersuchungen Balls sind zusammengefaßt in dem Werke Theory 
of Screws, Cambridge 1900. 
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(10) R=-yXıY HZ o=yp+rg+r 
ist, muß: 

(11) Pe el 
werden. Wenn wir nun die geometrischen Bestimmungen zusammen- 
suchen, welche die sechs Werte p, q... involvieren, so sind dies: 


erstens eine bestimmte gerade Linie, welche die Schraubenachse der 
Schraubung oder Zentralachse der Dyname bildet, zweitens ein 
bestimmter Richtungs- oder Drehungssinn, der mit dieser geraden 
Linie verknüpft ist, was beides infolge der Zuordnung von Richtungs- 
und Drehungssinn auf dasselbe "inauskommt, endlich drittens ein 
bestimmter Parameter!), der ‚ener geraden Linie beigeschrieben 
wird. Denn »,gq... lassen sich auch als die Koordinaten einer 
Schraubung ansehen, für die = 1 wird. Die Translationsgeschwin- 
digkeit 9—=% dieser Schraubung ist dann der in Rede stehende 
Parameter, dieser wird also gegeben durch den Ausdruck: 


(12) k=up+dg+ wr. 


Er ist der Parameter irgendeiner Dyname oder Schraubung, welche 
zu der Schraube gehört. 

Der Wichtigkeit des Gegenstandes wegen wollen wir uns den 
Gedanken, welcher der Zinführung der Schrauben zugrunde liegt, 
noch auf die folgende Weise klarmachen: 

Es liegt nahe, die Achse einer Drehung als den Träger der 
Drehung zu bezeichnen. Ebenso kann man auch von dem Träger 
einer Kraft sprechen. Denn soweit es sich nur um statische Äqui- 
valenz handelt, kann der Angriffspunkt einer Kraft auf einer geraden 
Linie, deren Richtung mit der Richtung der Kraft zusammenfällt, 
beliebig gewählt werden, und diese Linie nennen wir den Träger der 
Kraft. Soll nun aber Kraft oder Drehung durch die Angabe eines 
einzigen positiven oder negativen Zahlwertes, der dem Sinne und der 
Größe nach die Kraft oder die Drehung festlegt, völlig bestimmt 
sein, so darf der Träger nicht als einfache gerade Linie, sondern 
muß mit einem bestimmten Riehtungs- oder Drehsinn behaftet ge- 
geben sein. Beides können wir auf Grund der getroffenen Konvention 
über Zuordnung von Richtungs- und Drehsinn als gleichbedeutend 
ansehen, denn wird eine Kraft mit einem bestimmten Richtungssinn 
positiv gerechnet, so gilt Gleiches auch für eine positive Drehung 
um die mit diesem Richtungssinn genommene Linie der Kraft. 





1) Bei Ball „pitch“. Italienische Autoren sagen „passo“. Fiedler hat 
(Geometrie und Geomechanik) den Ausdruck „Pfeil“ vorgeschlagen. Es ist aber 
wohl am besten, der alten Plueckerschen Bezeichnung „Parameter“ treu zu 
bleiben. 
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Handelt es sich nun nicht um eine einfache Drehung, sondern 
um eine Schraubung, so ist diese bestimmt durch die mit einem be- 
stimmten Richtungssinne behaftete Schraubenachse, die in diesem 
Sinne positiv, im entgegengesetzten Sinne negativ gerechnete Trans- 
lationsgeschwindigkeit # längs der Achse und die in dem Sinne ent- 
gegen dem Uhrzeiger positiv, mit dem Uhrzeiger negativ gerechnete 
Drehungsgeschwindigkeit © um die in dem bestimmten Sinne an- 
genommene Schraubenachse. Der Parameter: 


(13) Rn 
ist dann positiv, wenn die Schraubung eine Rechtsschraubung, und 
negativ, wenn sie eine Linksschraubung ist. Sondern wir nun die 
Drehungsgeschwindigkeit ab, so ist das, was übrigbleibt, die in 
bestimmtem Sinne genommene Schraubenachse zusammen mit dem 
Schraubenparameter %k, in dem Ballschen Sinne eine Schraube. Diese 
Schraube ist der Träger der Schraubung, die Schraubung geht aus 
ihr hervor durch Hinzunahme der Winkelgeschwindigkeit ®, die nach 
der angegebenen Weise positiv oder negativ zu rechnen ist. Die 
Winkelgeschwindigkeit der Schraubung wollen wir gelegentlich ihre 
Amplitude nennen. 

Die Schraube ist aber gleichzeitig der Träger einer Dyname, 
deren Zentralachse mit der Schraubenachse zusammenfällt, und für 
welche: 

(14) => 

wird, indem R die Größe der in der Zentralachse wirkenden Einzel- 
kraft und S das Moment des zugehörigen, zu der Zentralachse senk- 
recht gestellten Kräftepaares oder, was dasselbe ist, das Moment der 
Dyname für die Zentralachse bezeichnet. Hierbei ist R positiv oder 
negativ zu rechnen, je nachdem die Richtung der Resultante mit 
dem der Schraubenachse gegebenen Richtungssinn übereinstimmt oder 
nicht, und 5 positiv oder negativ, je nachdem der Drehungssinn des 
Kräftepaares für die Richtung der Schraubenachse positiv oder negativ 
ist. Ist die Schraube gegeben, so geschieht die Festlegung einer 
Dyname in dieser Schraube durch die Angabe eines einzigen 
Zahlwertes, nämlich der resultierenden Einzelkraft eines die Dyname 
repräsentierenden Kräftesystems, kurz gesagt, der Resultante der 
Dyname. Das Vorzeichen des Zahlwertes hat bestimmte Bedeutung, 
dieser zeigt die Dimensionen und den Charakter einer dynamischen 
Größe, während durch das Hinzutreten einer kinematischen Größe 
eine Schraubung in der Schraube festgelegt wird. So erscheint 
die Schraube in der Tat als die Absonderung des geometrisch Ge- 
meinsamen, das in den Schraubungen und Dynamen steckt, während 
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deren Verschiedenheit in dem Charakter der noch hinzukommenden, 
nicht geometrischen Größe zutage tritt.‘) 

Dies ist auch analytisch klar, denn nach den Gleichungen (8) 
und (9) bekommen wir die Koordinaten der Schraube aus denen 
einer zugehörigen Schraubung durch die folgenden Gleichungen: 


15) pen g-n tı-n = 0-0, D-- 


und aus den Koordinaten einer Dyname durch die Gleichungen: 


X RG Z L M N 
(16) pr-n =» Werk Mn? in U: 


Der in der zugrunde liegenden Einheit zum Ausdruck kommende 
Charakter der betreffenden Größe verschwindet also beim Übergang 
zu der zugehörigen Schraube, da durch eine gleichgeartete Größe 
durchdividiert wird. 

Wenn wir die Schrauben durch einen symbolischen Ausdruck 
darstellen wollen, so können wir hierfür eine Dyname, deren 
Resultante R—=]1, wählen, wobei wir uns nur klar sein müssen, daß 
den Koeffizienten in diesem symbolischen Ausdrucke jede kinematische 
Bedeutung fehlt. Wenn wir sie aber durch andere Lettern be- 
zeichnen, ist eine Verwechslung wohl kaum möglich. Wir nehmen 


daher: 
(17) s—=p[0i] + g[0j] + [Ok] + u[ljk] + v[ki] + w[ij]) 
wobei: 
p? er g? + = 1. 


Die Koordinaten der Achse dieser Schraubung werden dann durch 
die Proportion gegeben: 


(18) £:Yy:z:lsmın=p:g:r:zu —kp:v — ka:w— kı, 


wobei: 


k=up +0dg + mr. 


Wird k=0, so reduziert sich die Schraube auf eine gerade 
Linie, die mit einem bestimmten Richtungssinn und einem damit 


1) Die Ausdrücke Balls sind wrench für Dyname und twist für Schraubung. 
In Deutschland scheinen die im Text gebrauchten Bezeichnungen sich dauernd 
einbürgern zu wollen. Für Schraubufg sagten die ersten deutschen Autoren, 
die über Schraubentheorie schrieben, „Windung‘“. Doch hat dieses Wort bereits 
eine abweichende Bedeutung, während „Schraubung‘“ durchaus unmißverständ- 
lich und klar ist. Das exotische Wort Dyname, das Plücker eingebürgert hat, 
drückt die größere Abstraktion, die in diesem Begriffe gegenüber dem der 
Schraubung liegt, m. E. recht glücklich aus. 

2) Vgl. Hyde, The directional theory of Screws, Annals of Math. IV, 1880, 
p. 137, Everett, Messenger of Math. Vol. 4, 1874, p. 36, 135. 
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gleichstimmigen Drehungssinn behaftet ist. Wir wollen dann von 
einer Nullschraube sprechen. Die zugehörigen Schraubungen redu- 
zieren sich auf einfache Drehungen, die zugehörigen Dynamen lassen 
sich durch eine Einzelkraft repräsentieren. 

Fragen wir nach der Schraube, die zu einer Translation gehört, 
so hat man in den Gleichungen (15) p, q, r unendlich klein werden 
zu lassen, aber so, daß ihre Verhältnisse bestimmt bleiben. Dann be- 
halten p, q, tr endliche Werte, u, vd, w dagegen werden unendlich 
sroß, doch so, daß sie den Richtungskosinus der Translation pro- 
portional bleiben. Eine jede (reelle) Schraube, für die der Parameter: 


s=up+bg+ vr 


unendlich wird, ergibt eine solche Translation, da infolge der Be- 
dinsung PP +qQ?+r?=1 p, q, r nicht unendlich werden können. 
Wir wollen diese Schrauben als die singulären Schrauben be- 
zeichnen. Ihre Achse ist nicht mehr eindeutig festgelegt, vielmehr 
nur der Richtung nach gegeben. 

Sind: 

Io mp DT UL ER EEE 

ED Ist p[oi] + [05] + WOK] + ak] + Vi] + wi] 
irgend zwei Schrauben, so wollen wir den durch ihre Multiplikation 
hervorgehenden Ausdruck: 

(20) yaßdxrd'=pl+gV +rw+ up + og’ + wr 
mit einem von Lord Kelvin herrührenden Worte als ihre Kon- 
kurrenz bezeichnen, während Ball hierfür die Benennung „virtueller 
Koeffizient“ gebraucht. Wenn die Konkurrenz verschwindet, nennen 
wir die Schrauben korreziprok.!) 

Den geometrischen Ausdruck für die Konkurrenz zweier 
Schrauben können wir leicht ableiten, wenn wir die Achsen der 
beiden Schrauben einführen. Bezeichnen x, y, , I, m, n und r', y, 
3, (', m’, n’ die Koordinaten zweier Liniengrößen von der Länge 1, 
die in diese Schraubenachsen fallen, und sind %k, %' die Parameter der 
beiden Schrauben, so wird: 


a en 

ar 1% Ne Y, Ye 2 (— m k'y, m'—= Der k'a', m w' — k'r. 
Ist aber d der kürzeste Abstand der beiden Schraubenachsen, @ der 
Winkel, unter dem sie sich kreuzen, positiv gerechnet, wenn der 


1) Der Ausdruck reziprok (reciprocal), den Ball verwendet, steht nicht in 
Einklang mit der Bedeutung, die dasselbe Wort in der projektiven Geometrie 
hat. Wir ziehen daher das Wort korreziprok vor, das der Ballschen Bezeichnung 
nahe verwandt ist und sich gleichzeitig der üblichen geometrischen Terminologie 
besser anpaßt. 
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Übergang von der mit dem richtigen Sinne genommenen ersten 
Achse zu der ebenso genommenen zweiten Achse eine Links- 
schraubung um die gemeinsame Normale bedeutet, so wird: 


Um Hy" ++ my +ny=dsing. 


Setzt man hierin die obenstehenden Werte der Koordinaten ein und 
beachtet noch, daß: 


ve ty +3 pr +ay+ri= cosp 


ist, so erhält man sofort: 
(21) y=(k+k')cosp +dsing. 


Dies ist der gesuchte Ausdruck für die Konkurrenz der beiden 
Schrauben.!) Wenn er verschwindet, sind die Schrauben korreziprok. 
Man sieht sofort, daß dies u.a. eintritt, wenn = —kund d=0 
oder g=(0. Zwei Schrauben mit entgegengesetzt gleichen 
Parametern sind korreziprok, wenn ihre Achsen sich 


schneiden oder parallel sind. Ferner wird y=0 für 9-- 
und d=(0. Zwei Schrauben mit beliebigen Parametern sind 
korreziprok, wenn ihre Achsen sich rechtwinklig schneiden. 

Wenn wir nun von einer fest gegebenen Schraube & ausgehen, 
deren Koordinaten wir mit B, DO, R, U, B, W bezeichnen, so ge- 
nügen die Koordinaten p, q, rt, u, d, w aller der Schrauben 8, 
die zu dieser Schraube korreziprok sind, einer homogenen linearen 
Gleichung: 

Up + Bdga+ Vr+PBı + +ND=0, 


die wir in die kürzere symbolische Form &x$= (0 zusammenziehen 
können. | 

Die Gesamtheit dieser Schrauben bezeichnen wir als ein lineares 
Schraubensystem fünfter Stufe. Wir nennen es von der fünften Stufe, 
weil, wenn 8, 8, 8;, 8,, 8, irgend fünf Schrauben des Systems sind, 
die aber nicht alle einer zweiten linearen Gleichung &'’x8=0 ge- 
nügen, d. h. einem linearen System vierter Stufe angehören dürfen, 
dann jede sechste Schraube 8 des Systems sich in der Form dar- 
stellen läßt: 


(22) = 0,9, OB + 058 0,8, + 955 
Diese eine Gleichung ist nur der abgekürzte Ausdruck für die sechs 


Gleichungen: 


1) Er ist von F. Klein gegeben worden (Math. Ann. Bd. 2, 1870, p. 366). 
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5 5 5 
= x a Tr = D0,00, er Dogte, 
AL 1 1 
5 5 5 
1 1 48% 


in denen Po, Io, Toy Ug, De; Wo (e=1, 2, 3,4, 5) die Koordinaten 
der fünf Schrauben $, bedeuten. Aus diesen sechs Gleichungen geht 
durch Elimination der 6, in der Tat eine einzige homogene lineare 
Gleichung zwischen den Schraubenkoordinaten pP, q.... hervor, wenn 
die Determinanten aus den P,, de, »-. W, nicht verschwinden. Diese 
Determinanten verschwinden aber nur dann allesamt, wenn sich von 
den fünf Schrauben die Koordinaten einer durch die der übrigen 
linear ausdrücken lassen, d. h. wenn die fünf Schrauben einem 
linearen System 4. Stufe angehören, entgegen der Voraussetzung. 
Wir bezeichnen allgemein die Gesamtheit der Schrauben, die 
durch zwei, drei, vier homogene lineare Gleichungen zwischen den 
Schraubenkoordinaten dargestellt wird, als ein lineares Schrauben- 
system vierter, dritter, zweiter Stufe Durch fünf voneinander un- 
abhängige homogene lineare Gleichungen wird eine einzige Schraube 
festgelegt. Sind 8, ... 8, w Schrauben eines linearen Systems 
ut® Stufe, die nicht einem System niedrigerer Stufe angehören, so 
ist jede weitere Schraube $ des Systems in der Form darstellbar: 


(22!) 8—=6,8, +: +6,8u 
Durch die u homogenen linearen Gleichungen: 
(23) tur, 
aus denen man sofort die allgemeine Gleichung: 


(23a) (6,8, +-'-0.8,)x8'=0 oder S8x8'= 0 


(22a) 


ableitet, wird ein lineares System (6 — u)!“ Stufe dargestellt, und die 
Gleichung 8$x8'’=0 zeigt, daß jede Schraube 8' dieses Systems zu 
jeder Schraube 8 des Systems u** Stufe korreziprok is. Zu den 
Schrauben eines linearen Systems u‘® Stufe sind also 
immer die Schrauben eines linearen Systems (6 — u)'* Stufe 
korreziprok, insbesondere ist zu einem System fünfter Stufe eine 
einzige Schraube korreziprok. 

Die linearen Schraubensysteme spielen eine wichtige Rolle bei 
beschränkter Bewegungsfreiheit eines starren Körpers. Wir 
wollen zunächst erörtern, was wir unter diesem Begriffe zu verstehen 


haben.!) 





1) Er ist in seiner allgemeinen Bedeutung durch Lagranges Me&canique 
analytique eingeführt worden. 
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Wir denken uns jede besondere Lage des starren Körpers, dessen 
Dimensionen wieder unbestimmt bleiben und bis ins Unendliche aus- 
gedehnt werden können, durch sechs Parameter fixiert, die wir als 
Lagenparameter bezeichnen. Diese Lagenparameter sollen die Be- 
wegung festlegen, durch die der Körper aus einer bestimmten 
Anfangslage in die gerade vorliegende Stellung gebracht werden 
kann, und zwar denken wir uns die Bewegung zusammengesetzt aus 
einer Parallelverschiebung und einer Drehung um einen im Körper 
festen Punkt, ebenso wie wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
in ein anderes überführen durch eine Parallelverschiebung, die den 
alten Koordinatenursprung an die Stelle des neuen bringt, und eine 
Drehung um diesen neuen Koordinatenursprung. Die Parallel- 
verschiebung wird festgelegt durch ihre Komponenten a, b, c nach 
den Koordinatenachsen. Dies sind dann die Komponenten der Ver- 
schiebung, die ein beliebiger Punkt bei ihr erfährt. Die Drehung 
wird zunächst festgelegt durch die Winkel A, u, v, welche die 
Rotationsachse mit den (ursprünglichen) Richtungen der Koordinaten- 
achsen bildet, und den Rotationswinkel &. Diese Größen aber können 
wir ersetzen durch die drei Parameter: 
(01) 


(24) = tang cosl, P=tang, 


(02) 
cosu, y=tang,-cosv. 
Es folgt dann aus cosA?+ cosu®+ cosv’=1 die Beziehung: 

(24a) e@+Pp°+y?=tang ar 


' Denken wir uns die gerade erreichte Lage als die Anfangslage für 
eine neue Bewegung des Körpers, die, soweit nur ihre Anfangs- und 
Endlage in Frage kommt, wieder durch sechs Parameter «, b', c', 
«, ß', y' gegeben ist, so wird auch die nach dieser zweiten Bewegung 
erreichte Endlage rücksichtlich der zuerst angenommenen Anfangslage 
durch sechs Parameter a,, b,, €, &, ß,, y, fixiert. Während nun die 
durch die Parameter «&, ß, y... gegebenen Drehungen untereinander 
nicht vertauscht werden können, können sie es doch mit den Parallel- 
verschiebungen, so daß man erst die Parallelverschiebungen und dann 
die Drehungen zusammensetzen kann. Nach der einfachen Regel für 
die Zusammensetzung der Parallelverschiebungen ergibt sich demnach: 


(25a) „w=a+tad, ,b=b+b, „=cHde. 


Um auch die Drehungen zusammenzusetzen, haben wir in den 


Gleichungen (37) des dritten Kapitels: 


M N L, L 
He De rue ud u EN TER! 


2 





zu machen und erhalten dann sofort: 
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LEE TERTU 
= ie tRßH N) 
(25b) ß,= P+PR'<rd ter 


 I-WetPR' Hrn) 
Ne kit, 
Lee PR Fry) 
Wir nehmen insbesondere an, die hinzukommende Lagenänderung, 
die durch die Parameter a’, b', c', «', ß', y' festgelegt wird, sei un- 
endlich klein und setzen demgemäß: 





a=udt, V=vöt, d=wöt, d=spdt, B'=5gdt, Yezröt, 


indem wir so zu den für diese unendlich kleinen Bewegungen ein- 
geführten Parametern oder Koordinaten ag Machen wir 
dann entsprechend: 


„=a+da, b,b=b+ob =cH+dc, 
„=er0n A—BroIp rt 0p 


so ergeben die vorigen Gleichungen sofort bei Vernachlässigung des 
unendlich Kleinen höherer Ordnung: 


da=uöt, db=vöt, dc=wölt, 
da=((l + M)p-+(aß+Y)a+ We Nr) % 
= ((eB-)p ++ PYg + (Br +a)r) 
Yy—lwe+ßp + hr J)ga+(l+ Dur 
Aus diesen letzten Gleichungen würde umgekehrt, wenn man noch: 


2 oa? 
(27°) re Bar he 


(26) 


setzt, folgen: 


pdti=o(da—y-0ß+Pß-0y), 

(27) gdt=Hlöß — a-dy+yY:da), 

röot=Ö(dy— P-dea+a-OP). 
Wir nennen nun die Bewegungsfreiheit des starren Körpers 
beschränkt, wenn er nicht mehr jede beliebige Lage annehmen 
kann. Soll diese Beschränkung ihren Ausdruck durch eine analytische 


Gleichung finden, so muß diese Gleichung die Lagenparameter a, b, c, 


«&, ß, y in gegenseitige Abhängigkeit bringen. Sie muß also von der 
Form sein: 


(28) f(a, b, ‚6, ß, Y) =(, 
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wenn durch das Zeichen f irgendeine Funktion der in die Klammer 
gesetzten Größen bezeichnet wird. Durch Variation der veränder- 
lichen Größen in dieser Gleichung folgt aber, da dieselbe für alle 
auRchen Lagen des Körpers erfüllt sein soll: 


0 7 0 0 
29) oa+ Tao + Slsc+ 2Löe ++ 0. 


Setzt man hierin die Werte (26) für die Variationen ein, so wird 
sie von der Form: 


(30) Pu+or-Nw+Up+DYBgq+Vr=0 


Diese Form ist aber allgemeiner als die vorhergehende, denn 
zwischen den Koeffizienten von da, öb... in der Gleichung (29) be- 
stehen bestimmte Beziehungen, wenn man diese Koeffizienten als 
Funktionen der Lage des starren Körpers auffaßt. Also dürfen auch 
die daraus abgeleiteten Koeffizienten B, Q... nicht beliebige Funk- 
tionen der Lage bedeuten, sondern müssen in einer bestimmten Ab- 
hängigkeit voneinander stehen, z. B. muß: 


OR DEI GO 
ee 
sein, damit die Gleichung eine Beziehung zwischen den möglichen 
Lagen des Körpers ausdrückt. Aber auch, wenn die Koeffizienten 
P, D... beliebige Funktionen der Lage des Körpers bezeichnen, 
drückt die Gleichung (30) eine Beschränkung der Bewegungsfreiheit 
des Körpers aus, nur trifft die Beschränkung nicht unmittelbar die 
möglichen Lagen, sondern die möglichen Lagenänderungen des 
Körpers. Eine Kugel, die auf einer Ebene ohne Gleitung rollt, 
kann jede Lage auf der Ebene einnehmen, aber nicht jede Bewegung 
ausführen. Die Gleichungen (28) und (30) repräsentieren deshalb 
zwei verschiedene Formen der beschränkten Bewegungsfreiheit. Die 
erste schränkt die Bewegung für alle Zeit auf gewisse Lagen 
ein, die der Körper allein erreichen kann, die zweite in jedem 
Augenblick auf gewisse Lagenänderungen, die er allein erfahren 
kann. Die erste Form bezeichnet Hertz!) als die holonome Form 
der Bedingungsgleichungen, die zweite Form, die nur in beson- 
deren Fällen mit der ersten zusammenfällt, kann man als die 
allgemeine kinematische Beschränkung der Bewegungsfreiheit 
bezeichnen. Das Wesentliche an jeder von uns betrachteten Be- 
schränkung der Bewegungsfreiheit ist, daß sie keine Einschränkung 
in bezug auf die Geschwindigkeit der Bewegung einschließt. In 
der Tat bleibt die Gleichung (30) ungeändert, wenn u, v... alle in 
demselben Verhältnisse vergrößert oder vermindert werden. Was wir 


1) Die Prinzipien der Mechanik, Werke Bd. 3, p.91. 
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für eine einzige Bedingungsgleichung ausgeführt haben, gilt ungeändert 
auch für mehrere solcher Gleichungen. Ist die Zahl der Gleichungen 5, 
so wird die Bewegung zwangläufig, dem Körper ist seine Bahn 
vorgeschrieben. Die meisten Maschinenteile repräsentieren solche 
Körper. Ist die Zahl der Gleichungen 6 — u, so sagt man, der 
Körper besitzt u Grade der Freiheit.!) 

Wird nur die momentane Bewegung des Körpers in Betracht ge- 
zogen, so spielen in der Gleichung (30) die Koeffizienten ®, DO 
die Rolle von Konstanten. Damit wird die Unterscheidung von 
holonomen und nicht holonomen Bedingungen hinfällig, denn wir 
können sogar eine lineare Gleichung zwischen den Lagenparametern 
ansetzen, die diese momentane Beschränkung der Bewegungsfreiheit 
ergibt. Stellt man aber für die ganze Dauer der Bewegung die 
Gleichung (30) auf, indem man in ihr die Koeffizienten als Kon- 
stanten ansieht, so ist dies keine holonome Beschränkung der Be- 
wegungsfreiheit. Denn führen wir in die Gleichung (30) die Varia- 
tionen der Lagenparameter durch die Gleichungen (27) ein, so 
ergibt sich: 

(31) Poa+ DI +NIc+H Ada +BIB + CH) = 0, 
indem wir zur Abkürzung setzen: 
A=-U-Bp+ By, 
(31a) BH=-B— Uy +Be, 
& = W— Bar+ UP. 
Soll nun Holonomie vorhanden sein, so müssen diese Größen u. a. 
der Gleichung genügen: 
06 u ou 
a et 
Die linke Seite dieser Gleichung ergibt ausgerechnet: 
UWE + BY) 2U+B - Ur + Wo): 2 + (W- Bar +UP)-2W 
- 2(U4+ 84), 
man sieht also, daß die Gleichung nur dadurch befriedigt werden 
kann, daß man zugleich: 


=-0, 3-0, B=0 
setzt. Dann aber wird die Bedingungsgleichung einfach: 


(33) Poa+tDI + NI—=0, 


1) Vgl. Thomson und Tait, A treatise on natural philosophy, 1. Band, 
1. Abschnitt. Hier ist eine sehr anschauliche Schilderung der, beschränkten 
Bewegungsfreiheit mit vielen Beispielen gegeben. 
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woraus in der Tat eine Bedingungsgleichung in endlicher Form: 
(33a) Pa+QDbs+Ne = const. 


folgt, so daß in diesem Falle die Beschränkung der Bewegungsfreiheit 
wirklich eine holonome ist. 

Kehren wir zu dem einfachen Falle zurück, wo es sich nur um 
die momentane Bewegung des Körpers handelt, so verschwindet die 
Scheidung zwischen holonomen und nicht holonomen Bedingungs- 
gleichungen. Dieser Fall liegt vor, wenn der Körper unendlich 
kleine Schwingungen um eine Gleichgewichtslage ausführt. Der 
Untersuchung dieser letzteren ist daher die Schraubentheorie vor- 
nehmlich angepaßt und von den kleinen Schwingungen eines starren 
Körpers aus ist auch Sir Robert Ball auf diese Theorie gekommen. 

Wir nehmen an, der Körper habe u Grade der Freiheit, so 
bestehen 6 — u Bedingungsgleichungen: 


Hierin sind nun u, v... die Koordinaten der Schraubung, in der 
die mögliche momentane Bewegung des Körpers besteht. Führen wir 
die Winkelgeschwindigkeit © =yp?-+q?-+ r? dieser Schraubung ein, 


so werden die Koordinaten ı, d, w...der zu der Schraubung gehörenden 
Schraube durch die Gleichungen gegeben: 





(85) u=ol, v=-od, w=olUl, p=oJ, g=oad, r=or, 


und dadurch reduzieren sich die Bedingungsgleichungen auf die 
folgenden Gleichungen zwischen den Schraubenkoordinaten: 


4a) Bu Ddo+Nvo+Ulp+Bga+Wr=0 (i=1...,6-u). 


Wir finden so: Bei u Graden der Freiheit eines starren 
Körpers sind die möglichen momentanen Bewegungen des 
Körpers als die Schraubungen in den. Schrauben eines 
linearen Schraubensystems u!* Stufe bestimmt. 

Sind p', q’, vr’, u’, dv’, w’ die Koordinaten irgendeiner Schraube 8 
des korreziproken Schraubensystems, so sind dieselben von der Form: 


De B;, De SEINEN. WDR, 
1 1 1 


‚und es wird allgemein: 
(34b) pu+gov+rw+tup+tvg+mr=0 


oder kurz 8'x8 —0. Nehmen wir nun irgendeine Dyname A in 
der Schraube 8, deren Resultante‘R sei, die sich demnach symbolisch 
schreiben läßt: 


Timerding, Geometrie der Kräfte. 10 
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A=Rs', 


und führen für die Schraube $ wieder die Schraubung E = »|$ ein, 
so wird die vorige Gleichung: 


(34c) AlE=(, 
oder, wenn X, Y, Z, L, M, N die Koordinaten der Dyname sind: 
(34d) Xu+Yv+Zw+Lp+Mqa+Nr=0 


Diese Gleichung bedeutet aber nach (5), daß die Arbeitsleistung eines 
diese Dyname ergebenden Kräftesystems bei jeder möglichen Schraubung 
verschwindet. Wir können dann sagen, das Kräftesystem sei in 
Rücksicht auf die Beschränkung, der die Bewegungsfreiheit des 
Körpers unterliegt, im Gleichgewichte, und nennen die Dyname, zu 
der es gehört, eine Reaktionsdyname. Die Schrauben, die zu den 
Schrauben der möglichen Schraubungen korreziprok, sind also die 
Träger der Reaktionsdynamen und bilden ein lineares Schrauben- 
system (6 — u)! Stufe, das die Beschränkung in der Bewegungs- 
freiheit des Körpers ebenso dynamisch darstellt, wie sie das von 
den Schrauben der möglichen Schraubungen gebildete System kine- 
matisch repräsentiert. 

Sind p, q, r, u, d, w die Koordinaten einer Schraube, so sind: 


(35) p= op, q—=00, rT=pt u-ol, y-o0, wow 
die Koordinaten einer Schraubung in dieser Schraube. Sind aber 
p, 9, u, U, du, W; G=1...») die Koordinaten von v Schrauben 
eines linearen Systems u'® Stufe, wobei v < u sein muß, damit die 
Schrauben voneinander linear unabhängig bleiben, dann gehört‘ die 
Schraube einer jeden Schraubung, deren Koordinaten in der Form 
darstellbar sind: 


| u = Do, v = Do, w= Nom, 


zu dem linearen System. Denn wenn p,, 4; .... den Gleichungen des 
Systems genügen, so genügen diesen en auch pa dee 
selbst und nach Division durch die Winkelgeschwindigkeit &® auch 
die Koordinaten pP, q... der zugehörigen Schraube Ist v=u, so 
kann man auf Tree Weise alle Schrauben des linearen Systems 
u‘ Stufe erhalten. Die linearen Schraubensysteme kann man 
also deuten als die Schrauben aller Schraubungen, die sich 
aus Schraubungen in gewissen festen Schrauben zusammen- 
setzen lassen. 


(36) 
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Elftes Kapitel. 
Schraubengeometrie. 


Die Schraubengeometrie, zu der wir jetzt übergehen, und die in 
gewissem Sinne als eine Erweiterung und besondere Ausgestaltung 
der Liniengeometrie anzusehen ist, hat zu ihrem Gegenstande die 
Untersuchung der Schraubensysteme oder analytischen Mannigfaltig- 
keiten von Schrauben.) Ihren ersten Gegenstand bilden natur- 
gemäß die linearen Schraubensysteme, die durch homogene 
lineare Gleichungen zwischen den Schraubenkoordinaten dargestellt 
werden. Wir wollen über diese überhaupt nicht hinausgehen?) und 
zunächst einige allgemeine Bemerkungen über die Art ihrer Behand- 
lung machen. Alle näheren Ausführungen sollen den folgenden 
Kapiteln vorbehalten bleiben, in denen wir die prinzipiell wichtigsten 
linearen Schraubensysteme im einzelnen auf Grund einer möglichst 
einfachen analytischen Darstellung besprechen. 

Zunächst wollen wir hervorheben, daß der Begriff der Schraube 
im engsten Zusammenhange mit dem Begriffe des linearen Strahlen- 
komplexes steht. In der Tat ist der Komplex der Nullinien derselbe 
für alle Dynamen, die zu derselben Schraube gehören. Durch die 


1) Die Schraubentheorie hat Sir Robert Ball in Buchform zuerst 1876 
herausgegeben unter dem Titel: The theory ofScrews. A study in the dynamics 
of a rigid body (Dublin). Auszüge in den Math. Ann., Bd. 9, p.541 und in der 
Nature, Vol.13, p.463. Für die neue Disziplin trat darauf zunächst besonders 
Fiedler ein in der kleinen Schrift „Geometrie und Geomechanik“ (Vierteljahrs- 
schrift der naturf. Ges. Zürich, Bd. 21. 1876). Die Bezeichnung Geomechanik 
für die Mechanik fester Körper hat sich leider nicht eingebürgert. Unter 
Fiedlers Einfluß entstand die Dissertation von Goebel, Die wichtigsten Sätze 
der neueren Statik, Zürich 1877. (Vgl. auch dessen Arbeit in der Zeitschr. £. 
Math. u. Phys. Bd. 25, 1880, S. 281.) Später gab Padeletti im Rendic. della 
R. Accad. di Napoli, vol. 21, 1882 eine kurze Darstellung der Schraubentheorie 
(als teoria delle dinami). Auf Grund des Ballschen Buches von 1876 und einiger 
seither erschienenen Arbeiten veröffentlichte 1889 Gravelius eine deutsche 
Bearbeitung als: Theoretische Mechanik starrer Systeme. Diese Bearbeitung 
ist durch Balls neues Werk antiquiert. In humoristischer Weise gab Ball über 
seine Ziele 1887 in Bd. 36 der Nature Auskunft durch die „dynamische 
Parabel“, die in der Theory of Screws von 1900 wieder abgedruckt ist. Als Be- 
sprechung des Graveliusschen Werkes schrieb Henrici (Nature 62, 1890, 
S. 127) eine knappe, aber originelle und tiefgründende Darstellung des Gegen- 
standes. Inzwischen hat die Schraubentheorie in die Lehrbücher der Mechanik 
Eingang gefunden. Namentlich berücksichtigte sie Schell in der 2. Auflage seiner 
Theorie der Bewegung und der Kräfte, Leipzig 1879, 1880, darauf 
E. Budde, Allgemeine Mechanik der Punkte und starren Systeme, Berlin 1890, 
und neuerdings Webster, Dynamics of particles and of rigid bodies, Leipzig 1904. 

2) Die Theorie der quadratischen Schraubensysteme hat Joly in Angriff 
genommen in einer Abhandlung Trans. of the R. Irish Acad. 324, p. 155. 


10* 
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Schraube ist also dieser lineare Strahlenkomplex bestimmt und um- 
gekehrt, nur der Sinn der Schraube bleibt hierbei unbestimmt, er 
kommt aber bei der Untersuchung der linearen Schraubensysteme 
nicht in Frage, denn mit einer Schraube gehört auch immer die 
entgegengesetzte Schraube, die sich nur durch die Umkehrung des 
Sinnes von der ersten unterscheidet, zu einem linearen System. Für 
die Schraubengeometrie kann man daher direkt eine jede Schraube 
mit ihrer entgegengesetzten Schraube zusammenfallen lassen, d. h. von 
dem der Schraube zugeschriebenen Sinn abstrahieren. Dann aber 
läßt sich die Schraube vollständig durch den zugehörigen linearen 
Strahlenkomplex ersetzen, und an Stelle eines linearen Schrauben- 
systems können wir demnach auch eine lineare Mannigfaltigkeit von 
linearen Strahlenkomplexen betrachten. Die Schraubengeometrie 
würde so direkt zusammenfallen mit der nach einer bestimmten 
Seite hin ausgebildeten Liniengeometrie, welche darauf beruht, daß 
die gewonnenen linearen Gesamtheiten aufs neue als Elemente einer 
linearen Systembildung angesehen werden. Doch ist sicher nicht zu 
leugnen, daß einer solchen Auffassung gegenüber der Begriff der 
Schraube als eines selbständigen Raumelements, nämlich einer mit 
einem Parameter verbundenen Achse, den Vorzug der UL An- 
schaulichkeit und Einfachheit besitzt, 

Die Untersuchung eines linearen Schraubensystems!) führen wir 
nach Balls Vorgange auf die Liniengeometrie zurück, indem wir die 
Betrachtung wesentlich auf die Art, wie sich die Sehr spanseneen 
des Systems im Raume verteilen, beschränken. Dabei werden zu- 
nächst jedesmal die Achsen des Systems mit gleichem Parameter 
zusammengenommen und darauf die Gesamtheit aller überhaupt vor- 
handenen Achsen ins Auge gefaßt. Wir wollen zunächst allgemein 
die Frage beantworten, welches der Charakter der so auftretenden 
Liniensysteme ist. 

Seien die Gleichungen des Schraubensystems in der allgemeinen 
Form gegeben: 


(1) Bu Oo + Nm +Up + Ba Vr= 0 (=1.,,®), 
so führen wir statt der Koordinaten u, d... der Schraube selbst die 
Koordinaten [, m... ihrer Achse ein durch die Proportion: 

(2) l:min:t:y:3=u— kp:v — kqa:w— kripig:r 
oder umgekehrt: 

(2a) uw:v:wip:rger=l+kr:m+ky:n+kza:r:y:3, 

1) Man vgl. auch die Arbeit von A. Grünwald, Ztschr. f. Math. u. Phys. 48, 
1902, p.49 und die frühere Abhandlung von d’Emilio: Gli assoidi nella statica 


e nella cinematica, Atti del R. Ist. Veneto di scienze (6) 3, p. 1135 (1885). Asse 
bedeutet bei d’Emilio Schraube und assoide Schraubensystem. 
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wenn k den Parameter der Schraube bedeutet. Wir erhalten somit 
für die Koordinaten der Schraubenachsen ebensoviel lineare Glei- 
chungen wie für die Schraubenkoordinaten selbst, und diese Gleichungen 
sind von folgender Form: 


2) Bl+Om+Ra tt + Wd)+H Br ++ Rd) 0, 
zu Ihnen tritt noch die identisch erfüllte Relation: 
(4) I +my+n13=0 


hinzu. Sieht man in den Gleichungen (3) nun % als eine ge 
gebene Konstante an, so wird durch sie ein lineares Strahlensystem 
von einer im allgemeinen um 1 niedrigeren Stufe wie das vorliegende 
Schraubensystem dargestellt. Die Achsen der Schrauben von 
gleichem Parameter eines linearen Systems bilden also 
immer wieder ein lineares System.!) 

Fassen wir aber nicht bloß die Achsen gleichen Parameters, 
sondern die Gesamtheit aller Achsen des Systems ins Auge, so müssen 
wir, um die Gleichungen des von dieser Gesamtheit gebildeten 
Strahlensystems zu erhalten, aus den Gleichungen (3) den Parameter % 
eliminieren. Die Zahl dieser Gleichungen erniedrigt sich dadurch 
um 1, während gleichzeitig ihr Grad sich erhöht, so daß wir nicht 
mehr ein lineares Strahlensystem vor uns haben. Den Charakter der 
so auftretenden Strahlensysteme können wir nur von Fall zu Fall 
fortschreitend bestimmen. 

Nehmen wir zunächst den einfachsten Fall, daß nur eine Glei- 
chung vorgelegt, also das Schraubensystem von der 5. Stufe ist. 
Dann kann die jetzt vorhandene einzige Gleichung: 


0) Brom +. +BH+BE+Oy+RD=0 


dazu dienen, um zu den gegebenen Koordinaten [, m... der Achse 
den Wert des zugehörigen Parameters zu bestimmen. Wir finden, 
daß derselbe eine gebrochene lineare Funktion der Linienkoordinaten 
wird, die, wie es sein muß, nur von den Verhältnissen, nicht aber 
den absoluten Werten dieser Koordinaten abhängt. So sehen wir, 
daß jede gegebene gerade Linie des Raumes die Achse einer 
einzigen Schraube des Systems ist. Nur wenn B,O,R=0 
werden, ergibt sich aus (5) eine von % unabhängige lineare Gleichung 


1) Die Dimensionenzahl dieses Systems ist aber nicht immer um 1 niedriger 
als die des zugehörigen Schraubensystems. Dieser Umstand namentlich hat 
Study in seiner Geom. d. Dynamen dazu geführt, die Betrachtung der von den 
Schraubenachsen gebildeten Systeme überhaupt abzutrennen und durch das Wort 
Ketten zu charakterisieren. Seine Untersuchung. geht durch das Hineinziehen 
des Unendlichfernen und Imaginären viel weiter als unsere Betrachtung, es kann 
deshalb auf die Studysche Darstellung in allem verwiesen werden, was im 
folgenden unausgeführt bleibt. 
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zwischen den Koordinaten der Schraubenachsen. Diese Gleichung 
lautet: 

Urer By + atz —(, 
sie bedeutet, daß die Schraubenachsen einer Ebene parallel sind. 
Jede von ihnen ergibt, mit einem beliebigen Parameter k zusammen- 
genommen, eine Schraube des Systems. 

Gehen wir jetzt zu dem linearen Schraubensystem 4. Stufe über, 
so erhalten wir zwei Gleichungen von der Form (3). Bilden wir 
also die Gleichung (3) zweimal, für ©=1 und i=2, und eliminieren 
dann aus diesen zwei Gleichungen den Parameter %, so erhalten wir 
eine Gleichung: | 


(6) Bert aHy+ RB + WB) 
- BEI FRDIBI tr =, 
welche einen besonderen quadratischen Strahlenkomplex darstellt. 


Die Achsen der Schrauben eines Systems 4. Stufe bilden 
also im allgemeinen einen quadratischen Komplex. Nur wenn 


BE+OH- NZ ce Ber + NR H) 
PB: AR: Rec, 


wo c eine Konstante bedeutet, reduziert sich die quadratische Glei- 
chung (6) auf eine lineare Gleichung, nämlich: 


CU -U)r+ eV —-B)y + (RW, W,)3 — 0. 


Diese Gleichung bedeutet wieder, daß die Schraubenachsen des 
Systems einer Ebene parallel sind und somit einen speziellen linearen 
Komplex bilden. 

Werden %,0,%,=0 und B,,0,,0%,=0, so reduzieren sich 
die Gleichungen für die Koordinaten der Schraubenachsen auf: 

Ye +Bz=0 Ur By Vz=0. 

Die bedeuten, daß die Schraubenachsen alle zu zwei Ebenen parallel 
sind, d. h. alle einander parallel sind, und jede von ihnen ergibt, 
mit einem beliebigen Parameter k zusammengenommen, eine Schraube 
des Systems. 


Für ein lineares Schraubensystem 3. Stufe haben wir drei Glei- 
chungen: | 


| Bl+am+ . +B)+kkBe+t ii y+RD=0, 
(7) De + + By rEBE + OH RD =, 
BIe+Om + + BZ) HB + OHR) = 0. 


Es sind nun zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem die 
Determinante: 


wird, also: 
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BR 
(8) D= B; D, N, 
B NR, 


von Null verschieden oder gleich Null ist. Diese Unterscheidung ist 

durchaus derjenigen analog, die bei den Flächen zweiter Ordnung 

auf die Diskriminante der Flächengleichung gegründet wird und zu 

der Trennung der Mittelpunktsflächen von den Paraboloiden führt. 
Nehmen wir zuerst den Fall: 


D0, 
so können wir unter dieser Voraussetzung aus den drei gegebenen 
Gleichungen drei andere ableiten, welche I, m, ın einzeln als homogene 
lineare Funktionen von tr, y), 3 darstellen. Diese Gleichungen sind, 
wie man leicht sieht, von folgender Form: 
I=-(we+tßy tn) - Kr 
(9) m=(art+ßYy+ 933) — KU, 
n= (02 + By + 933) — hr. 

Multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit 1,4, 3 

und addieren sie, so ergibt sich mit Rücksicht auf die Identität (4): 
(10) kat y+3)—0, 

wenn wir 

a) Ey) et hd rrndEt Bert dr let) 

setzen und zunächst annehmen, daß diese Funktion ® nicht identisch 

verschwindet und nicht von der Form «(r?+149?’+ 3°) ist. 

Die Achsen aller Schrauben des Systems 3. Stufe bilden nun 
eine Kongruenz, die wir kurz als die Achsenkongruenz bezeichnen, 
Als den Grad dieser Kongruenz haben wir die Zahl der Linien an- 
zusehen, die sie mit einer beliebigen linearen Kongruenz gemein hat. 
Diese letztere Kongruenz wird durch irgend zwei homogene lineare 
Gleichungen zwischen den Linienkoordinaten dargestellt. Suchen wir 
aber die Strahlen der linearen Kongruenz, die gleichzeitig der durch 
die Gleichungen (9) gegebenen Achsenkongruenz angehören, so können 
wir mit Hilfe dieser Gleichungen aus den Gleichungen der linearen 
Kongruenz [, m, n eliminieren und erhalten zwei Gleichungen von 
folgender Form: 


(12) EN +0,9)=9, 
((At+BYy+ GO) —-kAr+BYy+09)=0. 
Eliminiert man aus denselben %, so findet man: 
15) Ar+By +0) Arc+BYy+C/}) 
— (Az + B’y+ 03) (Ar + By + GO y)=. 
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Eliminiert man dagegen k aus (10) und je einer der Gleichungen (12), 
so ergibt sich: 


(13a) (ne ne A re a ER iR 
(At+B/y+ 0,3) 93) (Ast+ By+ Ga) +y’+3)—0. 


Jedem Wertesystem £:y:3, das den drei Gleichungen (13) und 
(13a) genügt, entspricht ein Strahl, den die Achsenkongruenz mit 
der linearen Kongruenz gemein hat. Es ergeben sich aber fünf solche 
Wertesysteme, denn von den sechs, die gleichzeitig der quadratischen 
Gleichung (13) und der ersten der kubischen Gleichungen (13a) ge- 


nügen, ist das eine auszuscheiden, welches sich aus den Gleichungen: 
At:t+By+03=0 und A\t+B'y+0/;=0 


ergibt, da es i. a. nicht auch der zweiten Gleichung (13a) genügt. 
Die Achsenkongruenz ist so vom fünften Grade. 

Als Ordnung einer Kongruenz bezeichnet man die Zahl der 
Kongruenzstrahlen, die durch einen beliebigen Punkt gehen, und als 
ihre Klasse die Zahl der Strahlen, die in einer beliebigen Ebene 
liegen.‘) Die Summe von Ordnung und Klasse ist gleich dem Grade 
der Kongruenz. In der Tat bestehen die Strahlen, die zwei sich 
schneidende gerade Linien treffen, aus allen Strahlen, die durch 
einen bestimmten Punkt gehen, zusammen mit denen, die in einer 
bestimmten Ebene liegen, und bilden gleichzeitig eine besondere 
lineare Kongruenz. Es ist nun leicht zu zeigen, daß die vorliegende 
Achsenkongruenz von der dritten Ordnung und damit von der 
zweiten Klasse ist. 

Verlangen wir nämlich, daß ein Strahl der durch die Glei- 
chungen (9) gegebenen Kongruenz durch einen bestimmten Punkt 
mit den Koordinaten x, y, 2 gehen soll, so haben wir in diese 
Gleichungen einzusetzen: 


(14) =y3—2), m-2r—0, n=ay—yL 
und erhalten dann die drei Gleichungen: 
- ME tdtrm- NO, | 
(15) &—- Jr &-Mdytrtn)s=t, 
(a +y)E + (Ps; — + Ka=0. 
Eliminieren wir aus diesen Gleichungen tx, y, 3, so bekommen wir: 
uk Bıt2 9% 
(16) o%—2 B-k »y+2\=V. 
%+Yy B-& 9%—K 





1) Diese Bezeichnungen rühren von Kummer her. 
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Diese Gleichung ist vom dritten Grade für %, und ihren drei Wurzeln 
entsprechend erhalten wir aus den Gleichungen (15) drei Werte- 
systeme £:):3, also drei Strahlen, die durch den angenommenen 
Punkt gehen. 

Sieht man in der Gleichung (16) das %k als gegeben, x, y, z aber 
als veränderlich an, so stellt sie die Regelfläche zweiten Grades dar, 
auf welcher die Achsen der Schrauben mit diesem bestimmten Para- 
meter % liegen, und indem man % nach und nach alle möglichen 
Werte durchlaufen läßt, erhält man die Flächen einer bestimmten 
Flächenschar, auf welche sich die sämtlichen Strahlen der Achsen- 
kongruenz verteilen. Für %—=0 erhält man insbesondere die Fläche, 
auf welcher die zu dem Schraubensystem gehörenden einfachen 
Strahlen oder Nullschrauben enthalten sind. Die Gleichung dieser 
Fläche wollen wir schreiben: 


AT) + ßy+ Y32°+ (Bst Y)y2 + (pt R)2X + (a + P,)2Y 
NN OR u 


Es ist darin z.B. ß,' = y,%, — &,y, die in der Determinante: 


ee Du yı 
o=|W, P % 
3 P, % 


zu ß, adjungierte Unterdeterminante. Aus (17) erhält man die all- 
gemeinere Gleichung der zum Werte % gehörenden Fläche, indem man 
5 Pa, 7 durch u —Äk, Bf, —k, y— k ersetzt. Würde nun die Glei- 
chung (17) ein Paraboloid darstellen, so müßte die Determinante: 


sr ır% 
2 > 


%+Pı Ps + Ya 
“Th 5 Birnl-o 





an 








Yt% B+tr 
9 Y3 


2 
sein, man könnte demnach die Bedingung hierfür so formulieren, daß 
man sagt, die Gleichung (16) muß, wenn man in ihr: 


Ps —Ys Finn % det 
2 


BZ dern — 
setzt, eine Wurzel %=0 haben. Wäre dies nun der Fall, so hätte 
man sich %k, + %k für k gesetzt zu denken, wo %, keine Wurzel der 
Gleichung (16) unter der Voraussetzung der angeschriebenen be- 
sonderen Werte von &, y, 2 ist, und entsprechend hätte man «+ Ä, 
für &, ßz+ k, für ß, und p,+ k, für y, zu setzen, dann erfährt die 
Gleichung (16) und die durch sie gegebene Flächenschar keine 
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Änderung und die Gleichung, in die (17) so übergeht, stellt keine 
parabolische Fläche dar. Sie hat demnach einen Mittelpunkt und 
(wenigstens) drei durch den Mittelpunkt gehende und zueinander 
senkrechte Hauptachsen, so daß, wenn man neue Koordinaten auf 
diese Hauptachsen bezieht, die Gleichung der Fläche von der Form 
wird: 


(17a) er + PpPtytd=t. 
Dann müssen aber die Koeffizienten der allgemeinen Gleichungs- 
form (17) den folgenden Bedingungen genügen: 
0, Dar Da td le ee et el ie 
Yılz — &Py = ahı — Pa, SP; — Pa; — Pre — Yıßa, ” 
Psyı = Ysfı = % Ya — Y3%,. 
Die letzten drei Bedingungen reduzieren sich infolge der vorher- 
gehenden auf: 
B;=r, %=Yn Pro; 


so daß ß,, Pa, Pı, %5 &, Pı= 0 wird und mithin: 


= .aßy, 
die Gleichung (17a) also die Form annimmt'): 
(17b) e®+Py+ye+aßy—=d. 


Hieraus erhält man aber die Gleichung einer beliebigen der 
durch (16) gegebenen Flächen, indem man «, f, 9 durch «—Ä, 
ßB—k,y-—k ersetzt. Es sind alle diese Flächengleichungen auf ihre 
Hauptachsen bezogen. Diese Hauptachsen sind also allen den Flächen 
gemeinsam, und sie sind alle Mittelpunktsflächen, so daß unter der 
Annahme D--0 die Voraussetzung, (17) könne ein Paraboloid dar- 
stellen, sich als unzutreffend erweist. 

Die Gleichungen (9) werden nun einfach: 


(ehr, m-(P-Ay, n=-(p-h)i 
und wenn man durch die Gleichungen (2) wieder die Schrauben- 
koordinaten einführt, so erhält man: 


(18) u=op, v-fßg, w=yt 


als die einfachste Form der Gleichungen des Schraubensystems. 
Um auch die zuerst ausgeschlossenen Fälle zu erledigen, nehmen 
wir jetzt an, daß: 


od, 9, )=e+y+ 2) 


werde. Dies tritt ein, wehn in den Gleichungen (9): 


1) Vgl. Plücker, Neue Geometrie des Raumes, p.130. 
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a=h=ym%, 


DE ee een Pı=% 
gesetzt wird. Die Gleichung (10) zeigt, daß dann: 
k=e, 


also dasselbe für alle Schrauben des Systems ist. Die Gleichungen (9) 
selbst reduzieren sich auf: 


I=3%-)42, M=LH—- 3%, N=YM— 1% 
und zeigen, daß die Achse einer beliebigen Schraube des Systems 
durch den festen Punkt mit den Koordinaten &,, %9, 2, hindurch- 
geht, also die Schraubenachsen des Systems ein Strahlenbündel 
bilden. Der Fall, wo ©®=0 ist, ergibt dasselbe Resultat. Dann ist 
«=( und damit k=0. Alle Schrauben des Systems sind Null- 
schrauben und die zugehörigen Schraubungen einfache Drehungen. 
Wenn wir nun an den zweiten Hauptfall: 


= 0 


herantreten, so bemerken wir zunächst, daß unter dieser Voraus- 
setzung sich aus den Gleichungen (7) I, m; n eliminieren lassen und 
diese Elimination ein Resultat von der Form: 


(19) Ar + By +&—=0 


liefert. Die Linien der Achsenkongruenz sind also alle einer Ebene 
parallel.) Wählen wir diese Ebene als xy-Ebene des Koordinaten- 
systems, so wird einfach: 


(19a) 3-0. 


Eliminieren wir dann noch weiter aus den beiden ersten der Glei- 
chungen (7) zuerst m und dann |, so erhalten wir zwei Gleichungen 
von folgender Form: 


I+Hınzwuetvytrhr=0, 
man tmetwy+hy—(. 


Eliminieren wir aus diesen %k, so finden wir: 


(21) pl +An+utH+ v,y) I em +Ahn+WtiH+ v;Y) —(. 


Diese quadratische Gleichung stellt in Verbindung mit der Glei- 
chung 3=0 jetzt die Achsenkongruenz dar. Dieselbe wird, wie 
man leicht sieht, nunmehr vom vierten Grade, sie bleibt von der 
zweiten Klasse, ist aber nur noch von der zweiten Ordnung. 


(20) 


1) Deshalb gebraucht Study (Geom. d. Dynamen) für diese Kongruenzen 
den Ausdruck planar. | 
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Dies erkennt man, wenn man in den Gleichungen (20) einsetzt 
[vgl. (14)]: 
(14a) I=—-2y, m=zL, n=2y)— yr 


und darauf x, ) eliminiert. So bekommt man: 
22) (u Ay+k)lot ic +Kk) - (+8 — 2) Ay+2)— 0. 


Diese Gleichung ist, wenn man x, y, 2 als gegeben ansieht, quadra- 
tisch für k, man erhält also zwei Strahlen der Achsenkongruenz 
durch einen beliebigen Punkt. Sieht man % als gegeben und x, y, 2 
als veränderlich an, so stellt die Gleichung ein Paraboloid dar. 
Sie lautet nämlich ausgeführt: 


(22a) 


Pat ky+rY— W]2 
— {(Ay Mg — Hide) — Agk)@ 
— {(A,9, — v,A,) + 4,k)y 
+ ta + ha +) v0, 


und da in ihr die Glieder mit x°, xy, y? fehlen, stellt sie in der Tat 
ein Paraboloid dar, dessen Durchmesser durch zwei Gleichungen: 


(23) Katy, zoh 


bestimmt werden, wenn g und A beliebige Konstanten bezeichnen 
Läßt man % nach und nach alle Werte annehmen, so erhält man. 
eine Schar von Paraboloiden, auf welche sich jetzt die Achsen des 
Schraubensystems verteilen. 

Die einfachste Form, die man in diesem Falle den Gleichungen 
des Schraubensystems geben kann, entsteht durch Parallelverschiebung 
des Koordinatensystems und Drehung desselben um die z-Achse. 
So lassen sich »v,, 5, A; =O machen. Dann werden die Gleichungen 
(20) und (19a) von der Form: 


I+ırn +tur+kht=0, nm++wy+y=(0, 3=0, 
und wenn man hierin die Werte (14a) einsetzt und aus den Glei- 
chungen t, d, 3 eliminiert, erhält man für die Schar der Paraboloide 
die Gleichung: 
(e- 40) + (kt) + -1y)=0. 
Setzt man noch: 
k+tu=1, u—v=1, 
so wird die vorige Gleichung: 


2(&— 4x) + E-E)(e Ay) =. 


Für f=f, ergibt sich eine in zwei Ebenen zerfallende Fläche. 
Diese Ebenen schneiden sich in der y-Achse. 
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Wenn die Determinante D, die durch die Formel (8) gegeben 
wird, mit allen Unterdeterminanten verschwindet, dann kann man 
aus den Gleichungen (7) zwei Gleichungen von der Form: 


Ar +dy + —=0, 

AUr+Bdy+Cz=0 
herleiten, die von dem Parameter % unabhängig sind. Diese Glei- 
chungen bedeuten aber, daß die Schraubenachsen .des Systems zwei 
Ebenen, d. h. einer geraden Linie parallel sind. Wählt man diese 


Linie zur x-Achse, so kann man die vorstehenden Gleichungen er- 
setzen durch die sehr einfachen Gleichungen: 


y=0, 3=0. 
Die erste der Gleichungen (7) ergibt dann: 


PBI+m+R+ U +kBIE =, 
oder, da mit y=0O und 3=0: 


(14b) Yemen Yyi 
wird, folgt: 
D-Rhy+Ul +kB=0, 
woraus, wenn ®B,=# 0: 
„_ y-De-U, 
B, 
Da % somit einer linearen Funktion von y und 2 gleich wird, findet 
man diesen Parameter proportional dem Abstande der zur x-Achse 
parallelen Schraubenachse von einer zu ihr, nämlich ebenfalls zur 
x&-Achse parallelen Ebene, deren Gleichung lautet: | 


RNy- WU. 


Die Schraubenachsen, denen derselbe Parameter zukommt, liegen also 
allemal in einer zu dieser Ebene parallelen Ebene, in der sie ein 
Parallelenbüschel bilden. 
Wenn wir jetzt %, = 0 annehmen, so reduziert die zu den Glei- 
chungen: 
N 
hinzutretende Gleichung sich auf: 


oder: 


Vz-Ry+lU =0 


und ist von % unabhängig, so daß jede der auftretenden Achsen mit 
jedem beliebigen Parameter zusammengenommen eine Schraube des 
Systems ergibt. Die vorstehende Gleichung drückt aber aus, daß die 
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Schraubenachsen nicht bloß der yz-Ebene parallel sind, sondern 
auch in einer zu dieser Ebene senkrechten Ebene liegen. Sie bilden 
also ein Parallelenbüschel. 

Gehen wir nun zu den linearen Schraubensystemen zweiter 
Stufe über, so haben wir zu den drei Gleichungen (7) noch eine 
vierte Gleichung: 

24) Bl+Qdm+ + Bd) +PBr+ ar Rg)=0 


hinzuzunehmen. Aus den vier Gleichungen können wir immer |, 
m,n eliminieren und erhalten als Eliminationsresultat eine Gleichung: 
(25) A+dy+%=0, 

die von dem Parameter %k unabhängig ist und für die vierte Glei- 
chung der Schraubenachsen des Systems genommen werden kann. 
Diese letzteren sind also immer einer Ebene parallel. Verfährt man 
nun mit den drei ersten Gleichungen (7) genau so wie vorher, leitet 
aus ihnen unter der Voraussetzung ® +0 zunächst drei Gleichungen 
von der Form (9) her und aus diesen wieder die Gleichung: 


(10) 9) -keryrH)=0, 
so sieht man sofort, daß im allgemeinen ein gegebenes k zu zwei 
Schrauben des Systems gehört, denn für gegebenes % ergeben die 
Gleichungen (10) und (25) zwei Lösungssysteme £:4:3. Wenn wir 
nunmehr die Schraubenachsen des Systems suchen, die gleichzeitig 


einem beliebig gegebenen linearen Strahlenkomplex angehören, so 


haben wir in der Gleichung dieses Komplexes I, m, n vermöge der 
Gleichungen (9) durch x, y, 3 auszudrücken, so daß wir zu einer 
Gleichung gelangen: 
(26) Ar+ By oy-hAr+ By + YO, 
die wir mit (10) und (25) zusammenzufassen haben. 
Eliminieren wir aber % aus (10) und (26), so erhalten wir eine 
Gleichung dritten Grades: 


Ae+ By + cal, y, 9 - Ar+ BHO) 0, 


die mit der linearen Gleichung (25) zusammen drei Lösungssysteme 
t:h):3 ergibt. Damit finden wir drei Schraubenachsen des Systems, 
die einem beliebigen linearen Strahlenkomplexe angehören, und ins- 
besondere drei Achsen, die eine beliebige gerade Linie treffen. Die 
Schraubenachsen erfüllen also eine besondere Regelfläche dritten 
Grades, die nach Cayley als Zylindroid bezeichnet wird. 

Wir haben im vorstehenden den Fall übergangen, wo: 


ey, 9=-e+ty"+) 
wird. Dazu ist nach (11) erforderlich und hinreichend, daß in den 
Gleichungen (9): 


Br 
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-h-nme B=-- neh, Mei Be h—n 
gesetzt wird. Da aber dann die Gleichung (10) sich auf: 
ke) dryP+a)—=0, 

also auf k = « reduziert, sagen die Gleichungen (9) in diesem Falle 
aus, daß die Achsen der Schrauben des Systems durch den Punkt 
mit den Koordinaten %,,%,,2, gehen. Da sie ferner zufolge (25) einer 
Ebene ‚parallel sein müssen, bilden sie ein gewöhnliches Strahlen- 
büschel, und das ganze Achsensystem reduziert sich auf ein Strahlen- 
büschel. 

Gehen wir noch auf den Fall ein, wo von den drei ersten der 
Systemgleichungen die Determinante D verschwindet. In diesem 
Falle erhalten wir zur Gleichung (25) noch eine ebensolche Gleichung: 


(27) Wr+By+l;=0. 


Die Schraubenachsen des Systems sind also zu zwei Ebenen, d.h. 
zu einer geraden Linie parallel. Nehmen wir diese gerade Linie als 
x-Achse, so wird: 


(28) Bl: 


An Stelle der aus den beiden ersten Gleichungen (7) abgeleiteten 
Gleichungen (20) erhalten wir dann, indem wir darin noch y= 0) 
machen, die folgenden: 


| I+ın+we+hkr—0, 
m+4nr+ X —=(. 


Es wird jetzt aber nach (14b): 
I=0, m=z2rL, n=-— yt 


(29) 


und wenn wir diese Werte in die vorstehenden Gleichungen ein- 
tragen: 


(30) Ay—m=h, 2 kYytm—0. 


Die zweite dieser Gleichungen zeigt, daß die Schraubenachsen des 
Systems in einer Ebene liegen, also ein Büschel paralleler Linien 
bilden. Wir können, wenn A,=+0, das Koordinatensystem noch so 
um die &-Achse drehen und parallel verschieben, daß die Gleichungen 
(30) übergehen in Ay+Az=k, 2=0, d.h. 
(30a) k=iy, 2=(. 

Die Schraubenachsen verlaufen dann in der xy-Ebene der x-Achse 
parallel, und der ihnen beizuschreibende Schraubenparameter ist ihrem 


Abstande y von der x-Achse proportional. Für A,—=0 erhalten wir 
wieder Schrauben, denen allen derselbe Parameter zukommt. 
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Wenn von den drei ersten Systemgleichungen die Determinante ® 
verschwindet, so daß man sich das Schraubensystem durch die Glei- 
chungen (25) und (27) zusammen mit zwei Gleichungen von der 
allgemeinen Form (3) dargestellt denken kann, dann kann noch ein 
besonderer Fall eintreten, der darin besteht, daß die Glieder, die mit 
k behaftet sind, vermöge der ersteren Gleichungen in den außerdem 
vorhandenen zwei Systemgleichungen überhaupt zum Verschwinden 
gebracht werden können, indem sie lineare Kombinationen der linken 
Seiten jener Gleichungen sind, so daß man vier lineare Gleichungen 
erhält, die von % gänzlich unabhängig sind. Diese vier Gleichungen 
ergeben mit der Identität ge[+ym-+ zn = 0 zusammengenommen zwei 
Lösungssysteme. Von diesen ist aber das eine, bei dem t, 4, 3 zu- 
sammen = (0) werden, auszuschließen. Man erhält also eine einzige 
Achse, und das Schraubensystem zweiter Stufe besteht aus allen 
Schrauben mit dieser Achse. 


Diese kurze Übersicht wird, so unvollkommen sie ist, genügen, 
um einen Überblick über die lnsen zu geben, die bei den 
linearen Schraubensystemen auftreten können. Durch fünf von- 
einander unabhängige homogene lineare Gleichungen zwischen den 
Schraubenkoordinaten ist nicht eine Schraube eindeutig festgelegt, 
sondern zwei Schrauben, die sich aber nur durch den Sinn unter- 
scheiden, während sie in der Achse und dem Parameter übereinstimmen. 
Innerhalb der Schraubengeometrie kann diese Übereinstimmung als 
eine völlige gelten und man kann, wie schon oben betont worden, 
von den beiden Schrauben wie von einer einzigen reden. 


Analytisch hat dies zur Folge, daß man statt der den absoluten 
Werten nach festgelegten Schraubenkoordinaten pP, q, tr, u, vd, w, 
zwischen denen die Relation p’+g?-+r?=1 bestehen sollte, die 
bloßen Verhältniswerte p:q:r:u:v:mw gebrauchen kann und von 
einer identischen Relation zwischen denselben absehen darf. Dann 
aber haben wieder nur Gleichungen, die in diesen Koordinaten 
homogen sind, einen Sinn, und der Parameter k muß wieder durch 
die Gleichung: 

Age up +bg+rtr 
Palast. 


gegeben werden. Wir wollen indessen der ursprünglichen Festsetzung 
für gewöhnlich treu bleiben. 


Wir können aber den Begriff der Schran en CO een noch 
weit verallgemeinern, und für diese Verallgemeinerung erweist sich 
die Verwendung von Verhältniswerten als ersprießlich. Seien nämlich 
P, G...@=1...u) die Koordinaten von irgend u Schrauben 8$, 
eines linearen Systems u‘ Stufe, die nicht. alle einem System 
niedrigerer Stufe angehören, und p, q... die Koordinaten einer be- 
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liebigen weiteren Schraube 8 des Systems, so bestehen immer sechs 
Gleichungen von der Form: 


op = Sn Deroadg en 1, oart= Se et 
ou - Son od -Ia Vi, @W - Som. 


Hierbei können wir & durch die Bedingung p? Tepe, W=1 dem 
absoluten Werte nach aus den als gefunden angenommenen Werten 
0, ©g...@, berechnen, und dann wollen wir die Verhältnisse dieser 
Werte ®,...@,., die zur Festlegung der Schraube 8, innerhalb des 
Systems ausreichend sind, als die allgemeinen Koordinaten dieser 
Schraube innerhalb des Systems bezeichnen.!) 

Aus den Gleichungen (31) leiten wir ab: 


© (p+ + Ts) = 0? 0,005 y=l...b), 


Ze] 


(31) 


indem wir: 
(32) u I U a FF ni 79 
setzen, und weiter: 


ae) Dhzmm;  Kj=1... u), 
dabei wird. der Koeffizient von o/: an 


(33) kiı= Pi; + 0; + 1 W;, 
d.h. der Parameter der Schraube $,, und der Koeffizient von ,0;: 
(34) 2; = pay + + uw; + + + Wir, 


die Konkurrenz der Schrauben 8, und 8,. Hiernach wird der Para- 
meter der Schraube $ allgemein: 


(35) a | Ba RL NEN RES! 


Für tie Nullschrauben oder einfachen Linien, die unter den 
Schrauben des Systems enthalten sind, wird k=(, also: 


Z%k,;0,0;, = 0 Wera Manult), 
Zwei Schrauben 8, 8’ des Systems, die zu den Werten w, ... ®, 
und o,'...@, gehören, sind korreziprok, wenn: | 
2%,,0,0, = 0 (= 1.) 


wird. 


1) Die absoluten Werte der », lassen sich als die Komponenten der 
Schraubung mit der Amplitude ® in der Schraube $ nach den Schrauben 8, an- 
sehen. Vgl. Ball, Theory of Screws, Chap. IV. 


Timerding, Geometrie. der Kräfte, 11 
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Besonders einfach gestalten sich die letzten Formeln in dem 
Falle, wo: 
250 für ij . Gi=l...W 


wird. Dann bilden die in dem linearen Systeme angenommenen 
Fundamentalschrauben 8,...8. ein korreziprokes System, jede 
von ihnen ist zu den übrigen korreziprok. Bilden außerdem, was 
nur für u<4 möglich ist, die Fundamentalschrauben ein ortho- 
sonales System, d.h. kreuzen die Achsen von je zwei unter ihnen 
einander rechtwinklig, so wird auch 


=) für ij 9 las 
Die Formel für den Parameter einer beliebigen Schraube $ des 
Systems wird dann einfach: 
ko? 
(35a) k= 


3C..0.2 


ıı ı 


Nehmen wir nun u=6, so erhalten wir an Stelle des linearen 
Schraubensystems die Gesamtheit aller Schrauben überhaupt, und die 
Werte @,, ©... @,, deren Verhältnisse dann eine bestimmte Schraube 
in der Gesamtheit aller Schrauben festlegen, haben wir als die all- 
gemeinsten Schraubenkoordinaten anzusehen, deren wir uns bedienen 
können. Wenn die Fundamentalschrauben dieses allgemeinen 
Koordinatensystems insbesondere ein korreziprokes System bilden), 
also die 15 Bedingungen: 


(36) PP; +; + + +0, + WO 
,9=12:..6,:5)J) 

erfüllt sind, dann lassen sich die Gleichungen (31) leicht umkehren, 

d.h. aus den gegebenen metrischen Koordinaten p, qg...iw die pro- 

jektiven Koordinaten ®,, @,...o, berechnen. Multiplizieren wir nämlich 


die Gleichungen (31) der Reihe nach mit 
u, db, mw, 1, d, W; 
und addieren sie, so ergibt sich mit Rücksicht auf (33) und (36): 
op + t+L,wW+PU+ gu +1W) = 2h,;0o;. 

Der in der Klammer stehende Ausdruck ist die Konkurrenz der 
darzustellenden Schraube $ und der jt" Fundamentalschraube 8,. 
Diese allgemeinen Koordinaten ®,; verhalten sich also wie die Kon- 
kurrenzen der darzustellenden Schraube und der Fundamental- 
schrauben, dieser Ausdruck jedesmal geteilt durch den doppelten 
Parameter der betreffenden Fundamentalschraube. 


Bildet man die Gleichungen (31) noch einmal für eine zweite 
Schraube, deren Koordinaten man durch oben angesetzte Akzente 


1) Dem Wesen nach rühren diese Koordinaten von F. Klein her as 
Ann. 2, 1869, p. 204). 
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von denen der ersten Schraube unterscheidet, so ergibt sich mit 
Rücksicht auf die Gleichungen (36), daß: 


(37) oo'(pu'+ gu’ +rw'+ up'+ vg'+ rw) = 2 >hua;o! 
wird. Auf dieselbe Weise finden wir: 
(38) o(pu +qu + rw) = hi 0% 


Diese Formeln enthalten die charakteristische Eigenschaft der kor- 
reziproken Systeme, 

Eine andere beachtenswerte Art von Schraubenkoordinaten sind 
die tetraedralen Koordinaten.!) Man kann diese definieren als 
die Momente einer Dyname in der festzulegenden Schraube für die 
Kanten eines festen Tetraeders, jedesmal multipliziert mit der Länge 
der betreffenden Kante. Seien x,, %, 2.(e=1, 2, 3, 4) die cartesischen 
Koordinaten der Tetraederecken und setzen wir: 


Ko—Lo— ag Ygo—=Yo— Yo Zoo = Eau — &g 
Los = Yoko — ZeYo; Mes — 2,05 — Kghaz " Nos = LoYo — Yoday 


so werden die tetraedralen Koordinaten definiert durch die sechs 
Gleichungen: 


(39) Pac Rllged + Moog + Nat + Xgatt + Yaod + Zus) 
(,0=1, 2, 3, 4, = 0) 


Aus diesen Gleichungen folgt ohne weiteres: 


(40) Pos Pıs + Pa Part Pia Pa, = RPTpu+ go + rw), 


wenn T das sechsfache Volumen des Tetraeders bedeutet, und ebenso, 
wenn die Koordinaten einer zweiten Schraube wieder durch Akzente 
von denen der ersten unterschieden werden: 


a1) Pos Pia + Pau Pga + Pıa Pi + PıaPas + Pau Paı + PaaPıe 
= RR’T(pu’+ qp'’+ rw’ + up' + vg’+ wr)). 


Die vorstehend kurz charakterisierten Koordinatensysteme sind 
von Vorteil, wenn es sich um die allgemeine Theorie der linearen 
Schraubensysteme handelt. Der. besonderen Untersuchung dieser 
letzteren, welche auf den Schraubenparameter und die Abson- 
derung der Schrauben mit gleichem Parameter basiert ist, sind die 
gewöhnlichen, metrischen Koordinaten besser. angepaßt, und sie 
kommen daher im folgenden ausschließlich zur Verwendung. 


1) Diese hat G. Battaglini bei seinen Untersuchungen benutzt (Napoli 
Rendic. 8, 1869, p. 87, 9, 1870, p. 89, Giorn. di mat. 10, 1872, p. 133, 207). Vel. 
auch Zeuthen, Math. Ann. 1, 1869, p. 432, H. Mohr legt ein besonderes Te- 
traeder zugrunde (Civiling. (2) 34, 1888, p. 691, wieder abgedruckt in seinen 
gesammelten Abhandlungen über technische Mechanik), = 
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Zwölftes Kapitel. 
Schraubenreihen. 


Wir gehen nun dazu über, die linearen Schraubensysteme im 
einzelnen zu besprechen und beginnen mit dem Schraubensystem 
zweiter Stufe oder, wie wir kurz sagen wollen, der Schrauben- 
reihe. Wir schließen dabei die besonderen Fälle, wo die Achsen 
der Schraubenreihe einer Ebene angehören, aus, und beschränken uns 
auf den allgemeinen Fall als den, der die reichste geometrische Aus- 
beute verspricht. Die erste Aufgabe, die wir uns stellen, ist die, die 
einfachste analytische Darstellung der Schraubenreihe zu suchen. 

Da die Achsen der Schraubenreihe einer Ebene parallel sind, so 
können wir uns zunächst das Koordinatensystem so gewählt denken, 
daß die Schraubenachsen der 2y- -Ebene parallel sind. Dann wird 
von ihren Koordinaten: 


(1) Reize a 
und diese einfachere Gleichung tritt an die Stelle der Gleichung (25) 


des vorigen Kapitels. Die Gleichungen (9) dieses Kapitels werden 
dann: | 


I=ar+ßy—kr, 
(2) m—-or+ßy—Kh, 
n— or + By). 
Diese Gleichungen wollen wir durch Parallelverschiebung des Koordi- 
natensystems weiter zu vereinfachen suchen. Setzen wir demgemäß: 
8) =mtE, yayty, 2=at?), 
indem x', y', 2’ die neuen Koordinaten bedeuten, dann bleiben % 
y, 3 ungeändert, dagegen wird z. B.: 
Y) n=-y-yeayyotad NEN Hd) Hk, 
wenn wir die dem nt in dem neuen Koordinatensystem entsprechende 
Größe x'y — y'r mit n! bezeichnen. Machen wir nun: 


(5) = ß, W=— ls, 
so sehen wir sofort, io die dritte der Gleichungen (2) jetzt wird: 
(6) | n—(. 


Die Schraubenachsen der Reihe sind also nicht bloß der xy-Ebene 
parallel, sie treffen auch alle eine zu dieser Ebene senkrechte gerade 
Linie, nämlich die neue z-Achse, und diese Linie wollen wir als die 
Leitlinie der Schraubenreihe bezeichnen. Die Schraubenachsen 
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müssen die Leitlinie, da sie einer zu ihr senkrechten Ebene parallel 
sind, alle unter rechtem Winkel schneiden. 
Der obigen Formel für n entsprechend finden wir, daz3=0: 


(4a) I=l-29, m=-m+2%, 


und wenn wir diese Werte in die zwei ersten Gleichungen (2) ein- 
setzen, werden die letzteren: 


- 2a) ar + +29 Ar mM=(,— A) + By — kr. 
Wir wollen nun noch das Koordinatensystem einer Drehung um die 
neue 2-Achse unterwerfen. Ist o der Drehungswinkel und sind r’, y' 
die Werte, die hierbei an die Stelle von r, ) treten, so können wir 
setzen: 


(7) t= coser' + sinoy', y=— sinor'+ cosod. 
Ferner wird, da Y= — z'y, m'=z'r, wenn wir: | 
de 
annehmen: 


(7a) V=cosel"+sinem”, m'= — sinel"+ cosom”. 


Wenn wir nun die Substitutionen (7) und (7a) in (2a) ausführen 
und aus den entstehenden beiden Gleichungen [’ und m” berechnen, 
so erhalten wir ein Resultat von folgeuder Form: 


les oc + (ß,' ir 29 — Rich 


(2b 
(2b) m’ era en: 


Hierin ist z.B.: 
B,'— B,c0sg?— sing? + (0, — B,)cosg sing, 
0'— 0,0080? — ß,sing?+ («, — ß,)cose sing. 
Wir wollen nun z, und o so zu bestimmen suchen, daß: 
ß'/’+2,=0 und a 4,=0 
wird. Durch Addition dieser beiden Gleichungen folgt mit Rück- 
sicht auf die vorstehenden Werte von ß,' und @,': 
(0 + B,)cos2g + (&, — ß,)sin2g — 0 
und daraus: 
(8) | tang?2o = . 


208 


Durch Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt sich aber: 
1 
(9) a ( — P}). 


Denken wir uns o und 2, aus den gefundenen Gleichungen (8) 
und (9) bestimmt, schreiben dann einfacher «,'= «, ßy— ß und lassen 
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die Akzente an den Linienkoordinaten fort, so erhalten wir aus den 
Gleichungen (2b): 


(10) [=-(a kg, m=(ß— A), 
und diese Gleichungen zusammen mit: 
(11) EAN RR 


repräsentieren die gesuchte einfachste Darstellung für die Achsen der 
Schraubenreihe. Die Schraubenreihe selbst ist dann durch die Glei- 
chungen gegeben: | 
(12) n=-o), v=ßd,.w=-0,r=0.N 
Aus den Gleichungen (10) und (11) ergibt sich, da: 
ıl+ym+zn=0, also hier rl ym=0 
sein muß, für den Parameter % der Wert: 
_ ee +PY? 
(13) el | 
Sind x, %, 2 die Koordinaten irgendeines [Punktes auf einer 
Schraubenachse der Reihe, so ergibt die erste der Gleichungen (11): 
t 


(14) <y—-yct=0 oder ar 





und setzt man in den Gleichungen (10): 


l=—-2, m=zr 


ein, so werden sie: | 
e-k)i+9y=(0, 

(15) | @e-kr+ry—=0, 
— 2: + (P-kYy=—=0. 

Daraus folgt, wenn wir t und d eliminieren: 
(16) («—k)(B-kN)+2=0. 


Diese Gleichung ist, wenn wir in ihr z als konstant ansehen, vom 
zweiten Grade für X. 

Wir sehen somit erstens, dab in jeder Parallelebene zur 
xy-Ebene, d.h. in jeder Ebene, die senkrecht zur Leitlinie der 
Schraubenreihe gestellt ist, zwei Schraubenachsen der Reihe liegen. 
Durch jeden Punkt der Leitlinie gehen demnach zwei Schrauben- 
achsen der Reihe, und diese Linie ist eine Doppellinie der Regelfläche, 
welche diese Schraubenachsen erfüllen. Zweitens aber zeigt sich, 
daß die Gleichung (16) ungeändert bleibt, wenn wir 2 mit — 2 ver- 
tauschen. Zu den Schraubenachsen, die in zwei von der xy-Ebene 
gleich weit entfernten Parallelebenen liegen, gehören also dieselben 


1) Vgl. Padeletti, Rendic. della R. Accad. di Napoli 22, 1883. 
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Werte des Parameters, und die Achsen zweier Schrauben der Reihe, 
die gleichen Parameter besitzen, sind von der &y-Ebene, die wir die 
Hauptebene der Schraubenreihe nennen wollen, gleich weit nach 
oben und unten entfernt. Zwei solche Schrauben mit gleichem Para- 
meter wollen wir als konjugierte Schrauben der Reihe und ihre 
Achsen ebenfalls als konjugierte Achsen bezeichnen. 

Diese Paare konjugierter Achsen haben eine besondere Be- 
deutung für das Schraubensystem vierter Stufe, das zu dem vor- 
liegenden Schraubensystem zweiter Stufe reziprok is. Nehmen wir 
nämlich irgendein Paar konjugierter Achsen und sei % der Schrauben- 
parameter, der zu ihnen gehört, ziehen wir dann irgendeine Linie, 
die beide Achsen trifft, und sehen diese Linie als Achse einer 
Schraube mit dem Parameter — k an, so gehört diese Schraube zu 
dem reziproken System. In der Tat ist sie zu den beiden Schrauben 
der Schraubenreihe, denen der Parameter % zukommt, korreziprok, 
weil sie entgegengesetzt gleichen Parameter besitzt und die Achsen 
der beiden Schrauben trifft (8.139). Damit aber ist sie zu allen 
Schrauben der Schraubenreihe korreziprok und gehört mithin zu dem 
reziproken System. Die Paare konjugierter Achsen der Schrauben- 
reihe bilden demnach die Leitlinien der linearen Strahlenkongruenzen, 
welche durch die Achsen der Schrauben gleichen Parameters in dem 
reziproken Systeme geliefert werden, und so haben wir die einfache 
Art gefunden, wie wir geometrisch dieses reziproke System aus der 
Schraubenreihe ableiten können. Analytisch leiten wir es ab, indem 
wir die Bedingung dafür aufstellen, daß eine beliebige zu dem 
System gehörende Schraube, deren Koordinaten u’, v’, w’, p', q', r 
seien, zu allen Schrauben, deren Koordinaten den Gleichungen (12) 
genügen, korreziprok ist. Aus der allgemeinen Beziehung zwischen 
den Koordinaten zweier korreziproker Schrauben: 


pu'’+gp'+rw'’+up'+va +ur'—=0 
folgt aber mit Rücksicht auf die Gleichungen (12): 
wtep)p ++ Ra)ga—d, 
und da diese Gleichung für jeden Wert des Verhältnisses p:q erfüllt 
sein soll, ergibt sich: 
(17) | v"tap=0, vd’ +ßg'=0 

als die Darstellung des reziproken Systems. 

Kehren wir nach dieser Abschweifung wieder zu der Schrauben- 
reihe zurück, so können wir in den Gleichungen (15) zufolge (14) 


t, 4 durch die proportionalen Werte x, y ersetzen und erhalten so 
die Gleichungen: 


ae —kK)e+zy=0, 
18) (@— kw +2Y 


—22+(ß-k)y=O 
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für die Koordinaten x, y, 2 eines beliebigen Punktes der Schrauben- 
achse, die zu einer Schraube der. Reihe vom Parameter % gehört. 
Führen wir den Winkel @ ein, den die Verbindungsebene dieser 
Schraubenachse und der Leitlinie mit der &z-Ebene bildet, so wird: 


(19) 2:y= (085p:8inY, 

und die Gleichungen (18) nehmen somit die Form an: 
(«e—k)cosp+z-sinpg=(, 

Bi 2:c08p + (ß—k)sinpg=(0. 

Aus diesen Gleichungen folgt einerseits durch Elimination von z: 


(18a) 


k=«cosp®+ sing? 





oder: 

(20) k=b5b—ccos2p, 
wenn wir: 

(21) pr8, „„Ee 
setzen, anderseits durch Elimination von k: 

(22) 2=c-sin2y. 


Die Gleichungen (19) und (22) lassen sich als die Gleichungen der 
durch den Winkel p innerhalb der Reihe festgelegten Schraubenachse 
ansehen, und die Gleichung (20) ergibt den zugehörigen Schrauben- 
parameter X. | 

Man sieht dann sofort, daß zu entgegengesetzt gleichen Werten 
des Winkels p bei entgegengesetzt gleichen 2 gleiche Werte k ge- 
hören, also zwei konjugierte Schraubenachsen, und die Paare konju- 
gierter Achsen liegen demnach symmetrisch zu der &- und y-Achse, 
die wir als die Hauptachsen der Schraubenreihe bezeichnen wollen. 
Diese Hauptachsen gehören ebenfalls zu den Schraubenachsen der 
Reihe, in ihnen fallen je zwei konjugierte Achsen zusammen, die zu- 
gehörigen Parameter sind ß und « und repräsentieren den größten 
und den kleinsten Wert, den der Parameter innerhalb der Schrauben- 
reihe annehmen kann. Dies alles sieht man sofort, wenn man in 

‚ . . 7 

den Formeln (19) bis (22) einmalp= 0 und das andere Mal =, 
setzt. Dann wird einmal der Parameter k=b—-c=« und das 
andere Mal =b-+c=Pß, und die übrigen möglichen Werte des Para- 
meters liegen zufolge der Gleichung (20) zwischen diesen beiden 
Extremwerten. | 

Die Gleichung (22) zeigt, daß 2 dem absoluten Werte nach 
höchstens gleich c werden kann. Alle Schraubenachsen der Reihe 
sind sonach zwischen den beiden durch die Gleichungen 

z=cwmdz=-—c 

dargestellten Parallelebenen zur Hauptebene enthalten. 


N 
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‘In jeder dieser beiden Ebenen liegt eine einzige Schraubenachse 
der Reihe, und wir wollen diese beiden Achsen 'als die Grenz- 
achsen bezeichnen. Zunächst ist nach Gleichung (22) klar, daß die 
Schraubenachsen, die in einer zur Hauptebene parallelen Ebene 
liegen, zu komplementären Winkeln gehören, denn es ist: 


sin 2(7 — p) = sin2g. 


Gleichzeitig werden die zu zwei solchen Achsen gehörenden Para- 
meter: | 
k=b—cc0s2p 


und: 
| Y—=b-000s2(, —p)=b+cc0s2g, 
woraus: 

(23) | +25 


folgt. Die Summe dieser Parameter ist also konstant. Die beiden 
Komplementärwinkel werden aber einander gleich oder um x ver- 


. e1A It » 
schieden, wenn p=7 oder = —, angenommen wird. Dann 


fallen die beiden Schraubenachsen, die in der zur Hauptebene 
parallelen Ebene liegen, zusammen, und man sieht aus (22) sofort, 
daß dabei: 

z=coderz=—c 


wird, während in beiden Fällen der zugehörige Parameter k =D ist. 
Die beiden Grenzachsen bilden also ein Paar konjugierter Achsen, 
und zwar wird der zugehörige 
Parameter; das arithmetische 
Mittel aus den beiden Haupt- 
parametern « und P. 

Wir wollen nun den Wert 
des Parameters % jedesmal auf 
der zugehörigen Schrauben- 
achse von der Leitlinie aus 
als Länge abtragen. Von dem 
Endpunkte S dieser Strecke 
sind dann 2 und % die recht- 
winkligen Koordinaten in 
einer Ebene, die wir als um 
die Leitlinie drehbar auffassen. 
Die Endpunkte aller auf- Fig. 18. 
getragenen Strecken erfüllen 
in dieser beweglichen Ebene eine Kurve, deren Darstellung in den 
Koordinaten k und z wir aus den Gleichungen (20) und (22) durch 
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Elimination des Winkels p sofort ableiten. Wir finden so für die 
Kurvengleichung: 

(24) k-bWW+H2=c. 
Die Kurve ist also ein Kreis mit dem Radius c, dessen Mittelpunkt 
auf der in die xy-Ebene fallenden Achse der beweglichen Ebene im 
Abstande b von der Leitlinie liegt. Wir nennen den Kreismittel- 
punkt M, den Fußpunkt des aus ihm auf die Leitlinie gefällten 
Lotes Ü und die Schnittpunkte dieses Lotes mit dem Kreise A und D. 
(Vgl. Fig. 15.) Dann wird: 

(25) OM—b,rCOCA=zbh me N OB—-bre=B, 


Die Gleichungen (20) und (22) lassen sich als eine Parameter- 
darstellung des Kreises in der beweglichen Ebene deuten. Der zu 
dem Winkel p gehörige Punkt $ ist dann dadurch charakterisiert, 
daß der zu dem Bogen AS gehörende Zentriwinkel=29 ist. Gleich- 
zeitig ist der Winkel, den die um die Leitlinie drehbare Ebene mit 
der x2-Ebene bildet, p selbst, und wir erhalten somit die folgende 
von Lewis!) angegebene, höchst einfache geometrische Konstruktion 
der Schraubenreihe: 

Dreht eine Ebene sich um eine feste Achse, während 
gleichzeitig in ihr ein Punkt S& mit doppelt so großer 
Winkelgeschwindigkeit einen Kreis beschreibt, so durch- 
läuft das von dem Punkte 5 auf die Drehachse gefällte 
Lot die sämtlichen Achsen einer Schraubenreihe, wobei 
jedesmal die Länge des Lotes den Parameter %k der zu- 
gehörigen Schraube angibt. 

Wir wollen nun die bewegliche Ebene von der Leitlinie, um die 
sie sich drehen sollte, losreißen und sie in eine beliebige feste Lage 
bringen. Sie soll dann die Rolle einer Bildebene spielen.) Zu jedem 
Punkte des in ihr liegenden Kreises gehört eine Schraube der 
Schraubenreihee Der Punkt soll deshalb der Bildpunkt dieser 
Schraube heißen, und den ganzen Kreis wollen wir als Bildkreis 
bezeichnen. Die Leitlinie, um welche die Ebene drehbar war, soll 
in ihrer Lage gegen den Bildkreis festgehalten werden und nunmehr 
die Parameterachse genannt werden. Diese Benennung hat ihren 
Grund darin, daß der Abstand eines Bildpunktes von ihr den Para- 
meter der zugehörigen Schraube angibt. Die Punkte A und 5 ge- 
hören zu den Hauptachsen der Schraubenreihe, die Punkte D und E, 
in denen zwei zur Parameterachse senkrechte Tangenten den Bild- 
kreis berühren, zu den Grenzachsen. 





1) Messenger of Mathematics, vol. 9, 1879, p.1. 

2) Sir Robert Ball, Proceedings of the R. Irish Acad. (2) vol. 4, 1889, p. 29, 
Cunningham Memoirs of the R. Ir. Acad. No.4, 1886 und Mannheim, Comptes 
Rendus, T.100, 1885, p. 268. 
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Aus der Gewinnungsart der Bildebene ist sofort klar, daß der 
Abstand des Bildpunktes 5 von dem Durchmesser AB den Abstand 
der zugehörigen Schraubenachse von der Hauptebene angibt, während 
der zu dem Bogen AS gehörende Peripheriewinkel dem Winkel 
gleich ist, den die Schraubenachse mit der zz-Ebene bildet. Zwei 
Schraubenachsen, die in derselben Normalebene der Leitlinie liegen, 
entsprechen sonach zwei Bildpunkte S, S,, die auf demselben Lote 
der Parameterachse enthalten sind. Zwei Schraubenachsen kommt 
derselbe Parameter zu, sie bilden also ein Paar konjugierter Achsen, 
wenn ihre Bildpunkte $, 8’ auf einer Parallelen zur Parameterachse 
liegen. 

Denkt man sich den Bildkreis, solange er noch in einer um die 
Leitlinie drehbaren Ebene vorgestellt wird, ohne Änderung seiner 
Größe in der Richtung normal zur Leitlinie beliebig verschoben, so 
sieht man sofort, daß sich die Schraubenachsen der Reihe in keiner 
Weise ändern, während zu allen Parametern % eine und dieselbe 
Größe hinzukommt. Wenn also die Schraubenachsen der Reihe der 
Lage nach sämtlich gegeben sind, so existieren noch unendlich viele 
zugehörige Parameterverteilungen, die sich aber alle nur um eine 
additive Konstante unterscheiden. Von diesen Schraubenreihen, 
deren Achsen übereinstimmen, wollen wir sagen, sie bilden eine 
syzygetische Schar. 

Wir wollen nun bemerken, daß wir drei verschiedene Arten 
von Schraubenreihen zu unterscheiden haben, je nachdem in der 
Bildebene die Parameterachse den Bildkreis schneidet, berührt 
oder nicht schneidet. Im ersten Falle gibt es nämlich in der 
Reihe zwei Schrauben von verschwindendem Parameter, also ein- 
fache Linien, die den Schnittpunkten der Parameterachse mit 
dem Bildkreise entsprechen. Diese beiden Linien. repräsentieren 
immer ein Paar konjugierter Schrauben, da ihnen beiden der gleiche 
Parameter 0 zukommt. Im zweiten Falle vereinigen sich die beiden 
Linien in einer Hauptachse, im dritten Falle werden sie imaginär. 
Im ersten Falle können wir von einer hyperbolischen Schraubenreihe 
sprechen, im zweiten Falle von einer parabolischen und im dritten 
von einer elliptischen. Ausgezeichnet ist.noch der Fall, wo die 
Parameterachse durch den Mittelpunkt des Bildkreises geht. Dann 
fallen die Schrauben vom Parameter Null in die Grenzachsen 
und kreuzen sich somit rechtwinklig. Wir können diesen Fall durch 
die Bezeichnung als „gleichseitige Schraubenreihe“ charakterisieren. 
Zwei Schrauben, deren Achsen in einer Normalebene der Leitlinie 
liegen, haben dann immer entgegengesetzt gleiche Parameter. 

Man sieht nun sofort, daß in einer syzygetischen Schar alle 
Arten von Schraubenreihen vertreten sind, und zwar zwei parabolische. 
Die Parameter der einen von diesen letzteren sind alle positiv, die 
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Parameter der anderen alle negativ, und die Differenz zweier Para- 
meter, die zu derselben Achse gehören, ist konstant=2«c. 

Wenn man in zwei Schrauben der Schraubenreihe beliebige 
Schraubungen ausführt, so setzen sie sich wieder zu einer Schraubung 
in einer Schraube der Schraubenreihe zusammen. Dieser Satz ist 
leicht aufs neue zu beweisen. Denn zwei Schraubungen um irgend 
zwei Schrauben der Reihe haben Koordinaten von folgender Form: 


Pı> 41» ,=0(, Uu=60Pp,, v=ßg, w=(, 
pP, 9% n=0, w=ep, n=ßg, mu. 


Durch Addition homologer Koordinaten entstehen die Koordinaten 
der resultierenden Schraubung: 


27) p=PptP, 9=-u tm r=0, u=op, v=Pg, w=(, 
und dies sind wieder die Koordinaten einer zu der Schraubenreihe 
gehörenden Schraubung. Führen wir die Winkel 9, 9,, g ein, 


welche die Achsen der drei Schraubungen, die der xy-Ebene parallel 
sind, mit der x2-Ebene bilden, so wird: 


(28) Pı = 9,6089, 9, = @,8inp,5 Pa @,C08p, G— @ySiINYz; 


p= ®c089, q= osıng, 
wenn @,, ©, & die Winkelgeschwindigkeiten der drei Schraubungen 
bezeichnen, und die beiden ersten Gleichungen (27) ergeben dann: 


(26) 


[| ®cosp = 0,C0sYp, + @,C0SY;, 
CN osinp = 0,5inp, + @,sing,. 
g Diese Gleichungen gestatten aber 
mit Hilfe des Bildkreises eine ein- 
fache geometrische Interpretation. 
Der Winkel, unter dem zwei 
Schraubenachsen der Reihe einander 
kreuzen, wird angegeben durch den 
Peripheriewinkel des Bildkreises, 
der über dem durch die Bildpunkte 
der beiden Schrauben begrenzten 
Bogen steht, und zwar nicht bloß 
der Größe, sondern auch dem Sinne 
nach, Wir wollen nun die Bild- 
punkte der Schrauben, in denen die 

drei Schraubungen stattfinden, mit 
9, 85, 9: bezeichnen, dann werden die Peripheriewinkel, die zu den 
Bögen 8,8,, 8,8, 88, gehören, der Größe und dem Sinne nach, in 
derselben Reihenfolge: 


(30) dv—=-9-9, =P9- 9 WI P. 





Fig. 16. 
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Nun folgt aus den Gleichungen (29) mit Leichtigkeit: 


— osinYy, = o,siny, — osiny, = @,siny 
oder: NIE 


(SL) 9,:09,:—- @=siny,:siny,:siny. 

Es ist sonach bequemer, den Drehungssinn der resultierenden Schrau- 
bung umzukehren. Dann geht sie in die Schraubung über, welche 
die ersten beiden Schraubungen aufhebt, und die Gleichung (31) 
zeigt: Die Winkelgeschwindigkeiten solcher Schraubungen 
in drei Schrauben der Reihe, welche sich aufheben, sind 
den Seiten des von den Bildpunkten der drei Schrauben ge- 
bildeten Dreiecks proportional, indem man jedesmal die Seite 
zu nehmen hat, die dem Bildpunkte der betreffenden Schraube gegen- 
über liegt, und der Sinn der drei Schrawbungen ist immer 
der durch einen bestimmten Umlauf des Dreiecks der Bild- 
punkte gegebene. | 

Wir wollen nun suchen, die Konkurrenz zweier Schrauben der 
Reihe in der Bildebene geometrisch zu interpretieren. Nehmen wir 
der Einfachheit wegen die Schrauben 8,, 8,, die zu den durch die 
Gleichungen (26) und die ersten beiden Gleichungspaare (28) gegebenen 
Schraubungen gehören. Dann wird die Konkurrenz y zufolge ihrer 


Definition (S. 138): 


"y = 2(0 08, C08SY, + Psiny,singp,) 
oder 


(32) 27 = beos(p, — 95) — ccos(pı + 2). 
Um diese Gleichung geometrisch zu deuten, führen wir in der Bild- 
ebene durch die Gleichungen: 

(33) k-b=--5,2=n7 
neue Koordinaten &, n ein, dann wird in diesen neuen Koordinaten 
die Gleichung des Bildkreises [vgl. (24)]: 

(84) unse 
und seine Parameterdarstellung: 

(35) 8=C.C0829, = c:sin2p. 
Für die Verbindungslinie v der beiden Kreispunkte, deren Koordinaten 

cc0o829,, csin29, und Ccos2y,, .csin2p 

sind und welche die Bildpunkte der Schrauben $, 8’ repräsentieren, 
finden wir die Gleichung: 

(36) cos(p,+ 9)5 + sin(p, + P5)n = cc0s(p,— 93). 


In der Tat wird die Gleichung befriedigt, wenn wir für &, n die vor- 
stehenden Werte einsetzen. | 
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Die Koordinaten &,, n. des Poles U der geraden Linie u bezüg- 
lich des Bildkreises sind dadurch bestimmt, daß bei ihrer Einführung 
die Gleichung (36) der geraden Linie die Form annimmt: 





(36a) Eu 8 + Ta En 

Es wird also: 
__ „ec0s(p, +93) As} sin ($ı + 9) ‘ 

Se | Eu = cos Ge os) 

Aus der ersten dieser Formeln folgt aber: 
ba _ beos(p, — P)— eco (pt 9) _ Y 
k c08(p — 3) 2c08(p,— 95) 

und somit: 
. y = 2cos(p — 9) — &). 


Die Parameterachse ist aber von dem Mittelpunkte des Bildkreises, 
d. h. dem neuen Koordinatenursprunge um die Strecke b nach der 
Seite der positiven & hin entfernt und zur n-Achse parallel, b — &, 
ist also der Abstand des Poles U von der Parameterachse, und wir 
können sonach sagen: Die Konkurrenz zweier Schrauben der Schar 
wird gefunden, indem man den Abstand des Poles U der Verbindungs- 
linie ihrer Bildpunkte von der Parameterachse mit dem doppelten 
Kosinus des Peripheriewinkels über dem von den Bildpunkten be- 
grenzten Bogen multipliziert. Den Pol U kann man übrigens auch 
direkt finden als den Schnittpunkt der Tangenten, die man in den 
beiden Bildpunkten an den Bildkreis legt. 

Zu einer noch einfacheren Darstellung der Konkurrenz gelangen 
wir wie folgt. Die Parameterachse hat die Gleichung &=b oder 


-: —=c’”. Wenn man sich diese Gleichung, entsprechend (36a), in 

der Form geschrieben denkt: &,8+7»n= c’, indem &,, n» die Koordi- 

naten des Poles P der Parameterachse bezeichnen, so findet man sofort: 
(38) &,= z a! 


Der Abstand s, dieses Poles P von der durch die Gleichung (36) 
gegebenen Verbindungslinie der beiden Bildpunkte wird aber, wenn 
wir ihn nach der dem Mittelpunkte M des Bildkreises zugewandten 
Seite positiv rechnen: 
Sp = 60s(P; — F3) — &pe0s(F,+ Ps) — Mpsin(Fı + 9) 
oder, wenn wir hierin die Werte (33) einsetzen: 
e C 
RT 5 (bcos(g, — 95) — cco8s(p, + P))— 557: 
Also wird: 
' 2b 
(39) er) 
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oder, wenn man will, y—2ch Den Pol P der Parameterachse 
D 


wollen wir kurz den Parameterpol nennen. Dann können wir die 
Formel (39) wie folgt in Worte kleiden: Die Konkurrenz 
zweier Schrauben der Reihe ist dem Abstande der Ver- 
bindungslinie ihrer Bildpunkte von dem Parameterpol pro- 
portional. Wenn die Konkurrenz insbesondere verschwindet, sind 
die Schrauben korreziprok. Die Bildpunkte zweier korreziproken 
Schrauben der Reihe liegen also immer mit dem Parameter- 
pol in einer geraden Linie. 


Der Parameterpol P hat von der Parameterachse den Abstand 
er 
b—8= 2 z “. Wenn wir demnach zu den ursprünglichen Koordi- 





naten %, 2, die wir in der Bildebene angenommen hatten, zurück- 
kehren, so müssen die Koordinaten eines Punktes, der auf einer durch 
den Parameterpol gehenden geraden Linie liegt, einer Gleichung von 
folgender Form genügen: 


b?—_.e? 
2?=0 (k re? ): 

Setzt man diesen Wert für z in die Gleichung des Bildkreises: 
(k—b’ + = 





ein, so erhält man die Gleichung, der die Parameter zweier kor- 
reziproken Schrauben genügen: 
(1 ale 0)? — SARA en el: o?(b? — 2) en 0, 

wobei o noch willkürlich bleibt. Nennt man %,, %, die Wurzeln 
dieser Gleichung, so wird: 

a A Ale 

kt k, = 7 io ’ 
b?—c? b240%b?— c?) 

re 





2 





und demnach: 





Es ist aber: 





und somit findet man schließlich: 


1 1 1 1 

I Ba jan 
Die reziproken Werte der Parameter zweier korreziproken 
Schrauben der Reihe ergeben eine konstante Summe. Der 
Wert, den die Gleichung (40) für diese Summe liefert, wird dadurch 
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verständlich, daß die zu den Hauptachsen gehörenden Schrauben, 
deren Parameter « und ß sind, ebenfalls ein Paar korreziproker 
Schrauben bilden, da ihre Achsen sich rechtwinklig schneiden. In 
der Tat liegt auch der Parameterpol P auf dem Durchmesser A.5, der 
die Bildpunkte dieser beiden Schrauben verbindet. 


Dreizehntes Kapitel. 
Das Zylindroid. 


Wir hatten bereits im zehnten Kapitel gefunden, daß die Achsen 
der Schrauben einer Schraubenreihe eine Regelfläche dritten Grades 
erfüllen, für welche wir den Namen Zylindroid eingeführt hatten. 
Wir wollen diese Fläche jetzt eingehender betrachten. 

Ihre Gleichung können wir sofort aus den Gleichungen (18) des 
vorigen Kapitels durch Elimination von % herleiten und finden: 

ey 
(1) u Ad Ruh 
Dieselbe Gleichung!) hätten wir auch durch Elimination von @ aus 
den beiden Gleichungen: 


I 


(2) 2:y=cosp:sinp, 2=c-sin?2p 
erhalten können, 





Fig. 17. 


Diese Gleichungen kann man benutzen, um aus ihnen die 
graphische Darstellung des Zylindroids in Grundriß und Aufriß ab- 
zuleiten. Man denke sich (Fig. 17) einen Kreis um den Mittel- 


1) Sie rührt von Plücker her (Neue Geometrie des Raumes, 1868, p. 97), 
der die Fläche als Konoid bezeichnet. Den Namen Zylindroid hat ihr 
Cayley gegeben (1871, s. Ball, Irish Acad. Trans. 25, p.161). Unter Zylindroid 
war früher nach Wallis ein einschaliges Rotationshyperboloid verstanden worden. 
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punkt M mit dem Radius c beschrieben und an ihn in einem 
Punkte O die Tangente gelegt. Man ziehe die Linie MO oder « als 
die Schnittlinie von Grundriß- und Aufrißebene und durch O eine 
weitere Linie p', die mit x den Winkel p bildet, Ist 8 der zweite 
Schnittpunkt dieser Linie mit dem Kreis und zieht man durch $ die 
Linie »'" parallel zu x, so bilden p’ und p" die Projektionen des zu 
dem Winkelwert p gehörenden Zylindroidstrahls auf die Grundriß- 
und Aufrißebene. Diese einfache Konstruktion liegt allen folgenden 
Figuren zugrunde. 

Die allgemeinen Eigenschaften des Zylindroids gehen aus dem 
im vorigen Kapitel Entwickelten unmittelbar hervor. Die 2-Achse, 
als Leitlinie der Schraubenreihe, ist Doppellinie des Zylindroids, 
durch jeden ihrer Punkte gehen zwei Regelstrahlen der Fläche, diese 
sind allemal der Hauptebene, d.h. der xy-Ebene, parallel, und die 
Winkel, die sie bilden, werden alle durch zwei Ebenen halbiert, die 
durch die Leitlinie gehen und mit den Hauptachsen, d.h. der x- und 
y-Achse, Winkel von 45° bilden. Die Hauptachsen liegen selbst auf 
dem Zylindroid. Dasselbe ist ganz in dem Teile des Raumes ent- 
halten, der durch zwei Parallelebenen in den Abständen +c und 
— c zur Hauptebene begrenzt wird. In diesen äußersten Ebenen, 
den „Grenzebenen“, liegt nur je ein Strahl, ein Grenzstrahl, des 
Zylindroids.. Diese Grenzstrahlen kreuzen einander rechtwinklig und 
kreuzen die Hauptachsen unter 45°. Da die Regelstrahlen des 
Zylindroids alle der Hauptebene parallel sind, kann man dem Zylindroid 
außer seiner Doppellinie noch eine einfache Leitlinie zuschreiben, die 
in der Hauptebene unendlich weit entfernt liegt. 

Wir wollen nun die nähere Untersuchung des Zylindroids damit 
beginnen, daß wir nach Regelflächen zweiten Grades forschen, welche 
mit dem Zylindroid nur gerade Linien gemein haben. Enthält eine 
solche Fläche aber drei Regelstrahlen des Zylindroids, so muß sie 
auch die Doppellinie und die unendlich ferne Leitlinie des Zylindroids 
enthalten, weil diese Linien mehr als zwei Punkte mit ihr gemein 
haben. Die Fläche muß deshalb mit der Hauptebene außer der un- ° 
endlich fernen Leitlinie noch eine gerade Linie gemein haben, welche 
die Doppellinie, d.h. die z-Achse, trifft und mithin durch den Ko- 
ordinatenursprung geht. Die Gleichung der Fläche muß sich daher 
für z2=0 auf eine Gleichung von der Form: 


Ax+DBDy=0 


reduzieren. Da die Fläche aber durch die 2-Achse hindurchgehen 
soll, muß außerdem ihre Gleichung erfüllt sein, wenn =(0, y=0 
gemacht wird. Die Glieder, die 2 enthalten, können somit in die 


Form: . 


Timerding, Geometrie der Kräfte, 12 
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gebracht und die Gleichung der Fläche kann sonach geschrieben 
werden: 


0, Act By 

© I arDy: | 
Alle diese Flächen sind hyperbolische Paraboloide. Ihre eine 

Regelschar erhält man, wenn man in der Flächengleichung: 


(4a) | 2= 2cu 
setzt. Dann wird: 
(4b)  Ax+By=u(Cx+ Dy), 


und diese Gleichungen (4a) und (4b) stellen, wenn man den Para- 
meter u variieren läßt, die sämtlichen Strahlen der ersten Regelschar 
dar, die, wie man sieht, wie die Strahlen des Zylindroids die z-Achse 
unter rechten Winkeln treffen. Als Darstellung der zweiten Regel- 
schar bekommt man: 


(5) | Oz E Dy=2cv, Act Byve | 


indem » den Parameter bezeichnet, der die einzelnen, Strahlen dieser 
Regelschar festlegt. 

Hält man nun die Gleichung (3) mit der Gleichung (1) des 
Zylindroids zusammen, so ergibt sich durch Elimination von 2 eine 
Gleichung dritten Grades: 


(6,8 Ax® + (B- Oay+(A—- Day + By=0, 
welche die Projektionen der drei gemeinsamen Regelstrahlen beider 
Flächen auf die Hauptebene darstellt. 

Wenn die drei Regelstrahlen insbesondere zusammenfallen, wollen 
wir das Paraboloid ein Schmiegungsparaboloid des Zylindroids 
nennen.!) Dann müssen die drei Wurzeln, welche die Gleichung (6) 
für das Verhältnis &:y liefert, zusammenfallen, und demgemäß muß: 

A=y, B-C=—B3ay‘, A—-D=-3u’y, B=—&’ 
werden, wenn z,:%, die einzige jetzt existierende Wurzel der Gleichung 
bezeichnet. Hieraus folgen die Werte der Koeffizienten: 

MD) A=-yı, B=-2%, O=nQ@y’—2), D=--yBr’—yı?). 
Die Gleichung des Schmiegungsparaboloids zerfällt für, =+y, ın 
zwei lineare Gleichungen, da dann A=FB,Ü=7FD=—2B wird 
und sonach die Flächengleichung lautet: 

entweder 2 — c)(@« —y)J)=0 ode @+üJ)@+Yy)=. 


Von den zwei Ebenen, in die das Paraboloid zerfällt, ist die eine 
die Parallelebene zur Hauptebene, welche das Zylindroid längs eines 


1) Vgl. Picquet, Bulletin de la Soc. Math., vol. 14 (1886) p. 68. 
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Grenzstrahls berührt, und die andere die Ebene, welche denselben 
Grenzstrahl mit der Doppellinie des Zylindroids verbindet. 

Verlangt man, daß das Schmiegungsparaboloid durch einen be- 
liebig gegebenen Punkt mit den Koordinaten x&,, %, 2, gehen soll, 
so folgt aus den Gleichungen (3) und (7): 


Ic Y°R— a’ Y 
x By’) —-Yy8U’— Yı°)Yo 





= 
oder: 
(8) (20 — 2CYyo)aı°+ 3Yo2o° &ı’Yı — 30 20° %ı Yı — (YoLo— 2%) = 
Da diese Gleichung vom dritten Grade für z,:y, ist, gehen durch 


einen beliebigen Punkt des Raumes drei Schmiegungsparaboloide. 
Liegt der Punkt auf dem Zylindroide, besteht also die Gleichung: 


(To + Y0)20 = 20%, Yo; 
so fallen die drei Schmiegungsparaboloide zusammen. Wenn ,=+c 
ist, so fallen zwei der drei Schmiegungsparaboloide in eines der 
nano zusammen, die, wie wir gesehen haben, unter den 
in ie enthalten sind. In der Tat wird, wenn 


= +c ist, „+1 und wenn ,= — c ist, mo eine Doppel- 


Rt der Gleichung (8). Ist z,°<c”, so sind zwei Wurzeln der 
Gleichung imaginär, ist 2, > c, so sind alle ihre Wurzeln reell. 

Wir wollen uns nun durch ee drei Regelstrahlen des Zylindroids, 
die den Wurzeln der Gleichung (8) entsprechen und in denen drei 
durch einen Punkt gehende Schmiegungsparaboloide das Zylindroid 
berühren, wieder ein Paraboloid gelegt denken. Dann haben wir die Glei- 
chung (8) mit der Gleichung (6) zu identifizieren, und demgemäß er- 
halten wir für die Gleichung des Paraboloids: 


(9) EEE NEE EIER LENER 
(2%, 20 — CRg)E — (2%, 2, — € Yo)Y 





Man sieht sofort, daß diese Gleichung für = x, Yy=Yyy 2=2, &- 
füllt ist, das durch sie dargestellte Paraboloid geht also durch jeden 
gemeinsamen Punkt der drei Schmiegungsparaboloide hindurch. Diese 
gemeinsamen Punkte erfüllen aber eine gerade Linie, welche die 
Doppellinie des Zylindroids, d. h. die z-Achse rechtwinklig schneidet, 
also zur xy-Ebene parallel ist. In der Tat erfährt die Gleichung (8) 
keine Änderung, wenn man 


’ Li Ya %: durch, om, 0% 20 
ersetzt, was auch o sei. 

Wir nehmen jetzt an, unter den drei Regelstrahlen, welche die 
betrachteten Paraboloide mit dem Zylindroid gemein haben, seien 
zwei konjugierte Strahlen, zu denen, wenn man sie als Achsen 

127 
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zweier Schrauben der Schraubenreihe auffaßt, derselbe Schrauben- 
parameter gehört. Solche zwei konjugierte Strahlen werden durch 
Ebenen ausgeschnitten, welche mit der xz-Ebene gleiche Winkel 
bilden, also Gleichungen von folgender Form haben: 


+ yYıAy=0 undz— Yıy=0. 


Die kubische Gleichung (6) hat dann zwei entgegengesetzt gleiche 
Wurzeln und muß, in ihre Wurzelfaktoren zerfällt, folgende Form 
haben: 


@+ Vay)la -Vay)l@- 9) 0, 
die ausgerechnet ergibt: 
Lp a ME. 
DER YA U. 
Demnach wird jetzt: | | 
A=1, B-0O=-5, A-D=-4, B=5, 


oder: 


A=1, B=4, 0-14, D=-1+4, 


und die Gleichung des Paraboloids lautet: 
Re xcHAy 
ee en, 


Die Strahlen der einen Regelschar des Paraboloids liegen in den 
Ebenen, die durch Gleichungen von folgender Form gegeben werden 


[vgl. 5)]: | 
+ xy = 2c0. 


(10) 





Diese Ebenen sind aber senkrecht zu dem gemeinsamen Regelstrahl 
des Paraboloids und Zylindroids, der durch die Gleichung: 


(RD) 2 2y=0 


festgelegt wird. Also schneiden alle Strahlen der Regelschar diesen 
Regelstrahl unter rechtem Winkel. Sie schneiden aber außerdem die 
beiden konjugierten Strahlen des Zylindroids, und sonach muß jede 
Linie, die zwei konjugierte Regelstrahlen des Zylindroids trifft, außer- 
dem einen dritten Regelstrahl des Zylindroids unter rechtem Winkel 
schneiden. Legen wir aber umgekehrt durch den Regelstrahl, der 
durch die Gleichung (11) festgelegt wird, und eine Linie, die ihn 
senkrecht trifft, das Paraboloid, das außerdem die Doppellinie und 
die unendlich ferne Leitlinie des Zylindroids enthält, so ist dies 
Paraboloid dergestalt eindeutig bestimmt und muß eine Gleichung 
von der: Form (10) haben., So sehen. wir: Jede Linie, die 
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einen Regelstrahl des Zylindroids unter rechtem Winkel 
trifft, schneidet es außerdem in zwei Punkten, die auf zwei 
konjugierten Regelstrahlen liegen. Diese Regelstrahlen brauchen 
nicht notwendig reell zu sein. Sie können auch imaginär werden 
oder (in eine der Hauptachsen) zusammenfallen. 

Wenn wir nun dazu übergehen, die einfachsten Kurven auf dem 
Zylindroid zu untersuchen, so legen wir zweckmäßig die allgemeine 
Bemerkung zugrunde, daß jede Kurve, die auf dem Zylindroid ver- 
läuft, sich in folgender Weise darstellen läßt: 

R—=2CDCo8g, 
(12) y=2c®sing, 
2=2cCcospsing, 
wenn x, Y, 2 die Koordinaten irgendeines Punktes der Kurve, ® aber 
eine Funktion des Winkels p bezeichnet. In der Tat folgen diese 
Gleichungen formal sofort aus den Gleichungen (2), und damit sie 
sich auf die Punkte einer Kurve beziehen, muß das zunächst will- 
kürliche ® als eine Funktion des Winkels g angesehen werden. 
Durch geeignete Wahl dieser Funktion können wir leicht alle ge- 
wünschten Kurven auf der Fläche gewinnen. Aus einer beliebigen 
Kurve auf dem Zylindroide und dessen Doppellinie kann man es 
selbst herleiten, indem man aus allen Punkten der Kurve auf die 
Doppellinie die Lote fällt. 
Nehmen wir zunächst: 


(13) | 6=|1, 
so erhalten wir eine Kurve, deren Parameterdarstellung lautet: 

(14) 2 =2c06089, y=-2csinp, :2= 2ccospsing. 
Um sie auch als Schnitt zweier Flächen abzuleiten, quadrieren wir 
zunächst die beiden ersten der vorstehenden Gleichungen und addieren 
sie, so wird: 

(15) e+y— 4c}. 
Quadrieren wir ferner den Ausdruck: 

x +y= 2c(cosp + sing), 
(© + y)? = 4e?(1+ 2cospsing) 

oder nach der dritten Gleichung (14): 

ELO Ta (+ y)” = 4c(c+ 2). 
Drehen wir noch das Koordinatensystem um die 2-Achse durch 45°, 
so haben wir für die neuen Koordinaten zu setzen: 


(17) «= VYillac+y), Y-Y4a-y), 2-2. 


so erhalten wiır: 
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Die Gleichungen (15) und (16) werden dann: 
(18) ey? Al et 2ele +2). 


Die erste dieser Gleichungen stellt einen geraden Kreiszylinder mit 
dem Halbmesser 2c, die zweite einen parabolischen Zylinder dar, 
dessen Seitenlinien die Seitenlinien des ersten Zylinders senkrecht 
kreuzen, und die in Rede stehende Raumkurve erscheint als die 
Schnittkurve dieser beiden Zylinder. Die untenstehende Figur gibt 
die Darstellung eines Viertels dieser Kurve in Grundriß und Aufriß. 





Fig. 18. 


Von dem parabolischen Zylinder betrachten wir den Querschnitt, 
der in die durch die Gleichung y'=0 oder 2 — y= 0 gegebene Ebene 
fällt, und denken uns den Zylinder selbst konstruiert, indem wir 
auf dieser Ebene in den Punkten der Parabel, welche den Querschnitt 
bildet, die Lote errichten. Die Ebene geht durch den oberen Grenz- 
strahl des Zylindroids, die Parabel hat dessen Doppellinie zur Achse 
und den tiefsten Punkt derselben, der auf der Fläche liegt, zum Scheitel. 
Ihr Brennpunkt liegt in der Mitte zwischen ihrem Scheitel und dem 
Koordinatenursprung, dem „Mittelpunkt“ des Zylindroids. ce ist 
der Parameter der Parabel. Errichten wir in den Punkten der 
Parabel auf ihrer Ebene die Lote und bringen diese zum 
Schnitte mit dem Rotationszylinder, dessen Achse mit der 
Achse der Parabel zusammenfällt und dessen Halbmesser 
gleich dem doppelten Parameter der Parabel ist, dann er- 
füllen die Lote, die wir von den Schnittpunkten auf die 
Parabelachse fällen, das Zylindroid. | 
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Wir setzen zweitens in den Gleichungen (12): 
1) | ®— 0c089. 
Dann erhalten wir eine Kurve, deren Parameterdarstellung lautet: 
(20) 2=2cocosp?, y= 2cocospsing, 2Z= 2Ccospsing. 


Aus diesen Gleichungen leiten wir, indem wir die zweite durch die 
dritte dividieren, zunächst ab: 


(21) = _. 


Die Kurve ist also eine ebene Kurve und liegt in einer Ebene, die 
durch die eine Hauptachse (y= 0, 2=0) des Zylindroids geht 
Ferner folgt aus den Gleichungen (20): 
2 —co=cocos2p, Y=- cosin?g, 
und somit wird: 
(22) (© — co’ + y’= (co). 

Dies ist die Gleichung eines Rotationszylinders, der durch die 
Doppellinie des Zylindroids geht und dessen Achse die in der ge- 
fundenen Ebene (21) liegende Hauptachse des Zylindroids trifft. Die 
Kurve, die durch die Gleichungen (20) gegeben wird, ist demnach 
als Schnitt eines geraden Kreiszylinders mit einer Ebene eine Ellipse, 
die Doppellinie des Zylindroids geht durch den einen Endpunkt der 
kleinen Achse dieser Ellipse und steht auf dieser Achse senkrecht. 
Errichtet man also in dem einen Eindpunkte der kleinen 
Achse einer Ellipse auf dieser Achse eine Senkrechte, die 
dem durch die Ellipse gehenden geraden Kreiszylinder angehört, und 
fällt von allen Punkten der Ellipse auf diese Senkrechte 
die Lote, so erfüllen dieselben ein Zylindroid, 

Die sämtlichen Ellipsen, die auf dem Zylindroid liegen, be- 
kommen wir, wenn wir allgemeiner: 


(23) .  D= oc0s(p — 9,) 


setzen. Schreiben wir dann: 


a |S 


COCO8p,=4d, cosunm, =), 

so wird die Parameterdarstellung der Kurve: 

x =2(acosp + bsinp)cosy, 

(24) y=2(acosp + bsinp)sing, 

2 = 2C6C0spsing. 

Aus diesen Gleichungen folgt zunächst: 
bx+ay=2ab + 2(a? + b?)cospsing 

und demnach weiter: 


(25) cbz+ay)— (®+b)z=2cal. 
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Dies ist die Gleichung der Ebene, in welcher die Ellipse liegt. 
Ferner ergibt sich aus den ersten beiden Gleichungen (24) sofort: 


(26) 2 +y=20ax + 2by. 
Denn die linke und die rechte Seite dieser Gleichung sind 
— 4(acosp + Dsin p)”. 


Die so gewonnene Gleichung stellt wieder einen Rotationszylinder 
dar, der die Doppellinie des Zylindroids als eine Seitenlinie enthält, 
und die (zu dieser Doppellinie parallele) Achse des Zylinders trifft 
die xy-Ebene in einem Punkte, dessen Koordinaten =a und y=b 
sind. Die Projektion des Kegelschnittes auf die Hauptebene ist also _ 
immer ein Kreis, der durch den Schnittpunkt der Hauptachsen des 
Zylindroids hindurchgeht. Von diesem Kreis ausgehend, kann man 


I“ ; 





T ” 
Fig. 19. 


den Kegelschnitt leicht in Grundriß und Aufriß zeichnen, wie es die 
vorstehende Figur zeigt. Multipliziert man‘die Gleichung: 


ax + by = 2(acosp + bsinp)? 
noch mit: 
2 = 2C06ospsing, 


so erhält man auf der rechten Seite nach (24): 
4c(acosp + bsinp)’cospsinp = cxy 
und demnach: 
(27) axzz + byz — cay=O. 


Dies ist die Gleichung des Kegels, welcher die Ellipse aus dem 
Koordinatenursprung, d. h. dem Mittelpunkte des Zylindroids projiziert. 
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Er geht durch die Hauptachsen und die Doppellinie des Zylindroids 
hindurch, die in der Tat alle drei von der Ellipse getroffen werden. 
| Sucht man allgemeiner den Kegel, der die Ellipse aus einem 
beliebigen, durch seine Ordinate z, gegebenen Punkte der Doppel- 
linie projiziert, so hat man zu der mit 2, multiplizierten Gleichung (26) 
die mit 2 multiplizierte Gleichung (27) zu addieren und erhält für 
die Gleichung des gesuchten Kegels: 


(27a) ala +y?) — 2cexy + 2lax+dy)(2— 2) =. 


Macht man hierin z=(, so findet man für die Schnittkurve des 
Kegels mit der Hauptebene: 


2, (0 + y?) — 2cay — 22,(aXc+ by) =(). 


Welche Werte in dieser Gleichung a,b auch haben mögen, immer 
sind die Kegelschnitte, zu denen man so gelangt, einander ähnlich 
und paarweise in ähnlicher Lage, denn ihre Gleichungen unterscheiden 
sich nur in den linearen eltern L 

Liegt der Projektionspunkt zwischen den Grenzebenen des 
Zylindroids, ist also 2,” <.c?, so sind die Kegelschnitte in der Haupt- 
ebene Hyperbeln, sie werden Parabeln, wenn der Projektionspunkt 
in eine der Grenzebenen fällt, und sie sind Ellipsen, wenn der 
Projektionspunkt außerhalb der Grenzebenen liegt. 

Die Gleichung (25) ist erfüllt, wenn man: 

(28) = A, y=—-4, 2=2c— ES, = 20 078 
macht, was auch A sei. Durch diese Gleichungen (28) wird aber ein 
Regelstrahl des Zylindroids dargestellt, und durch diesen Regelstrahl 
geht die Ebene der Ellipse hindurch. In der Tat muß sie insgesamt 
eine Kurve dritter Ordnung mit dem Zylindroid gemein haben, und 
spaltet sich von dieser Kurve dritter Ordnung ein Kegelschnitt ab, 
so muß der Rest eine gerade Linie sein. Umgekehrt muß jede Ebene, 
die durch einen Regelstrahl des Zylindroids geht, dieses außerdem 
in einem Kegelschnitt, und zwar einer Ellipse, schneiden. 

Die Ebene ist als eine Tangentialebene des Zylindroids anzusehen, 
und der Berührungspunkt dieser Tangentialebene ist der Punkt, in 
dem der in ihr liegende Kegelschnitt den in ihr liegenden Regelstrahl 
außerhalb der Doppellinie des Zylindroids schneidet. Ein Schnitt- 
punkt liegt in der Tat immer auf der Doppellinie, denn der Wert 
von 2 in (28) stimmt mit dem Wert von z, der sich aus (25) für 
z=(,y=0 ergibt, “überein. 

Die Gleichung (25) ist ferner erfüllt, won z=a,y=Jb, 2=0 
gesetzt wird. Die Ebene der Ellipse trifft demnach die Achse des 


1) Picquet, Bulletin de la Soc. Math. 14, 1886, p. 68. 
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Zylinders in deren Schnittpunkte mit der Hauptebene, d. h. der 
xy-Ebene, die kleine Achse der Ellipse liegt in der Hauptebene und 
die Hauptachsen des Zylindroids gehen nach ihren Endpunkten hin. 
Die Endpunkte der großen Achse bilden den höchsten und tiefsten 
Punkt der Ellipse, nach ihnen gehen also die Grenzstrahlen des 
Zylindroids hin. Wir finden demnach: Schneidet man einen 
geraden Kreiszylinder durch eine Ebene und fällt von den 
Punkten der Schnittellipse die Lote auf irgendeine Seiten- 
linie des Zylinders, so erfüllen diese Lote ein Zylindroid. 
Hierbei liefern die Lote aus den Endpunkten der kleinen 
Ellipsenachse die Hauptachsen und die Lote aus den End- 
punkten der großen Achse die Grenzstrahlen des Zylindroids. 
Diese Erzeugung der Fläche rechtfertigt ihre Bezeichnung als Zylin- 
droid, mehr noch wie die zuerst gegebene Erzeugungsart, und von 
ihr ausgehend schlug Cayley die Bezeichnung Zylindroid vor. 
Die Gleichung (26) ist erfüllt, wenn man: 


(29) x=20, y=2b 
macht. Die Gleichung (25) ergibt dann: 
(29) De 


also wird z gleich der Ordinate des Zylindroids, die zux=qa, y-b 
gehört. Dies aber ist die Ordinate des Punktes, in dem das Zyhassae 
von der Achse des Zylinders (26) geschnitten wird. 

Die Punkte, die durch die Gleichungen (28) und (29) gegeben 
werden, gehören konjugierten Regelstrahlen des Zylindroids an und 
kreuzen dessen Hauptachsen unter gleichen Winkeln. Der eine dieser 
Regelstrahlen trifft ferner die Achse des Zylinders. Daraus ergibt 
sich für die Tangentialebene des Zylin- 
droids in einem gegebenen Punkte P' 
folgende Konstruktion. 

Der Fußpunkt des vom Punkte P' 
auf die Hauptebene gefällten Lotes sei 
Q. Man verbinde © mit dem Mittel- 
punkt M, in dem sich die Hauptachsen 
des Zylindroids schneiden. Auf dieser 
Verbindungslinie errichte man in © 
das Lot und nenne R den Punkt, in 
dem dies Lot die symmetrisch zu MQ 
bezüglich der Hauptachsen gelegene 
Linie trifft. Fällt man dann von R aus auf die Hauptachsen die 
Lote RX und RY, so geht die Tangentialebene in P' durch die 
Punkte X und Y hindurch und ist somit bestimmt. 





Fig. 20. 
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Zum Beweise konstruiere man über MR als Durchmesser den 
Kreis «x. Dieser Kreis geht durch die Punkte X, Y, © hindurch und 
ist der Schnittkreis eines Zylinders, der aus dem Zylindroid eine 
Ellipse ausschneidet. Diese Ellipse geht durch die Punkte X, Y, P' 
hindurch, außerdem aber auch durch den Fußpunkt des von P' auf 
die Doppellinie gefällten Lotes, denn der Winkel QMX ist gleich 
dem Winkel XMR, und die Linien MQ und MR sind somit die 
Projektionen zweier konjugierten Regelstrahlen des Zylindroids, von 
denen der eine die Achse des Zylinders trifft. Der andere ist also 
der, welcher eine Sehne der Ellipse bildet und in dessen Schnitt- 
punkte P' die Ebene der Ellipse das Zylindroid berührt.!) 

Es ist nun zu beachten, daß man jeden Kegelschnitt auf dem 
Zylindroid erhalten kann, indem man von irgendeinem Punkte P der 
Fläche die Lote auf alle ihre Regelstrahlen fällt. Die Fußpunkte 
dieser Lote liegen dann allemal auf einer Ellipse, welche auch den 
angenommenen Punkt P enthält. Wenn wir uns nämlich den Regel- 
strahl p gezogen denken, der den Punkt P enthält, so muß nach 
einem oben bewiesenen Satze jede Linie, die p trifft und einen 
anderen BRegelstrahl der Fläche unter rechtem Winkel schneidet, 
außerdem den zu p konjugierten Regelstrahl p' treffen. Die Lote, 
die man vom Punkte P aus auf die Regelstrahlen fällt, müssen also 
alle den festen Regelstrahl p' treffen und liegen mithin in einer 
Ebene, die durch p’ hindurchgeht. Diese Ebene hat mit der Fläche 
außerdem eine Ellipse gemein, und auf dieser liegen sonach die Fuß- 
punkte der Lote und auch der Flächenpunkt P, da die Ebene der 
Ellipse durch ihn hindurchgeht. Rückt der Punkt P auf seinem 
Regelstrahl p fort, so dreht sich die Ebene der zu ihm gehörenden 
Fußpunktkurve um den konjugierten Regelstrahl p'. Da die Ellipse 
die Doppellinie des Zylindroids immer trifft, geht sie stets durch den 
Punkt P', des Regelstrahls p', in dem derselbe auf der Doppellinie 
senkrecht steht, außerdem enthält sie von diesem Regelstrahl, wie 
von allen anderen, noch den Fußpunkt P’ des auf ihn aus P ge- 
fällten Lotes. Die Sehne P',P' der Ellipse ist der Sehne parallel, 
die in die Hauptebene fällt, dies aber ist, wie wir gesehen haben, 
‘die kleine Achse der Ellipse. Die Sehne PP’ aber ist zu der Sehne 
P',P' senkrecht, also der großen Achse der Ellipse parallel. Die 
Linie P',P geht mithin durch den Mittelpunkt der Ellipse. 

Die Lote, welche wir von dem Punkte P auf die Regelstrahlen 
‚des Zylindroids gefällt haben, bilden, weil sie in einer Ebene liegen, 
ein Büschel. Die Regelstrahlen stehen auf je einem Strahl dieses 
Büschels, außerdem aber alle auf der Doppellinie des Zylindroids 


1) Eine andere Konstruktion der Tangentialebene gibt d’Ocagne, Ann. 
de Math. et de Phys. (3) 1, 1901, p. 159. 
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senkrecht. Es erfüllen also die gemeinsamen Normalen der 
Strahlen eines Büschels und einer festen Achse a ein 
Zylindroid. Um dies Zylindroid festzulegen, fälle man von dem 
Büschelscheitel P das Lot p auf die feste Achse a, sein Fußpunkt 
heiße P,. Außerdem denke man sich durch den Schnittpunkt P', 
der Büschelebene mit der Achse a zu dieser letzteren die Normal- 
ebene gelegt und nenne die Schnittlinie derselben mit der Ebene des 
Büschels p'. Dann sind p und p' konjugierte Regelstrahlen des zu 
bestimmenden Zylindroids.. Durch den Mittelpunkt M der Strecke 
P,P', denkt man sich wieder die Normalebene 7 zu der Achse ge- 
lest und auf diese die Strahlen » und p’ senkrecht projiziert. Die 
Halbierungslinie des Winkels zwischen » und p'’ ist die eine Haupt- 
achse 4 des Zylindroid.. Um noch den Wert der Konstanten c zu 
bestimmen, durch die es völlig festgelegt wird, nenne man P' den 
Punkt, in dem der auf p’ senkrechte Büschelstrahl diese Linie trifft, 
denke sich dann den Büschelscheitel P und den Punkt P' auf die 
Ebene n senkrecht projiziert und durch die Projektionspunkte R, 
Q und durch M den Kreis x gelegt. Ist = MR der Radius 
dieses Kreises x und « der Winkel, den die Ebene des Büschels mit 
der Ebene „7 bildet, so wird: 
c=r-tanga. 

In der Tat ist dies der Abstand des höchsten Punktes der Ellipse, 
in welcher der über dem Kreis x stehende Zylinder die Büschelebene 
schneidet, von der Ebene n. Diese Ellipse wird aber erfüllt von den 
Treffpunkten der gemeinsamen Normalen mit den Büschelstrahlen. 

Der Satz, daß die Fußpunkte der von einem beliebigen Punkte 
des Zylindroids auf seine Regelstrahlen gefällten Lote eine Ellipse 
erfüllen, kann auch so ausgesprochen werden: Die Regelstrahlen des 
Zylindroids werden von ihren Normalebenen, die durch eine und 
dieselbe Parallele zur Doppellinie hindurchgehen, in den Punkten 
eines Kegelschnittes getroffen. Daraus folgt aber weiter: Die Fuß- 
punkte der Lote, die man von einem beliebigen Punkte des Raumes 
auf die Regelstrahlen des Zylindroids fällt, erfüllen allemal eine 
Ellipse. Appell hat nun den wichtigen Satz bewiesen, daß die 
einzige Regelfläche, für welche die Fußpunkte der von einem be- 
liebigen Punkte auf ihre Regelstrahlen gefällten Lote eine ebene 
Kurve erfüllen, das Zylindroid ist.!) 

Die Gleichung (26) des Kreises x zeigt, daß sein Radius oder, 
was dasselbe ist, die kleine Halbachse der Ellipse: 


r—= Ya? + B%. 


1) S. Bulletin de la Soc. Math. 28 (1900) p. 261, außerdem den auf einen 
kinematischen Satz gestützten synthetischen Beweis von Bricard in derselben 
Zeitschrift 29 (1901) p. 18 und den analytischen Beweis von Demoulin, ibid. p. 39. 


% 
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Die Gleichung für den Neigungswinkel & der re gegen 
die Hauptebene läßt sich schreiben: 





tan Mr 
g E 





C 
Var 68 
und die große Halbachse der Ellipse wird: 


s=-Vr+®=-ye®+b:+ eo. 
Zu beachten ist noch, daß die Endpunkte X, Y der kleinen Achse 
der Ellipse auf den Hauptachsen des Zylindroids liegen in den Ab- 
ständen 2a und 2b vom Mittelpunkte M, in dem sich jene Haupt- 

achsen schneiden. | 
Die letzte der vorstehenden Gleichungen zeigt, daß, solange die 
kleine Achse der Ellipse dieselbe bleibt, auch die große Achse sich 
nicht ändert, also die Ellipse sich kongruent bleibt. Nach der vorher- 
gehenden Gleichung bleibt dann aber auch die Neigung ihrer Ebene 
gegen die Hauptebene dieselbe. Wir gelangen so zu dem Satz}): 
Läßt man eine unveränderliche Ellipse sich so bewegen, 
daß die Endpunkte ihrer kleinen Achse an zwei sich 
schneidenden und zueinander senkrechten geraden Linien 
entlang gleiten, während sie gleichzeitig das im Schnitt- 
punkte der beiden Linien auf deren Ebene 7 errichtete Lot 
fortwährend trifft, so bleibt die Neigung der Ebene dieser 
Ellipse gegen die Ebene n dieselbe, und sie bewegt sich auf 
einem Zylindroid, von dem das 1a der Ebene 7 die Doppel- 
linie, die in der Ebene n angenommenen beiden Linien die 
Eraserinn und dessen Parameter c gleich der halben 

Brenndistanz der Ellipse ist. Denn es wird: 


| c= yVs- 1. 

Wir haben oben gefunden, daß, wenn wir auf dem Zylindroid 
zwei konjugierte Regelstrahlen p, p' herausgreifen, die sämtlichen 
Regelstrahlen des Zylindroids sich auffassen. este als die gemein- 
samen Normalen der Doppellinie und je eines Strahles, in. einen 
festen Punkt P von p mit einem veränderlichen Punkte von p’ ver- 
bindet. Für den Punkt P kann hierbei ein beliebiger Punkt auf p 
gewählt werden, denn, wie man ihn auch annimmt, immer ergibt 
sich dasselbe Zylindroid, das durch die konjugierten Strahlen p, p' 
eindeutig bestimmt ist, Jeder Strahl s des Zylindroids ist also 
gemeinsame Normale von unendlich vielen Strahlen, welche die beiden 
Linien p und p' treffen. Diese Strahlen erfüllen jedesmal eines von 
den oben behandelten Paraboloiden, welche drei Strahlen, darunter 





1) Mannheim, Comptes Rendus, T.106 (1888) p. 820. 


190 Dreizehntes Kapitel. Das Zylindroid. 


zwei konjugierte, des Zylindroids enthalten. Die sämtlichen Strahlen 
aber, welche die Linien »,p' treffen, bilden eine der mit dem 
Zylindroid verknüpften einfach unendlich vielen linearen Strahlen- 
kongruenzen. Die gemeinsame Normale der Leitlinien », p' (d. h. die 
Doppellinie des Zylindroids) wollen wir der Kürze halber die Achse 
der Strahlenkongruenz nennen. Dann können wir sagen: Die ge- 
meinsamen Normalen der Achse und der Strahlen einer 
linearen Strahlenkongruenz erfüllen ein Zylindroid, von 
dem die Leitlinien der Kongruenz zwei konjugierte Regel- 
strahlen bilden.) Die Strahlen des Zylindroids, die in zwei zur 
Hauptebene parallelen und. von ihr gleichweit entfernten Ebenen 
liegen, sind einander paarweise ıkonjugiert. Sie kreuzen sich (wie 
man leicht sieht, wenn man sie auf die zweite mögliche Art zu 
Paaren zusammenfaßt) rechtwinklig. In den beiden Parallelebenen 
liegen aber anderseits die Endpunkte zweier Durchmesser irgendeiner 
Ellipse des Zylindroids, und so erkennt man leicht die Richtigkeit 
des folgenden Satzes: Die Regelstrahlen, die nach den Endpunkten 
der Durchmesser einer Ellipse des Zylindroids hinlaufen, kreuzen 
einander rechtwinklig. 

Alle Ellipsen des Zylindroids werden, wenn man sie senkrecht 
auf die Hauptebene projiziert, zu. Kreisen, die durch den Mittel- 
punkt M des Zylindroids gehen. Diese Kreise lassen sich mittels ein- 
facher Inversion (Transformation durch reziproke Radienvektoren) in 
gerade Linien verwandeln. Ihre Gleichungen sind von der Form: 


(26) 2(ac+by)= +. 
Führt man in dieser Gleichung ein: 

(30) tr= Br L, ee 
woraus umgekehrt: | 

Re EN 

a URN 7553) 
und: 

(30b) (@?+ 3?) + 9’) = (20) 


folgt, so geht die Kreisgleichung über in die Gleichung einer geraden 
Linie: 


(31) a+by=2c. 


1) In einer allgemeinen Strahlenkongruenz bilden die einem beliebigen 
Strahl derselben unendlich benachbarten Strahlen eine lineare Kongruenz, und 
daraus folgt, daß die gemeinsamen Normalen eines Strahles der allgemeinen 
Kongruenz und der unendlich benachbarten Strahlen ein Zylindroid erfüllen. 
So ist dasselbe von Hamilton entdeckt worden (Trans. of the Irish Acad., 
Vol.16, 1830, p.4). Die einmal aufgestellte Behauptung, das Zylindroid sei 
schon 1819 von Sangro behandelt worden, beruht auf einer Verwechslung mit 
dem Wallisschen Zylindroid (Rotationshyperboloid). 
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Die ausgeführte Transformation stellt aber eine Inversion dar, nn 
welcher ein Punkt P der Ebene, der von M den Abstand r hat, 
den una P' der Wesens von M und P übergeliv, en 
Abstand r’ von M sich aus der Gleichung: 


rr'= 40? 
bestimmt. 

Man kann die für und y gefundenen Ausdrücke (30a) in die 
Gleichung des Zylindroids einsetzen und so auch 2 durch r und Y 
darstellen. So findet man für die, Koordinaten x, y, 2 eines Punktes 
des Zylindroids die folgende Parameterdarstellung: 





R deche | Ach. 2cry. 
> VERBREITET ae) 


Durch diese Gleichungen oder die aus ihnen hervorgehenden: 
(32a) = 20, y-2c- 


wird aber, indem wir x, 4 als Koordinaten eines Bildpunktes in 
einer Bildebene deuten, auch eine eindeutige Abbildung des Zylindroids 
auf eine Ebene vermittelt. Bei dieser Abbildung werden die Regel- 
strahlen der Fläche durch die geraden Linien dargestellt, die durch 
den festen Punkt M, den „Mittelpunkt“ der Abbildung, gehen, und 
die Kegelschnitte auf dem Zylindroid durch die übrigen geraden 
Linien der Bildebene. Da irgend zwei dieser .geraden Linien sich in 
einem Punkte schneiden, ist zu schließen, daß auch zwei beliebige 
Ellipsen auf dem Zylindroid einen Punkt gemein haben. Die Punkte 
der Doppellinie werden durch die unendlich fernen Punkte der Bild- 
ebene und die unendlich fernen Punkte des Zylindroids allein durch 
den festen Punkt M abgebildet. Wir haben oben gefunden, daß die 
Ebene der Ellipse, welche aus dem Zylindroid durch den in der 
Form (26) dargestellten Zylinder ausgeschnitten wird, den Regelstrahl 
enthält, für dessen Punkte: 
x y=—a:b 


wird. Gleichzeitig aber wird die Ellipse in der Bildebene als die 
durch die Gleichung: 
ar+by=2c 


dargestellte gerade Linie abgebildet. Daraus schließen wir sofort, 
daß Ellipsen, deren Ebenen durch denselben Regelstrahl p des 
Zylindroids gehen, durch parallele gerade Linien abgebildet werden, 
und zwar sind sie dem mit p in einer Normalebene zur Doppel- 
linie liegenden Strahle des Zylindroids parallel. Die zuerst besprochene 
Raumkurve vierter Ordnung auf dem Zylindroid wird durch den 
Kreis um M mit dem Radius 2c abgebildet. 
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Wir setzen nun in den Grundgleichungen (12): 
Acos2p+Bsin2p+C 
(88) aim Dcosp+ Esing 
Dann Be die zugehörige Kurve auf dem Zylindroid eine Raumkurve 
dritter Ordnung.!) Man kann nämlich schreiben: 
(C+A)cosp?+2Bcospsing+(Ü — A) sin ir 

(833) ER Deosp+Esing 
und setzt man diesen Ausdruck in die Gleichungen (12) für die 
Koordinaten x, y, 2 eines beliebigen Kurvenpunktes ein, so erhält 
man, wenn man noch der Kürze halber: 








tangp=op 
macht, die folgende Parameterdarstellung: 
(C+4)+2Be+(C-A)e’ 
(D-+Ee) +) 
34 _ 9, +N+2Be+(C— A)o'e 
Sr STE) 





= 2c 





)) 


\ i 
Der 14,08 
Setzt man diese Werte in die Gleichung einer beliebigen Ebene: 

ec +tny+i2—d—=0 
ein, so erhält man eine Gleichung dritten Grades für oe und deren 
drei Wurzeln entsprechend drei Kurvenpunkte, die in der Ebene 
liegen. . . 
Die Raumkurve dritter Ordnung hat mit einem beliebigen Regel- 
strahl des Zylindroids einen Punkt gemein, denn für die Punkte 
eines Regelstrahls nimmt: 


et 

x 

einen bestimmten Wert an, der als Parameter dem Regelstrahl zu- 
geschrieben werden kann. Es liefern infolgedessen die vorstehenden 
Gleichungen eindeutig bestimmte Werte für die Koordinaten des 
Kurvenpunktes, der auf dem Regelstrahl liegt. Für zwei Regel- 
strahlen fällt dieser Schnittpunkt in die Doppellinie, es wird nämlich 
x<=(,y=0(, wenn o der quadratischen Gleichung genügt: 


(34a) (C+4)+2Boe+(C -Age=0 
Wenn: 
B—- (OU +4A)(C —A)>0, also A?+ 5?> 0%, 
sind die Wurzeln o,, 0, dieser Gleichung reell, und dann hat die 
Raumkurve dritter Ordnung zwei reelle Punkte mit der Doppellinie 


1) Vgl. Goebel, Ztschr. £.. Math. u. Phys. Bd, 25 (1880). p.-295. 
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gemein. Durch diese beiden Punkte geht aber noch je ein weiterer 
Regelstrahl des Zylindroids, der mit der Raumkurve noch einen nicht 
in die Doppellinie fallenden Punkt, im ganzen also zwei Punkte 
gemein haben muß, also eine Bisekante der Raumkurve bildet. Die 


- fe : 1 
Parameter, zu denen diese Regelstrahlen gehören, sind 0, = — und 


0 5 Sie bestimmen sich demnach aus der quadratischen Gleichung: 
2 


(34b) (C-4)+2Bbe!+(C+A0?=0. 
Die Raumkurve hat mit dem Regelstrahl, der zu dem Para- 
meter ge = — D/E gehört, einen unendlich fernen Punkt gemein, denn 


für diesen Wert von o werden nach den Gleichungen (34) die Werte 
von 2 und y unendlich groß. 

Wir wollen nun nachweisen, daß die Raumkurve dritter Ordnung 
immer auf einem elliptischen Zylinder enthalten ist, der die beiden 
Grenzebenen des Zylindroids berührt. Zunächst leiten wir aus den 
ersten beiden Gleichungen (34) ab: 


De + Ey= 2 C+ND+2Be+ 0-0’ 











Lisc 
A(1—-e)+2Be 
—=20c+2c re 
und mit Rücksicht auf die dritte Gleichung folgt hieraus: 
hy me 0,209 
| (Da + Ey— 2Bz — 200)? =44?ec (1 
oder: 
(35) (Dz+ Ey— 2Bz — 200? +44’? —=4A?’c}, 


und dies ist die gesuchte Gleichung des Zylinders, Macht man in 
derselben z=-+ c, so reduziert sie sich auf: 


Dze+Ey—2Bz — 20c=0, 


dies ist sonach die Ebene, in der die Berührungslinien des Zylinders 
mit den begrenzenden Tangentialebenen (2=-+ c) des Zylindroids 
liegen, und da die Ebene, welche die Berührungslinien zweier 
parallelen Tangentialebenen eines Zylinders verbindet, immer durch 
dessen Achse hindurchgeht, so schneidet die gefundene Ebene die 
Hauptebene (2=0) in der Achse des Zylinders. Diese Achse ist 
somit in der Hauptebene durch die Gleichung: 

| Dx + Ey=2Cec 
gegeben. 

Auf die Form (35) läßt sich nun die Gleichung jedes ellip- 
tischen Zylinders bringen, der die beiden Grenzebenen des Zylindroids 
berührt. Jeder solche Zylinder hat demnach eine und damit eine 
zweite Raumkurve dritter Ordnung mit dem Zylindroid gemein. In 


Timerding, Geometrie der Kräfte. 13 
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der beistehenden Figur 21 findet man die eine Schnittkurve des 
Zylindroids mit einem Rotationszylinder dargestellt, dessen Achse 
eine Hauptachse des Zylindroids ist, 
2 und der die beiden Grenzebenen 
berührt. 

Legt man durch eine Raum- 
kurve dritter Ordnung, die auf dem 
Zylindroid liegt, irgendeine Regel- 
fläche zweiten Grades, so muß diese 
aus dem Zylindroid noch eine zweite 
Raumkurve dritter Ordnung aus- 
1ap schneiden. Die beiden Raumkurven 
IN ET 1 36” /| müssen die Doppellinie des Zylin- 
EN / WR droids in denselben zwei Punkten 
IN VAR treffen, aber die Regelstrahlen des 
et =, Zylindroids, die durch diese Punkte 

A 7‘ gehen und Bisekanten der einen 
NS 
Deu 


Raumkurve sind, können nicht 
0 Tan 


oo 
1 








gleichzeitig Bisekanten der anderen 
Raumkurve sein. Es ist also jedes- 
mal der zweite Strahl des Zylin- 
droids, der durch die Punkte der 
i Doppellinie geht, eine Bisekante 
f | der anderen Raumkurve, so daß die 
Gleichung (34a) für diese Kurve 
übergeht in die andere der Gleichung 
(34b) entsprechende Form: 

12" (C—4A)+2Be+(C+No’=0. 


Fig. 21. 
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Ist demnach die eine Raumkurve 
durch den Ansatz (33a) für ® bestimmt, so wird die andere Raum- 
kurve gegeben durch: 


_ (0 —4A)ecosp’+2Bcospsinp+(C+4)sin p? 
(363) ver D'cospg+E'sing 





oder: 

—4c0os29+Bsin29+C 

(86) m D'cosp+E'sinp 

wobei D' und E' noch willkürlich bleiben. Sieht man in dem ur- 
sprünglichen Ansatze für ® also nur den Zähler des Bruches als be- 
stimmt an, während man die Koeffizienten D, E des Nenners noch 
beliebig läßt, so erhält man ein Netz von Raumkurven dritter Ord- 
nung auf dem Zylindroid, dessen sämtliche Kurven mit einer festen 
Raumkurve dritter Ordnung auf je einer Regelfläche zweiten Grades 
liegen und die Doppellinie in denselben zwei Punkten treffen. 








’ 
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Wir wollen noch zusehen, wie sich die Raumkurven bei der Ab- 
bildung des Zylindroids darstellen. Dividieren wir zu dem Zweck die 
zweite der Gleichungen (34) durch die dritte und setzen darauf ge- 
mäß den für die Abbildung gefundenen Formeln (32): 

Q 2C 
ih 3-8 
so erhalten wir: 


8) (C+A)®+2Biy+(C- A) —- 2eDr— 2cEy=0 


als Gleichung der gesuchten Bildkurve. Diese ist also ein Kegel- 
schnitt, der an die eine allgemeine Bedingung gebunden ist, daß er 
durch den Mittelpunkt M (d. h. den Koordinatenursprung) in 
der Bildebene hindurchgehen muß. Zwei solche Kegelschnitte 
schneiden sich außerdem in drei Punkten, und Gleiches gilt auch 
von den entsprechenden haumkurven auf dem Zylindroid. Nur wenn 
die beiden Raumkurven auf derselben Regelfläche zweiten Grades 
liegen, haben sie außerdem ihre Schnittpunkte mit der Doppellinie, 
im ganzen also fünf Punkte gemein. Es ist auch ein allgemeiner 
Satz, daß zwei Raumkurven dritter Ordnung, die fünf Punkte gemein 
haben, auf einer Regelfläche zweiten Grades liegen. Die eine Regel- 
schar dieser Fläche besteht aus Unisekanten der einen und Bisekanten 
der anderen Raumkurve, die andere Regelschar umgekehrt aus Bi- 
sekanten der ersten und Unisekanten der zweiten Kurve (Vgl. 
z. B. Reyes Geometrie der Lage, Il, 4. Aufl., S. 298.) 

Wenn der Bildkegelschnitt eine Hyperbel ist, so trifft die zu- 
gehörige Raumkurve auf dem Zylindroid dessen Doppellinie in zwei 
reellen Punkten, sie berührt diese Doppellinie, wenn die Bildkurve 
eine Parabel ist, und ist ‘die Bildkurve eine Ellipse, so hat die 
Raumkurve keinen reellen Punkt mit der Doppellinie gemein. 

Es ist bei einer Besprechung des Zylindroids auch von Interesse, 
seine Projektion aus irgendeinem Punkte des Raumes auf eine Ebene, 
wofür wir am einfachsten die Hauptebene nehmen, zu betrachten, 
nämlich nach der Kurve zu fragen, die von den Projektionen der 
Regelstrahlen in dieser Ebene umhüllt wird. So finden wir die all- 
gemeine perspektivische Darstellung des Zylindroids. 

Ein Regelstrahl des Zylindroids ist durch zwei Gleichungen: 


02 —y=0, (l+e)2—2ce=0 


gegeben, eine beliebige Ebene, die durch ihn hindurchgeht, hat also 
die Gleichung: 
ee y}— uill+ od) 209-0, 


und soll diese Ebene einen bestimmten Punkt P, mit den Koordi- 
naten:%,, Yy, 2, enthalten, so muß in der Ebenengleichung;: 
132 
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Rn 0% — Yo 
MT A+e)m—2ce 
werden. Bringen wir die Ebene zum Schnitt mit der Hauptebene, 
so haben wir in ihrer Gleichung z2=0 zu machen und finden dem- 
nach mit Einsetzung des Wertes von u: 
88) {A + EN) — 2eojlox — Yy) + 2eolen — Yu — 0. 

Identifizieren wir diese Gleichung mit der allgemeinen Gleichungs- 
form einer geraden Linie: 














(332) ei +ny—I=0, 
so haben wir: 
Er HEN RCE N 2 MOD 2,260 
(89) DEREN 2c0 (0% — %,) i 8,27; 2c0 (0%, — Y) 
und hieraus: 
run _ _ Arne 5 
[v) au 2co Ä n Da ®. 


Eliminieren wir aus diesen beiden Gleichungen e, so finden wir: 
4) Zen Et) Rt) + 2er. 

Diese Gleichung können wir als die Tangentialgleichung der von den 

Projektionen der Regelstrahlen umhüllten Kurve ansehen. Da die 

Gleichung vom dritten Grade, ist die Kurve von der dritten 

Klasse: durch einen beliebigen Punkt der Ebene gehen an sie drei 

Tangenten. 

Die Kurve hat eine Doppeltangente, die den Werten E=(, 
n=0 entspricht. Für diese Werte verschwindet die linke Seite der 
vorstehenden Gleichung mit ihren Ableitungen nach &, n und 9. 
Wenn man aber in der Gleichung der geraden Linie (38a) & und 9 
verschwindend klein macht, so rückt die gerade Linie in unendliche 
Entfernung. Die unendlich ferne gerade Linie ist also als Doppel- 
tangente der Kurve anzusehen, und zwei nach den unendlich fernen 
Berührungspunkten hinlaufende gerade Linien müssen Koordinaten 
haben, die der Gleichung: 


(8° +7) + 205 —0 
genügen. Die Wurzeln &, n dieser Gleichung fallen zusammen, 
wenn 2, = c” wird, sie sind reell und verschieden nur dann, wenn 
2 cigt; 
Liegt der Projektionspol P, auf der Fläche, ist also: 
(& + Y9) 20 = 26%, Yo» 


so wird die Gleichung nach Multiplikation mit ©, + Y, durch 
2c(&5 + Y,n) teilbar und reduziert sich somit auf: 


(41) ren - Er det. 
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Dies aber ıst die Tangentialgleichung einer Parabel, welche die 
Hauptachsen berührt, da die Gleichung für n„=0, 0=0 und für 
Ee=0,0=( erfüllt ist. 

Daraus sieht man nun sofort, daß die Projektionsebenen selbst, 
also die Ebenen der Kegelschnitte auf dem Zylindroid, die durch 
einen bestimmten Punkt der Fläche gehen, einen Kegel zweiter Ord- 
nung umhüllen. Diese Kegelschnitte werden aber bei der Abbildung 
des Zylindroids in der Bildebene durch die Strahlen eines Strahlen- 
büschels dargestellt. Bezieht man dieses Strahlenbüschel projektiv 
auf das Strahlenbüschel mit dem Scheitel M, dessen Strahlen den 
Regelstrahlen des Zylindroids entsprechen, so ist das Erzeugnis der 
beiden Strahlenbüschel ein Kegelschnitt, der durch M geht und 
folglich das Bild einer Raumkurve dritter Ordnung auf dem Zylindroid 
ist. So erkennt man, daß, wenn man das (einen Kegel umhüllende) 
Ebenenbüschel zweiter Ordnung, durch welches die Regelstrahlen des 
Zylindroids aus einem Punkte der Fläche projiziert werden, auf diese 
Regelstrahlen, d.h. auf das Ebenenbüschel, das sie aus der Doppel- 
linie projiziert, projektiv bezieht, die Regelstrahlen von ihren ent- 
sprechenden Ebenen in den Punkten einer Raumkurve dritter Ord- 
nung, die auf dem Zylindroid liest, geschnitten werden. 

Wir kehren nach dieser Abschweifung zu der gefundenen 
Projektionskurve dritter Klasse (40) zurück. Wir wollen zeigen, dab 
sie drei Spitzen hat und die drei Rückkehrtangenten sich in einem 
Punkte schneiden. Nach dem, was wir oben gefunden haben, gehen 
durch den Projektionspol drei Schmiegungsparaboloide des Zylindroids 
hindurch und damit drei Strahlen, welche je drei unendlich benach- 
barte Regelstrahlen des Zylindroids treffen. Jeder dieser Strahlen 
schneidet die Hauptebene in einer Spitze der Projektionskurve, und 
die Rückkehrtangente in dieser Spitze ist die Projektion des Regel- 
strahls, in welchem die dreipunktige Berührung des Projektionsstrahls 
mit dem Zylindroid stattfindet und eines der durch P, gehenden 
Schmiegungsparaboloide sich dem Zylindroid anschmiegt. Diese drei 
„Sehmiegungsstrahlen“ liegen aber wieder auf einem Paraboloide, das 
durch P, geht, und werden sonach von einem Strahle, der durch P, 
geht, getroffen. Dieser Projektionsstrahl trifft die Hauptebene in 
dem gemeinsamen Schnittpunkte der drei Rückkehrtangenten, welche 
die Projektionen der drei Schmiegungsstrahlen sind. 

Wir wollen noch den Fall besonders erwähnen, wo der 
Projektionspol in unendliche Entfernung rückt, die Zentralprojektion 
also zu einer Parallelprojektion wird. Dann sind in der Tangential- 
gleichung der Projektionskurve (40) den Koordinaten x), Yo, 2, UN- 
endlich große Werte beizulegen. Dividieren wir vorher die Gleichung 
durch z, und setzen die im allgemeinen endlich bleibenden Ver- 
hältnisse: | 
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%o 0 
er — Un) = u Yo; 
so erhalten wir, da 2c&n/z, verschwindet, jetzt die Kurvengleichung: 


(42) 2 Ey) - EI =0. 


Für ,=0 oder 9,=0 wird dies die Gleichung einer dreispitzigen 
Hypozykloide Projiziert man also das Zylindroid auf die 
Hauptebene durch eine Parallelprojektion, welche die 
Doppellinie auf eine der Hauptachsen des Zylindroids 
projiziert, so erscheinen die Regelstrahlen der Fläche als 
die Tangenten einer dreispitzigen (Steinerschen) Hypo- 
zykloide.') Die beistehende Figur zeigt eine solche Projektion. 











Fig. 22, 


Setzt man in der Gleichung des Zylindroids: 


2cxY 
EHER 





die folgenden Ausdrücke ein: 


1) Vgl. Roberts, Educational Times Vol. 46 (1887) p. 32. 
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durch die eine wechselweise eindeutige Transformation des Raumes 
gegeben ist, so wird: 


(44) DER Y 


Durch diese Gleichung wird ein hyperbolisches Paraboloid dargestellt, 
in das sonach durch die ausgeführte Transformation das Zylindroid 
übergeführt wird. Dieses Paraboloid steht aber zu dem Zylindroid 
noch in besonderen geometrischen Beziehungen, die wir jetzt zu ent- 
wickeln haben. 

Wir gehen von der Gleichung einer Ebene 6 aus, die durch 
einen Regelstrahl des Zylindroids geht und mithin eine Tangential- 
ebene der Fläche bildet. Diese Gleichung fanden wir in der Form: 


(45) 02x —- y—-ull+o)2—-2cg=0. 
Die Gleichung einer Ebene 6’ durch den konjugierten Regelstrahl er- 
halten wir, indem wir oe mit — o vertauschen, in der Form: 
ox+y—v/l+o)z2+2c=0. 


Eine Ebene n, welche durch die Schnittlinie dieser beiden Ebenen 
geht, hat also eine Gleichung von folgender Gestalt: 


a ea ae 
Wir wollen noch die Ebene »' hinzufügen, welche von n durch die 
Ebenen 6 und 6’ harmonisch getrennt wird. Diese Ebene hat die 
Gleichung: | 

el—-2x2+(1+4)y+ (u — v)(l+ 0°)2 — 2clur + v)g — 0 
Sollen nun die Ebenen n und n' aufeinander senkrecht sein, so er- 
halten wir hierfür die Bedingung: 


el+ A). el—-AM)+Ü-MULM— (ul tv) (ul -v)(it oe) 
oder: 
(46) 12 (WR + EN) 
Identifizieren wir die Gleichung der Ebene n7'’ mit der Ebenen- 
gleichung: 
Uc+Vy+W:z=]1, 
so wird: 


L—% Baaleı Rum LT 0) 
20V = 77,’ 2cV = Er 2cW Er 








und daraus: 


— 12? 1 De 
Ace? UV = (m Re Ern, 2cW = (ul +»)! 0 
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Die rechten Seiten dieser Gleichungen sind aber nach (46) einander 
gleich und so ergibt sich: 
Ur UV=---W. 
Die Ebene n' mit den Koordinaten U, V, W hat nun folgende geo- 
metrische Bedeutung: sie halbiert den Winkel zwischen den Ebenen 
6 und o’, die durch zwei konjugierte Regelstrahlen des Zylindroids 
gehen. Eine solche Ebene nennen wir eine Mittelebene der beiden 
Regelstrahlen. Dann zeigt die Gleichung (47), da sie og nicht mehr 
enthält: Die Mittelebenen eines Paares konjugierter Regel- 
strahlen sind Mittelebenen aller Paare konjugierter Regel- 
strahlen auf dem Zylindroid und umhüllen ein Paraboloid. 
Wir werden sehen, daß dieses Paraboloid mit dem bereits gefundenen 
identisch ist und wollen es mit Jolles das Fokalparaboloid des 
Zylindroids nennen.!) 

Wir wollen noch zeigen, daß irgend zwei zueinander senkrechte 
Ebenen, die sich in einem Regelstrahle des Zylindroids schneiden, 
bezüglich des Paraboloids konjugiert sind. Nehmen wir an, es sei: 


(48) Uxc-+-Vy+Wz=1 


die Gleichung einer Ebene, die durch einen Regelstrahl des Zylin- 
droids geht, so haben wir nach (45) zu setzen: 


0) 


a 
. 





(49) eye we 
u wo ß 


Für eine zweite Ebene, welche durch denselben Regelstrahl geht und 
die Koordinaten U’, V', W' hat, wird entsprechend: 


1 140? 
IE 2cW = Aush, 
u og g 





(50) eu ni 2cV'= 


Sollen die beiden Ebenen zueinander rechtwinklig sein, so muß: 


UU+VV+-WW=0 
sein, d. h.: 
1 


uw 
Führt man in diese Gleichung, nachdem man sie mit Z multipliziert 


len. 


hat, auf eine andere Art wieder die vorstehenden Werte der Ebenen- 
koordinaten ein, so kann man sie schreiben: 


1 
(51) UV + VU=-I(W+W)). 


In dieser Form sagt sie aber aus, daß die beiden Ebenen bezüglich 
des Fokalparaboloids (47) konjugiert sind, w.z.b.w. Hat eine 


1) Jolles, Math. Ann. Bd. 63 (1907) p. 337. 


i 
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gerade Linie die Higenschaft, daß irgend zwei durch sie hindurch- 
gelegte, zueinander senkrechte Ebenen bezüglich einer bestimmten 
Fläche zweiter Ordnung konjugiert sind, so nennt man sie eine 
Fokalachse dieser Fläche. Wir können also sagen: Alle Regel- 
strahlen des Zylindroids sind Fokalachsen seines Fokal- 


paraboloids. 
Gibt man der Gleichung (51) die Form: 


RE VWZ. 1, 


so hat man zu setzen: 


(52) X-20h, 2, Z=—- 
woraus folgt: 

1017 EN 1 

re ae nz 


So findet man aus den Koordinaten U’, V', W' einer Ebene die 
Koordinaten X, Y, Z ihres Pols. Diesem Pol ist jeder Punkt kon- 
jugiert, dessen Koordinaten X’, Y', Z' der Gleichung: 
UX'+VY+W'Z=1 
oder: 
X'Y+YX=-2cZ+Z) 

genügen. Die Gleichung der Fläche, bezüglich deren diese Punkte 
konjugiert sind (und das ist dieselbe Fläche, bezüglich deren die 
Ebenen konjugiert sind, d. h. das Fokalparaboloid), muß aber lauten: 


XY=-—2cZ, 


und dies ist in der Tat die früher schon gefundene Gleichung (44), 
so daß die Identität dieser Flächen nachgewiesen ist. 

Wir suchen von den Ebenen, deren Koordinaten durch die 
Gleichungen (49) und (50) gegeben sind, die Pole bezüglich des 
Fokalparaboloids. Diese Pole haben dann nach (52) die Koordinaten: 














2C 1 2C00 N 2co 
X er Nr? Y= — An? Z= FR $) 
1+0°? uw Ir o2 ı 1-40? 
2C 1 2ce 1 2co 
Bet > . — ll —— 0 — VAL —  —— € 
140° u 140° u’ 140° 
Es wird also: 
3% Bl f ) 
Te LE GBI 


das heißt aber, die beiden Punkte liegen auf dem Regelstrahle des 
Zylindroids, der zu dem die Schnittlinie der beiden Ebenen bildenden 
Strahl konjugiert ist, und so schließen wir: Konjugierte Regel- 
strahlen des Zylindroids sind reziproke Polaren bezüglich 
des Fokalparaboloids. . 
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Wir wollen weiter nachweisen, daß das Fokalparaboloid der Ort 
aller Punkte ist, die von zwei konjugierten Regelstrahlen des Zylin- 
droids gleich weit entfernt sind. Wenn wir mit X, Y, Z die Ko- 
ordinaten eines solchen Punktes bezeichnen und uns die beiden kon- 
jugierten Regelstrahlen durch die Gleichungen bestimmt denken: 


sinpgx — cospy=O, 2=csin2p 
sinpx'+cospy=(0, 2=—csin29g=—%, 


dann wird die Gleichheit der Abstände des Punktes von diesen beiden 
Regelstrahlen ausgedrückt durch die Gleichung: 


(Yeosp — Xsinp)’ + (Z— 2)’ = (Ycosp + Xsinp)’+ (Z-+ 2)”. 


Aus derselben folgt: 
XYsin?2p = — 2Zz 
oder: 


XY=-—2cZ, 


d. h. die Gleichung des Fokalparaboloids. Diese Fläche wird sonach 
erfüllt von den Rotationsachsen der Rotationsflächen zweiter Ord- 
nung, die durch die beiden konjugierten Regelstrahlen des Zylindroids 
hindurchgehen, und man sieht wieder, daß man dieselbe Fläche als 
Ort dieser Achsen erhält, welches Paar konjugierter Regelstrahlen 
man auch wählt. 

Eine beliebige Tangentialebene des Fokalparaboloids hat die 
Gleichung: 

Ye+Xy=-2c®@+DZ), 


wenn X, Y, Z die Koordinaten des Berührungspunktes sind. Machen 
wir in dieser Gleichung 2= 0, 2CZ=— XTY, so erhalten wir die Glei- 
chung der Schnittlinie dieser Tangentialebene mit der Hauptebene in 
der Form: 





RE 1 Tr; ER H 2. Be f 1 
eben 2c Z’ v 20 Z’ MT 67 
oder: 
1 1 2C 
(53) U— y’ V= y’ W= xy 


Suchen wir nun die Tangentialebene des Zylindroids, welche durch 
dieselbe gerade Linie der Hauptebene geht wie die Tangentialebene 
des Fokalparaboloids, so haben wir in den Gleichungen (49): 


Vs up 





zu setzen, also: 


woraus W = — 
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Kara) 


SKY folgt. Dann aber wird: 


1 IMERIRIKE 
Be 72 AR 








UU+VV'+WW'=- = 

d.h. die beiden Tangentialebenen sind zueinander senkrecht. So 
finden wir: In jeder geraden Linie der Hauptebene wird 
eine Tangentialebene des Zylindroids von einer zu ihr 
senkrechten Tangentialebene des Fokalparaboloids ge- 
schnitten. 





Vierzehntes Kapitel. 
Schraubennetze. 


Wir haben im zehnten Kapitel gefunden, daß sich die linearen 
Schraubensysteme dritter Stufe oder, wie wir kürzer sagen, Schrauben- 
netze!), von gewissen Spezialfällen abgesehen, durch die drei einfachen 
Gleichungen darstellen lassen: 


(1) u=op, v=Pßqg, w=pt. 

Die Achsen des zugrunde gelegten Koordinatensystems wollen wir 
dann als die Hauptachsen, den Koordinatenursprung als den Mittel- 
punkt oder das Zentrum des Schraubensystems bezeichnen und dies 
letztere selbst, wenn es sich durch Gleichungen von der angeschrie- 
benen Form darstellen läßt, als ein zentrisches Schraubennetz 
charakterisieren. p, q, r sind die unabhängigen Koordinaten des 
Systems, durch sie wird eine Schraube innerhalb des Systems ein- 
deutig festgelegt. Sie sind den Richtungskosinus der Schrauben- 
achse gleich, und der Schraubenparameter wird durch sie, da 
pPP+q?+r?=1 anzunehmen ist, in der folgenden einfachen Weise 
ausgedrückt: 


(2) k= ap®+ Ba’+ pr”. 
Wir beschränken nun die Untersuchung des Systems auf die 
Verteilung der zugehörigen Schraubenachsen im Raume, wobei die 


Achsen der Schrauben von gleichem Parameter jedesmal zusammen- 
zufassen sind. Diese Schrauben bilden, wie wir bereits gesehen 


1) Man vgl. zu diesem Kapitel Waelsch, Ber. d. Wien. Akad., Math. Kl. 
2. Abt., Bd. 95, 1887, p. 781, Joly, Transact. of the R. Irish Acad. Vol. 30, 1894, 
p. 597, Ball, Theory of Scerews, Chap. XIV, XV und Study, Geometrie der 
Dynamen, p. 460—512. 
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haben, allemal die eine Regelschar einer Regelfläche zweiten Grades. 
Es ist sofort zu sehen, daß immer die Strahlen der zweiten Regel- 
schar Schraubenachsen des anderen Schraubennetzes, welches zu dem 
vorgelegten Schraubennetze reziprok ist, bilden müssen. Denn ist % 
der Schraubenparameter, welcher den Strahlen der ersten Regelschar 
als Achsen von Schrauben des ersten Schraubennetzes zukommt, 
so ist zu diesen Schrauben jede Schraube korreziprok, deren Para- 
meter gleich —%k ist und deren Achse alle jene Schraubenachsen 
trifft, wie es die Strahlen der zweiten Regelschar tun. Die Schraube 
ist aber damit korreziprok zu allen Schrauben des vorgelegten 
Schraubennetzes und gehört demnach zu dem reziproken Netze. Wir 
wollen den Satz seiner Wichtigkeit wegen aber auch analytisch zu 
erweisen suchen. 

Seien t, Y, 3, I, m, ı die Koordinaten der Achse einer Schraube 
des vorgelegten Systems, x, %, 2 die Koordinaten eines Punktes auf 
dieser Achse, so wird: 


| (e-Kr+2y-y=0, 
(8) En 
+ -N—d, 

und daraus folgt durch Elimination von r, y, 3 die Gleichung der 


zum Parameter k gehörenden Achsenfläche, wie wir den Ort der 
Achsen nennen wollen: 


(4) -ka+ß—ky’+@—z+le- KB -MYy—h)—0. 


Sind nun p’, q’, vr’, w, v', w’ die Koordinaten einer Schraube 
des reziproken Netzes, so muß die Beziehung: 


up’ +vg’+wr+pun'+gv'+rm=0 


gelten, wenn man für ıt, vd, w die Werte aus (1) einsetzt, was auch 
die unabhängigen Koordinaten sind. Damit löst sich die entstehende 
Gleichung in die folgenden drei auf: 


(5) u +op'=0, v!’+ßg=0, wW+rr=(, 


welche als die Gleichungen des reziproken Schraubennetzes anzusehen 
sind. Wie man sieht, unterscheiden sie sich nur dadurch von den 
Gleichungen (1), daß die Konstanten «, ß, y durch ihre entgegen- 
gesetzten Werte — «, — ß, — y ersetzt sind. Leitet man nun auch 
für dieses reziproke Netz die Achsenflächen ab, so erhält man für 
sie genau die Gleichung (4), wenn man nur für den Parameter nicht 
den Wert k, sondern den Wert —%k nimmt. Die Achsenflächen 
beider Schraubennetze stimmen also überein. Die Achsen der 
Schrauben eines Netzes bilden nun eine Kongruenz, die wir als die 
Achsenkongruenz des Schraubennetzes bezeichnen wollen. Zwei 
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derartige Achsenkongruenzen nennen wir konjugiert, wenn sie zu 
reziproken Schraubennetzen gehören. Die Strahlen zweier konjugierten 
Achsenkongruenzen verteilen sich dann auf die durch die Glei- 
chung (4) gegebenen Achsenflächen derart, daß jedesmal die eine 
Regelschar dieser Flächen zur einen, die andere Regelschar zur 
anderen Achsenkongruenz gehört. 

Die Fläche, die sich aus der Gleichung (4) für k=0 ergibt, 
wollen wir als die Nullfläche bezeichnen. Durch die Nullfläche ist 
die ganze Schar der Achsenflächen gegeben. Denn bringt man, was 
auf eine einzige Art möglich ist, ihre Gleichung auf die Form: 


an? + By®+ yer+ apy 0, 


so hat man von den Konstanten «, ß, y in dieser Gleichung nur 
den gleichen beliebigen Betrag % abzuziehen, um zu der Gleichung (4) 
einer beliebigen Achsenfläche zu gelangen. Die Nullfläche gewinnt 
aber, wenn man die Schrauben des einen Schraubennetzes als die 
Träger von Schraubungen ansieht, eine besondere kinematische Be- 
deutung. Die Schraubungen, die zu den in die Nullfläche fallenden 
Schraubenachsen gehören, reduzieren sich nämlich auf einfache 
“ Drehungen. Jede Schraubung aber, deren Schraube zu dem Schrauben- 
netz gehört, läßt sich aus Drehungen um irgend drei der in die 
Nullfläche fallenden Achsen zusammensetzen, da diese Drehungen von- 
einander unabhängig sind und sich somit nicht aus zweien die dritte 
zusammensetzen läßt. Faßt man nun die Verschiebung ins Auge, die 
ein Punkt auf einer der drei ausgewählten Achsen infolge irgend- 
einer der möglichen Drehungen ausführen kann, so sieht man sofort, 
daß der Punkt in einer bestimmten Ebene bleiben muß. Denn bei 
der Drehung um die Achse, die durch den Punkt selbst geht, bleibt 
er unverrückt. Bei den anderen beiden Drehungen dagegen ver- 
schiebt er sich in zwei bestimmten Richtungen und durch beide 
Drehungen zusammen somit ın der diese Richtungen verbindenden 
Ebene. Die Stellung dieser Ebene ist leicht festzulegen. Die Rich- 
tungen, in denen sich der Punkt bei den zwei Drehungen ver- 
schiebt, müssen nämlich beide normal sein zu der Linie, die durch 
den Punkt geht und die beiden anderen Drehachsen trifft, d.h. zu 
dem Strahl der zweiten Regelschar, der durch den Punkt geht, und 
die Ebene, in der sich der Punkt verschieben kann, steht somit 
senkrecht auf diesem Regelstrahl. So sieht man, daß man die durch 
das Schraubennetz repräsentierte momentane Beschränkung der Be- 
wegungsfreiheit eines Körpers herstellen kann, indem man drei Punkte 
des Körpers zwingt, in bestimmten Ebenen zu bleiben. Dann findet 
man die Nullfläche des Schraubennetzes sofort, indem man in den 
drei Punkten auf den zugehörigen Ebenen die Lote errichtet, diese 
drei Lote bestimmen als drei Regelstrahlen die Nullfläche, und alle 
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Punkte der Nullfläche sind dann momentan gezwungen, in Ebenen 
zu bleiben. | 

Wenn wir uns nun wieder zu der Betrachtung des Schrauben- 
netzes an sich wenden, so ist es zunächst gut, zu bemerken, daß 
die Untersuchung der Achsenkongruenz bereits die Zusammenfassung 
der Schraubenachsen mit gleichem Parameter in sich schließt, denn 
solche Schraubenachsen liegen immer auf einer und derselben Achsen- 
Näche. Den Wert des Parameters selbst aber kann man auf diese 
Weise nur bis auf eine additive Konstante bestimmen. In der Tat ist 
sofort zu sehen, daß die durch die Gleichung (4) bestimmte Schar 
der Achsenflächen und damit die Achsenkongruenz ungeändert bleibt, 
wenn «&, ß, y und dabei gleichzeitig k um dieselbe Größe vermehrt 
oder vermindert werden, so daß irgendeine andere Achsenfläche zur 
Nullfläche wird. 

Es ist also die Achsenkongruenz dieselbe für alle Schraubennetze, 
die durch Gleichungen von folgender Form dargestellt werden: 


(6) u=(@e—- 0), d=-(-09, w=-(Y— oT, 


was auch der Wert von o sei. Von allen diesen Schraubennetzen 
sagen wir wieder, sie bilden eine syzygetische Schar. Aus dieser 
Schar von Netzen können wir ein beliebiges Netz auswählen, wenn 
es sich bloß um die Untersuchung der Achsenkongruenz handelt. 
Wir nehmen: 


a Ar 
(7) Ir ge 
und setzen: 
(8) ee ee 
dann wird: 
(9) a+b+c=(. 
Die Gleichung (4) geht so über in die folgende: 
(10) ( - Ver +b—- MyP+(c— 42 +(a—A(b—-A)(c-)=(0, 
an die wir alles Weitere anknüpfen wollen. 
Wir wollen zunächst durch die allgemeine Form einer Ebenen- 


gleichung: 
Eatny+ß—9=0 


homogene Ebenenkoordinaten &, n, , $ einführen und auch in diesen 
Ebenenkoordinaten die Gleichung der Achsenflächen, als Flächen 
zweiter Klasse aufgefaßt, geben. Da der Punktdarstellung: 


As? + By + C2=1 


einer Fläche zweiten Grades die Ebenendarstellung: 
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&? 7? q: 9 





gegenübersteht, finden wir sofort die Tangentialgleichung der 
Achsenfläche: 


ee An° 4 (a2) b-A)E+ 8-0, 


Die singulären Flächen, die unter den Achsenflächen enthalten 
sind, erhalten wir, wenn wir A=a, b oder c machen. Machen wir 
z.B. A=a, so reduziert sich die Achsenfläche als Fläche zweiter 
Ordnung auf das durch die Gleichung: 


(a —b)y”+(a— c)?=0 


dargestellte Ebenenpaar, als Fläche zweiter Klasse auf das durch 


die Gleichung: 
(a — b)(a — c)+0—= 0 


gegebene Punktepaar. Die Ebenen gehen durch die x-Achse, die 
Punkte liegen auf der x-Achse und haben die Abszissen: 


(12) =-H Var (a —b)(a — ce). 


Die erste Regelschar der Achsenfläche artet dann aus in zwei 
Strahlenbüschel, deren Scheitel die gefundenen Punkte sind und die 
in den gefundenen Ebenen liegen. Jedem der gefundenen Punkte, 
die wir als Scheitelpunkte bezeichnen, wird so eine der gefundenen 
Ebenen zugeordnet. Zu dieser Zuordnung gelangt man wie folst. 
Nach den Gleichungen (3), in denen man jetzt a, b, c statt «, ß, y 
und A statt k schreiben muß, wird ein Strahl der Achsenkongruenz 
gegeben .durch: 





| | (a—A)r=3y 42, 
(13) 1 0-My=-re-38, 
| (e — A); = Yyr— ıy. 
Für 2=a folgt hieraus zunächst allgemein: 
y:3=y:2, (a-b)y’+ (a = 0 
und ferner, daß man insbesondere den drei Gleichungen genügt, wenn 


man 


Ye) ee N v=-(a-))--(-095 


macht. Nimmt man also: 





B_ a=e _ +V-W-bda-e) 
ul V-S- Fe 


a—b 
so wird auch: 


:=+Y-(a-b)(a- 0), 


208 Vierzehntes Kapitel. Schraubennetze. 


und entsprechend erhält man, wenn man in dem Ausdruck für Y:3 
statt des positiven den negativen Wurzelwert wählt, den entgegen- 
gesetzten Wert von «. 

Wir erhalten so sechs Punkte, auf jeder Hauptachse zwei, durch 
welche je ein Büschel von Kongruenzstrahlen geht, und welche somit 
singuläre Punkte der Achsenkongruenz sind. Diese Punkte nennen 
wir mit Study Scheitelpunkte. Von ihnen sind stets nur zwei 
reell, denn wenn «>b>c, so wird V—- (b—c)(b—.a) reell, aber 
V-(a—b)(a—c) und Y-(c—a)(c— b) imaginär. 

Durch einen beliebigen Punkt gehen, wie wir schon früher 
fanden, drei Strahlen der Achsenkongruenz. Diese drei Strahlen ver- 
teilen sich ı. a. auf drei verschiedene Achsenflächen, so daß durch 
einen beliebigen Punkt drei Achsenflächen gehen. In der Tat wird 
die Gleichung (10), wenn wir in ihr x, y, 2 als fest gegeben an- 
sehen, vom dritten Grade für A und liefert drei Wurzeln A,, As, As, 
für die wir sonach die Gleichungen erhalten: 


VE le 

+(@—-4)8 —- A)le—4)=0, 
a Al Se 

+(- 4) — 4) -)=0, 
(a — 1,)2°4+ (6b —1,)y° + (C - Ay)2° 

+@-4)6 - 4) -h)=0. 
Ferner muß, weil in der Gleichung dritten Grades für A der Koeffizient 
von #®=a+b+c=0 wird: 

(15) tt 1, = 0 
sein, woraus auch: 
Ay®(Ag — Rz) + Ay’ (A; —A)+ (4 %)—0 

folgt. Multipliziert man nun die Gleichungen (14) der Reihe nach 
mit ,a— A, »—4A, A4—4, und addiert, so ergibt sich iden- 
tisch Null. Die 1 nen (14) sind ak linear abhängig, und 
die durch sie dargestellten Aehkennächen gehören einem Büschel an, 
sie durchschneiden sich alle drei in derselben Raumkurve vierter Ord. 


nung. Multiplizieren wir aber die Gleichungen (14) mit A,? — 4,2, 
> — A, Ay — Ay und addieren, so ergibt sich: 











(14) 


(16) + P+2— C=(, 
wenn wir: 
(17) OC= ht A + 4 — be — ca— ab 


setzen. Denken wir uns nämlich für den Augenblick die Gleichung 
dritten Grades für A in der Form geschrieben: 
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DINO, 


so muß hierin M= — (AA, + 4,4,+ 4,4,) sein. Dann aber werden 
die Gleichungen (14): 


NE NZO MEINEN SOFT NO, 


Multiplizieren wir diese Gleichungen mit 2,°— 2,2, 1? — 12, A? — Ay 
und addieren sie, so ergibt sich mit Rücksicht auf den vorstehenden 
Wert von M sofort: 

A (hy — 5) ar Az (Ay a7 a) ai Ay" (A? — As‘) 

—=—jAgAgt Ay 4 Ay dy {Ay (Ag®—Ag”)+ Az (Ay? A?) +5 (A? Ap?)), 
und wenn man diese Identität beachtet, folgt mit Leichtigkeit die 
Gleichung (16). 

Diese Gleichung zeigt aber, daß die gemeinsame Schnittkurve der 
drei Achsenflächen (14) auf einer Kugel liegt, die um den Mittel- 
punkt des Schraubensystems (d. h. den Koordinatenursprung) mit dem 
Radius YC beschrieben ist. Die drei Achsenflächen, die durch 
einen Punkt gehen, haben somit alle Punkte eines sphä- 
rischen Kegelschnittes gemeinsam. 

Wenn in der Gleichung dritten Grades für A zwei Wurzeln zu- 
sammenfallen, etwa A, — 4, ai "so folgt aus der Gleichung (15), daß: 

(18) A, +22,=0 

ist. Von den drei Achsenflächen fallen dann aber zwei zusammen, 
und die Schnittkurve der so übrigbleibenden zwei Flächen hat die 
Eigenschaft, daß für ihre Punkte zwei der drei durch sie hindurch- 
gehenden Kongruenzstrahlen zusammenfallen. Die unendlich vielen 
sphärischen Kegelschnitte, für deren Punkte dies eintritt, erhalten 
wir aber nach (18), indem wir jede Achsenfläche mit der anderen 
Achsenfläche schneiden, für die der Parameter A, gleich — 54, ist, 
wenn A, den Parameter der ersten Fläche bedeutet. Aus den beiden 
Flächengleichungen: 


(a + 22,)2?+(b + 24,)y? + (c+ 24,)2? 
+(a+22,)(b +2%,)(c+2%)=0, 
(a — 2)@®+(b — A)y?+ (e— 4,)e* 
+ —-%)b - A) )—0 


(19) 


leiten wir zunächst ab: 
i +y+d)+(betcatab)+3’=0, 
nn | ax: + by°+e2?+ abe+ 221,3 0 


und hieraus weiter durch Elimination von A;: 


Timerding, Geometrie der Kräfte. 14 
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+ yP+2+be+ca+ ab}? 


a + las + by? +c2+abe’=0. 
Diese Gleichung stellt die Fläche dar, für deren Punkte zwei der 
drei durch sie hindurchgehenden Kongruenzstrahlen zusammenfallen 
und die wir die Brennfläche der Kongruenz nennen. Sie ist, 
wie wir an ihrer Gleichung sehen, von der sechsten Ordnung. Die 
beistehende Figur versucht, eine Anschauung von dieser Fläche zu 
geben. 





Fig. 22. 


Alle drei Kongruenzstrahlen fallen zusammen, wenn auch noch 
},=4, wird. Dann aber muß nach Gleichung (18) A,=0 sein, und 
die Gleichungen (19a) werden: 


| + yP + +bc+catab=(, 


EN ae®+byP+c?+abe=(. 


Durch diese zwei Gleichungen wird wieder ein sphärischer Kegel- 
schnitt dargestellt, der eine Kuspidalkurve oder Schneide der Brenn- 
fläche bildet. Von der durch die zweite Gleichung (21) gegebenen 
Fläche wird die Brennfläche längs der Kuspidallinie berührt. 

Die Scheitelpunkte auf den Hauptachsen, welche die singulären 


Punkte der Achsenkongruenz bilden, sind Doppelpunkte der Brenn- 


fläche, so daß diese auf jeder Hauptachse zwei Doppelpunkte besitzt, 
die aber nur auf einer Hauptachse reell sind. Der Beweis ist zu 
führen, indem man zeigt, daß für die gefundenen Koordinaten dieser 
Punkte die linke Seite der Gleichung (20) mitsamt ihren Derivierten 
nach x, y, z verschwindet. 


EW 
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Wir hatten ebenfalls früher gefunden, daß in einer beliebigen 
Ebene zwei Strahlen der Achsenkongruenz liegen. Dieselben ge- 
hören zwei verschiedenen Achsenflächen an, und die Parameter dieser 
Achsenflächen sind aus der Gleichung (11) zu bestimmen, indem man 
in derselben die Ebenenkoordinaten als fest gegeben ansieht. Die 
Gleichung ist in der Tat für A vom zweiten Grade, Wenn ihre 
Diskriminante verschwindet, so fallen die beiden in der Ebene 
liegenden Kongruenzstrahlen zusammen. Die Bedingung hierfür ist 
also gegeben durch die Gleichung: 


la® + br? + ce)? 

— 4be?+caf +a? + +N-=0. 

Die linke Seite dieser Gleichung ist wirklich die in Rede stehende 
Diskriminante, wie man sofort sieht, wenn man die Gleichung (11) 
nach Potenzen von A ordnet und noch die Relation a +b +c=0 
beachtet. Die durch die Gleichung (22) dargestellte Fläche ist die 
Enveloppe der Achsenflächen, denn- die Gleichung wird befriedigt 
durch die Koordinaten*jeder Ebene, welche zwei unendlich benach- 
barte Achsenflächen berührt. Die Fläche wird dann aber auch er- 
füllt von den Schnittkurven unendlich benachbarter Achsenflächen, 
sie ist also mit der Brennfläche identisch und (22) ist einfach die 
Tangentialgleichung der Brennfläche, die demnach, da die Gleichung 
vom vierten Grade, von der vierten Klasse ist. 

Suchen wir jetzt insbesondere die Kongruenzstrahlen, die in 
einer Ebene durch den Mittelpunkt (d. h. den Koordinatenursprung) 
liegen, so haben wir in der Gleichung (11) 0=0 zu machen und 
können sie dann schreiben: 

2 2 ja 
(23) atratsa 
Sind A,, A, die Wurzeln dieser Gleichung für bestimmte Werte &, n, &, 
* so ziehe man die entstehenden zwei Gleichungen: 
&? N. 6 * 
a—h, = b—A, Y TE 


(22) 





er n? ER 
0, a—h, A: b—A, er c—h, a 











voneinander ab und erhält dann: 


< &° n? &2 K 
Er ee EN BEA) N Caa)enh) 





0. 


Wir wollen nun die Koordinaten der Schraubenachsen, die in der 
Ebene liegen, bestimmen. Hierzu dienen die Gleichungen (13), in 
denen wir A,, A, für A und entsprechend x,, Y,, 3, und %,, Y5, 3, für 
die „unabhängigen Koordinaten“ der Schraubenachse zu setzen haben. 
Multiplizieren wir aber darauf die Gleichungen der Reihe nach mit 
x, y, 2 und addieren, so erhalten wir einmal: 


14* 
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(aA) + —4)yrle—A)ı2 0, 
das andere Mal: 

(a — Az) + (b— R)Yay + (0 — Az) — 0), 
und sollen diese beiden Gleichungen mit der Greichung der Ebene 
durch den Mittelpunkt: 





sa tnyt+ = 
identisch sein, so ergibt sich: 
DIR 5 4 
(25) N en A rn 
und: 
1 5 5 
(25) EEE en 


Setzen wir diese Werte in die Gleichung (24) ein, so zeigt sich, daß: 
Eko tr Yı dat 31 = \ 


wird, das heißt aber: die beiden Schraubenachsen sind zueinander 
senkrecht, und wir finden: Die Ebenen durch den Mittelpunkt 
enthalten zwei zueinander normale Kongruenzstrahlen. 
Umgekehrt gehen auch alle Ebenen, die zwei zueinander normale 
Strahlen der Kongruenz enthalten, durch den Mittelpunkt. 

Wir bestimmen jetzt den Schnittpunkt dieser Kongruenzstrahlen. 
Zu dem Zwecke nehmen wir zunächst die Gleichungen vor, die aus 
der dritten Gleichung (13) hervorgehen: 


C-A)yu = Mr UN (CA) Yar — Lay, 


und eliminieren aus ihnen y, dann folgt: 


(Ye - mE) = (e— A)ıka— (EC — Ay)itı, 
oder wenn wir für die x, Y, 3 ihre Werte aus (25) einsetzen und re- 
duzieren: 


TINNEISE 


Es gilt aber die identische Beziehung: 
Er HiR—A)R— %) 
=b—- le -HE+le— la Mm +(a-4 0-5, 
denn es sind A,, 4, die Wurzeln der Gleichung, die durch das 
Nullsetzen der rechten Seite dieser Identität gegeben wird. Machen 
wir in der letzteren A=b, so folgt: 
EHE) -4)=le—b)(ka— b)n" 

und, indem wir hieraus den Wert von (b—4,)(b — 4,) in die ge- 


fundene Gleichung für x einsetzen, ergibt sich, wenn wir gleich die 
zwei analogen Gleichungen für y, z hinzunehmen: | 
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& 
2 





SEN] et 
(26) Er (c a) EeInN+E&’ 


sn 
N en 
Als Ort des Schnittpunktes der in einer Ebene durch den Mittel- 
punkt gelegten Kongruenzstrahlen muß sich aber eine Fläche er- 
geben, und die vorstehenden Gleichungen bieten eine Parameter- 
darstellung der Punkte dieser Fläche. Aus der Parameterdarstellung 
können wir die Gleichung der Fläche leicht ableiten. Es läßt sich 
sofort verifizieren, daß durch die Werte (26) die folgende Gleichung 
identisch befriedigt wird: 
b—- co )y+(c— a2 + (a — bay 
+b—- le - ala bey =. 
Dies ist also die gesuchte Gleichung der Fläche. Die letztere ist 
von der vierten Ordnung, und die Koordinatenachsen sind Doppellinien 
von ihr, da z.B. für y„=0, 2=0 die Funktion auf der linken Seite 
der vorstehenden Gleichung mit allen ihren ersten Derivierten ver- 
schwindet. Eine solche Fläche vierter Ordnung mit drei durch einen 
Punkt gehenden geraden Doppellinien heißt eine Steinersche Fläche. 
(Steiner selbst bezeichnete sie als römische Fläche.) Die hier vor- 
liegende Fläche nennen wir die Knotenfläche der Achsenkongruenz. 
Sie ist insofern eine besondere Steinersche Fläche, als ihre Doppel- 
linien zueinander normal sind. 

Eine zweite solche Fläche finden wir aber, indem wir aus dem 
Mittelpunkte auf alle Strahlen der Achsenkongruenz die Lote fällen. 
Die Fußpunkte dieser Lote erfüllen eine Fläche, die wir als die 
Fußpunktfläche der Achsenkongruenz bezeichnen. Wir suchen 
zunächst wieder eine Parameterdarstellung der Fläche, und zwar 
wählen wir zu Parametern die unabhängigen Koordinaten r, 4, 3 
des Kongruenzstrahls, auf den das Lot gefällt wird. Den Fußpunkt 
dieses Lotes finden wir auch als Schnittpunkt des Kongruenzstrahls 
mit einer zu ihm senkrechten Ebene, die durch den Mittelpunkt 
geht. Da 7, 4, 3 den Richtungskosinus des Kongruenzstrahls pro- 
portional sind, erhalten wir für die Gleichung der Normalebene 
durch den Mittelpunkt sofort: 


te +yy+32=0. 
Multiplizieren wir diese Gleichung mit x und setzen dann aus den 
zwei letzten der Gleichungen (13) ein: 


z=32+(b—A, Ty=Yya— (ce — A), 


so erhalten wir: 





(27) 
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ty tz)+o- )y—= 0, 


und nehmen wir den hieraus folgenden Wert von x sogleich zusammen 
mit den entsprechenden Werten für y und z, so finden wir die ge- 
suchte Parameterdarstellung: 


(Re ID 
ilzer (b O) EL pe LE 

Rt N 

(28) | Ur (e 4) 37 pr 1n% 
rk se 


Sie unterscheidet sich von der früher gefundenen Darstellung der 
Knotenfläche nur durch die Bezeichnung und Bedeutung der Para- 
meter und durch die Vorzeichen der Ausdrücke für z, y, 2. Wir 
finden also aus dieser Parameterdarstellung genau wie vorhin die 


Gleichung der Fläche: 
b—- ce’ yor+(l-a)+(a— bay 

— b—- co) -a)la - b)ay=0. 
Es ist eine Fläche von ganz derselben Art wie die Knotenfläche, 
und was wir jetzt für die letztere entwickeln, läßt sich sofort auch 
auf die Fußpunktfläche übertragen, indem man nur a, b, c mit — a, 


— b, — c vertauscht. 
Wir setzen der Kürze wegen: 


(29) 


(30) b—-c=a, c—-a=b', a—-b=c), 
so daß auch: 
(30a) a+b'+c=0 


wird; dann schreibt sich die Gleichung (27) der Knotenfläche ein- 
facher: 


(27a) a'’y? 2? + Dear e'?x 2 y+ ab cayz=N. 
Dieser Gleichung können wir nun die Form geben: 
(a’&yz+b'nzc + 'tay)(a' ea 2) 

5 n 5 
— (Z22+HNy+Zz —- OJıey =. 


In der Tat wird die linke Seite der letzten Gleichung mit der der 
vorigen identisch, wenn wir machen: 


(31) 


92) vet, ah, Zu yE, Laden 
Ist nun: 


(33) Z=2<+Hy+Z2—-09=0(, 
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so zerfällt die Gleichung (31) in die zwei quadratischen Gleichungen: 

(34) adya+b'nze + ctay=(, Ga en 
Die durch die Gleichung (33) dargestellte Ebene r schneidet sonach 
die Knotenfläche in zwei Kegelschnitten, nämlich den Kurven, welche 
die beiden durch die Gleichungen (34) dargestellten Kegel aus der 
Ebene ausschneiden. Die Ebene muß darum eine Tangentialebene 
der Knotenfläche sein. Die beiden Kegel durchschneiden sich näm- 
lich in den Koordinatenachsen und außerdem noch in einer vierten 
durch den Mittelpunkt gehenden Linie, die Kegelschnitte schneiden 
sich demnach auf den drei Achsen und außerdem in einem vierten 
Punkte. Da die Koordinatenachsen Doppellinien der Fläche sind, 
hat die Schnittkurve mit der Ebene r nur einen Doppelpunkt mehr 
als die Schnittkurve mit einer beliebigen Ebene. Die Ebene r ist 
also als eine einfache Tangentialebene der Fläche und der vierte 
Schnittpunkt der beiden Kegelschnitte als ihr Berührungspunkt an- 
zusehen. 

Es kann aber auch der Fall eintreten, daß die beiden Kegel- 
schnitte zusammenfallen, und dann berührt die Ebene die Knoten- 
fläche längs eines ganzen Kegelschnittes.. In diesem Falle müssen 
auch die beiden Kegel (34) identisch sein, und man sieht sofort, daß 
sie dies sind, wenn: 

Pen 


wird, womit vier verschiedene solche singuläre Tangentialebenen ge- 
geben werden. Man kann nämlich die vier verschiedenen möglichen 
Fälle unterscheiden: 


DE N 2 En eu en in Em 
und berechnet man diesen vier Möglichkeiten entsprechend aus (32) 


die Koordinaten der Ebenen, so sieht man sofort, daß ihre Glei- 
chungen werden: 


U NOT 
2% 2% 22 
Bee d 
(85) 2% 2% 22 
rare, ı 
2% 2% 22 
Kal Bl ein 


Dies sind sonach die Gleichungen der singulären Tangentialebenen, 
welche die Knotenfläche längs Kegelschnitten berühren, und die 
Kegelschnitte selbst werden durch die Kegel ausgeschnitten, deren 
Gleichung von folgender Form ist: 


(36) +alye tb'ee el xy=0. 
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Wenn wir allgemein statt der homogenen Ebenenkoordinaten 
nicht homogene einführen durch die Gleichungen: 








(3%) u- 5 sarah w— 
dann folgt aus (32): 
en Se ARTE ALIEN NERE IT, 
(38) uU = a'ne = b’eE’ w= c'’En ’ 


und aus dieser Parameterdarstellung für die Tangentialebenen der 
Knotenfläche ist leicht die Tangentialgleichung der letzteren abzuleiten: 
(39) a'?u?+ bo’ + c?w?— a'b'cuvw = 4, 


aus der man sieht, daß die Fläche von der dritten Klasse ist. 

Wir nehmen nun zu der Achsenkongruenz die konjugierte 
Achsenkongruenz, die zu dem reziproken Schraubennetz gehört, 
hinzu. Es seien r',y',3’ die unabhängigen Koordinaten irgendeines 
Strahles dieser Kongruenz, so sind die übrigen drei Koordinaten von 
der Form: 


(40) "= —-(a+A), M!=—-(b+), N=— (+ N). 


Diese Formeln sind zusammenzuhalten mit den Formeln, welche zu 
den unabhängigen Koordinaten x, y, 3 eines Strahles der ersten Kon- 
gruenz dessen letzte Koordinaten |, m, n zu finden lehren: 


(41) [=(a—-rr, m-(b-Ay, n=(c—A)} 


Wenn nun ein Strahl der ersten Kongruenz einen Strahl der zweiten 
Kongruenz schneidet, so muß die Beziehung bestehen: 


(42°) Yr+my+n; +rl+ym+3n=0. 
Führt man hierin die Werte (40) und (41) ein, so entsteht: 
++ +AYyYy+le+ N) 3 
ET ZA A N Al 


oder: 
(42) +) +99 +3 9)—=0. 
Diese Gleichung ist erstens erfüllt, wenn: 
(42a) V=-—4, 


die Parameter der beiden Achsen einander also entgegengesetzt gleich 

sind. Dann liegen sie, wie wir schon wissen, auf einer und derselben 

Achsenfläche. Ein bestimmter Strahl der zweiten Kongruenz wird 

in der Tat von allen zur ersten Regelschar gehörenden Regelstrahlen der 

Achsenfläche getroffen, zu deren zweiter Regelschar er selbst gehört. 
Zweitens ist die Gleichung erfüllt, wenn: 


(42b) ee) 


Zusammenhang der konjugierten Achsenkongruenzen. AT; 


Diese Gleichung bedeutet aber, daß die beiden sich schneidenden 
Strahlen der zwei Kongruenzen zueinander rechtwinklig sind. Ein 
beliebiger Strahl der zweiten Kongruenz wird also von unendlich 
vielen "Strahlen der ersten Köngraenn unter rechten Winkeln ge- 
troffen. Es ist sofort zu sehen, daß diese Strahlen ein Fe 
erfüllen. Denn führen wir in e Gleichung (42b) statt der Koordi- 
naten t, ), 3 der Achse die Koordinaten p, q, t der zugehörigen 
Schraube ein, so erhalten wir eine Gleichung: 


ep +Yya+tzı=(, 


die mit den drei Gleichungen des Schraubennetzes zusammen eine 
Schraubenreihe festlegt, und die Achsen der Schrauben dieser 
Schraubenreihe müssen ein Zylindroid erfüllen. Die Hauptebene 
dieses Zylindroids muß, da sie zwei zueinander senkrechte Strahlen 
der Achsenkongruenz enthält, durch deren Mittelpunkt hindurchgehen. 
Der Strahl der zweiten Kongruenz, den alle auf dem Zylindroid 
liegenden Strahlen der ersten Kongruenz treffen, ist dessen Doppellinie 
und steht auf der Hauptebene des Zylindroids in dem Schnitt- 
punkte seiner Hauptachsen senkrecht. Wenn man sonach auf 
einer Ebene durch den Mittelpunkt in dem Schnittpunkte 
der zur ersten Kongruenz gehörenden und zueinander senk- 
rechten Strahlen, die in der Ebene liegen, das Lot. er- 
richtet, so bildet dieses einen Strahl der zweiten Kon- 
gruenz. 

Man kann nun auch umgekehrt schließen: wenn die Richtung 
eines Strahles der ersten Kongruenz normal zu der Richtung eines 
Strahles der zweiten Kongruenz ist, so schneiden sich die beiden 
Strahlen. Denn aus der dann geltenden Beziehung (42b) folgt rück- 
wärts die Gleichung (42°). Zu irgend zwei Strahlen der ersten Kon- 
gruenz ist: aber ein Strahl der zweiten Kongruenz senkrecht. Denn 
sind %,, Y, 3, und t,, Us, 3 die unabhängigen Koordinaten jener 
beiden Strahlen, so wird den Gleichungen: 


Betty taz 0, Betty tn, 


welche die Koordinaten r', y', 3’ des Strahles der zweiten Kongruenz 
zu erfüllen haben, genügt, indem man: 


Ey: = Ye Zude: dsrle — Lrde! Ude — Yıla 
annimmt. So ergibt sich: Die gemeinsame Normale zweier 
Strahlen der ersten Kongruenz gehört zur konjugierten 
Achsenkongruenz. Greift man insbesondere aus der ersten Kon- 
gruenz die Achsen heraus, denen ein bestimmter Parameter zukommt, 
so sieht man: Die gemeinsamen Normalen je zweier hegel- 
strahlen der zur ersten Achsenkongruenz gehörenden 
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Regelschar einer Achsenfläche bilden die konjugierte 
Achsenkongruenz. 

| Die zwei Regelstrahlen der Achsenfläche bilden jedesmal zwei 
konjugierte Strahlen des durch sie bestimmten Zylindroids.. Rücken 
sie einander unendlich nahe, so müssen sie demnach in eine Haupt- 
achse dieses Zylindroids übergehen. Ihre gemeinsame Normale, die 
einen Strahl der zweiten Kongruenz bildet, wollen wir dann als eine 
Striktionstangente der Achsenfläche bezeichnen und ihren Be- 
rührungspunkt als den Striktionspunkt des betreffenden Regel- 
strahls. Derselbe bildet den Mittelpunkt des zugehörigen Zylindroids, 
und dessen zweite Hauptachse wird gefunden als die durch den 
Striktionspunkt gehende Linie, die auf dem Regelstrahl (als der ersten 
Hauptachse) und auf der Striktionstangente (als der Doppellinie des 
Zylindroids) senkrecht steht. Gleichzeitig geht die Ebene, welche 
beide Hauptachsen verbindet, durch den Mittelpunkt, hat also eine 
Gleichung von der Form: 


ty r—d. 


Da sie aber einen Regelstrahl der Achsenfläche enthält, ist sie eine 
Tangentialebene derselben, und zwar als Ebene durch den Mittel- 
punkt eine Tangentialebene mit unendlich fernem Berührungspunkt, 
d.h. eine Asymptotenebene Die Gleichung, der sie genügt, erhält 
man sofort aus (11), wenn man darin d9=0 macht. Man kann sie 
schreiben: 

&? 


a—ıh 





n? &2 de 
af nee = u 


Der Striktionspunkt ist als Schnittpunkt zweier senkrechter Kon- 
gruenzstrahlen, nämlich der beiden Hauptachsen des Zylindroids, ein 
Punkt der Knotenfläche, seine Koordinaten sind also von der Form (26). 
Nun läßt sich der vorstehenden Gleichung genügen durch einen Ansatz 
von folgender Gestalt: 


&E:n:5= (A, +40 +4,0°%):(B, + DB, 6 + B,6?):(O,+ C,0 + 0,0%), 


in dem o einen variablen Parameter bezeichnet. Setzt man diese 
Ausdrücke aber in die Gleichungen (26) ein, so erhält man die 
Koordinaten des Striktionspunktes als gebrochene Funktionen vierten 
Grades des Parameters 6, und zwar stimmen diese Funktionen im 
Nenner überein. Die sämtlichen Striktionspunkte, die man für die 
verschiedenen Regelstrahlen der ersten Regelschar auf der Achsen- 
fläche erhält, liegen also auf einer rationalen Raumkurve 4. Ordnung, 
der Striktionskurve, die gleichzeitig der Knotenfläche angehört. 
Fassen wir einen beliebigen Punkt S auf einem Strahle s,' der 
zweiten Achsenkongruenz ins Auge, so gehen durch ihn zwei 
Strahlen s,, s, der ersten Kongruenz, die dem durch den Strahl s,' 
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bestimmten Zylindroid angehören und zu diesem Strahle als der 
Doppellinie des Zylindroids rechtwinklig sind. Außerdem muß aber 
durch den Punkt $ noch ein dritter Strahl s, der ersten Achsen- 
kongruenz gehen, und da auch die zweite Achsenkongruenz von der 
dritten Ordnung ist, müssen von dieser noch zwei Strahlen, s,' und s,', 
den Punkt 5 enthalten. Diese beiden Strahlen müssen ebenfalls jeder 
auf zwei der Strahlen s,, s,, s,; senkrecht stehen, und umgekehrt steht 
auch jeder der Strahlen s,, s,, s, senkrecht auf zwei der Strahlen 
SS, Sy, $5. Dies können wir so ausdrücken, daß wir sagen: die 
durch einen Punkt S gehenden Strahlen der beiden Achsen- 
kongruenzen bilden zwei polare Trieder. 

Sind A,, Ag, A; die Parameter, die zu s,, S,, s; gehören, und 
Ay’, Ay, Ay die Parameter von s,', 5', s,, dann müssen die Parameter, 
die zu den nicht aufeinander senkrechten Strahlen beider Kongruenzen 
gehören, einander entgegengesetzt gleich sein. Wir können also an- 
nehmen, es sei: 


(43) A = — A, hy, = — A, hy, = — A,, 
woraus, da A, +4,+4,=0 ist, auch: 
(43a) y=htk, N-htl, yZehth, 


folgt. Die Strahlen s,, s;, zu denen A, und A, gehören, sind aber 
Regelstrahlen des Zylindroids, dessen Doppellinie der Strahl s,’ mit 
dem Parameter A, ist. Die Summe der Parameter irgend zweier 
zur ersten Achsenkongruenz gehörenden Strahlen eines Zylindroids, 
die durch denselben Punkt von dessen Doppellinie gehen, also auch 
die doppelten Parameter von den Grenzstrahlen des Zylindroids, sind 
demnach gleich dem Parameter, der der Doppellinie als einem Strahl 
der zweiten Achsenkongruenz zukommt. 

Wir wollen nun das Zylindroid festzulegen suchen durch die 
unabhängigen Koordinaten x’, y', 3’ des seine Doppellinie bildenden 
Strahles der konjugierten Achsenkongruenz. Zu dem Zweck denken 
wir uns auf die Strahlen des Zylindroids aus dem Mittelpunkte die 
Lote gefällt. Die Fußpunkte dieser Lote liegen dann (vgl. S. 188) auf 
einem Kegelschnitte, anderseits müssen sie auf der Fußpunktfläche 
enthalten sein. Der Kegelschnitt gehört also der Fußpunktfläche an, 
und seine Ebene bildet eine Tangentialebene dieser Fläche. Sind 
t, ), 3 die unabhängigen Koordinaten des Strahles auf dem Zylin- 
droid, so sind die Koordinaten des Lotfußpunktes durch die Glei- 
chungen (28) gegeben, aus diesen Gleichungen folgt aber, wie man 
leicht sieht, die Proportion: 


(b— c)y2z:(e— a)ex:(a— b)ay=rT:Y:} 
Nun sind rt, Y, ; an die Gleichung (42b): 
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Er+yy+3z—0 
gebunden. Es ergibt sich also die Gleichung: 
4)  b-orye+ (e-a)yYen+ (a dyay= 0 
für den Kegel, der den Kegelschnitt aus dem Mittelpunkt projiziert. 
Identifiziert man diese Gleichung mit der ersten Gleichung (34), so 
hat man: 
Eiy:p sin: 
zu setzen. Dann aber folgt für die Gleichung der Ebene die Form (33), 
wenn man darin für die Koeffizienten die Werte (32) nimmt, nur 
mit dem Unterschied, daß man jetzt für a', b', c': 


Zube ter 0), SMOD) 


zu setzen hat. Damit wird die Ebenengleichung die folgende: 














r 2 r2 x 2 ag 2 aa, 
a Et Een Et ern 

Durch die Gleichungen (44) und (45) ist der Kegelschnitt fest- 
gelegt, wenn man die unabhängigen Koordinaten r', y', 3’ des Strahles 
der zweiten Achsenkongruenz, zu dem das Zylindroid gehört und 
der seine Doppellinie bildet, als gegeben ansieht. Fällt man von 
den Punkten des Kegelschnittes die Lote auf diese Doppellinie, so 
erfüllen dieselben das Zylindroid. 

Wir wollen auch auf die Strahlen der ersten Achsenkongruenz, 
die auf einer Achsenfläche enthalten sind, die Lote fällen und die 
von den Fußpunkten dieser Lote erfüllte Kurve, die wir kurz als 
die Fußpunktkurve dieser Regelschar der Achsenfläche bezeichnen, 
zu bestimmen suchen. Die unabhängigen Koordinaten x, y, 3 der 
Strahlen, die zu dem Parameter A gehören und mithin auf der diesem 
Parameterwerte entsprechenden Achsenfläche liegen, genügen der un- 
mittelbar aus (13) hervorgehenden Gleichung: 


(46) (a NE +&- + (NE =0. 
Die Koordinaten x, y, 2 des Lotfußpunktes als eines Punktes der 
Fußpunktfläche sind dann durch die Formeln (28) bestimmt. Der 


Gleichung (46) wird aber wieder durch einen Ansatz von folgender 
Form genügt: 


[LrYyz U UL HL): +B0+B,0°):(&,+ L,0+ 6,0?) 


Trägt man diese Werte in (28) ein, so sind die Koordinaten &, y, 2 
als Funktionen des einzigen Parameters 6 dargestellt, und zwar als 
gebrochene Funktionen vierten Grades mit gemeinsamem Nenner. 
Die Fußpunktkurve ist also wie die Striktionskurve eine rationale 
Raumkurve vierter Ordnung. 
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Nun beachten wir, daß die Gleichung der Knotenfläche und 
die Gleichung der Fußpunktfläche sich untereinander vertauschen, 
wenn wira,b,c mit —a, —b, — c vertauschen, daß aber gleich- 
zeitig, wenn wir a, b, c durch —a, —b, — c ersetzen, auch die erste 
Achsenkongruenz in die konjugierte Achsenkongruenz übergeht. So 
sehen wir: Die Knotenfläche der ersten Achsenkongruenz 
ist die Fußpunktfläche der konjugierten Achsenkongruenz 
und umgekehrt die Fußpunktfläche der ersten Kongruenz 
die Knotenfläche der zweiten Kongruenz. Daraus schließen 
wir weiter: Die Knotenfläche der ersten (oder zweiten) Kongruenz 
wird von einer beliebigen Achsenfläche in der Striktionskurve der 
zur ersten (oder zweiten) Kongruenz gehörenden Regelschar und in 
der Fußpunktkurve der zur zweiten (oder ersten) Kongruenz ge- 
hörenden Regelschar dieser Achsenfläche geschnitten, und die beiden 
Raumkurven vierter Ordnung bilden zusammen den vollständigen 
Schnitt der Achsenfläche mit der Knotenfläche. Die hier auftretenden 
rationalen Raumkurven pflegt man als Raumkurven vierter Ordnung 
zweiter Spezies zu bezeichnen. Sie liegen auf einer einzigen Fläche 
zweiten Grades, die immer eine Regelfläche ist. Die Strahlen der 
einen Regelschar dieser Fläche schneiden die Raumkurve in drei, die 
Strahlen der anderen Regelschar nur in einem Punkte. Dies ist auch 
hier leicht zu erkennen, wenn man bedenkt, daß jeder Regelstrahl 
der Achsenfläche mit der Knotenfläche als einer Fläche vierter Ord- 
nung im ganzen vier Punkte gemein haben muß. 

Es sei noch bemerkt, daß die Gleichung (20) der Brennfläche 
sich nicht ändert, wenn man a, b, ce mit —a, —Db, — c vertauscht. 
Zwei konjugierte Achsenkongruenzen besitzen also dieselbe 
Brennfläche. Die allgemeine Bedeutung der Brennfläche für die 
Strahlenkongruenz soll jetzt näher erörtert werden. 

Wir sahen, daß ein Strahl der zweiten Achsenkongruenz von 
unendlich vielen Strahlen der ersten Kongruenz, die ein Zylindroid 
erfüllen, unter rechtem Winkel getroffen wird. Diese Strahlen haben 
paarweise den gleichen Parameter, und zwar sind die Strahlen eines 
solchen Paares als zwei konjugierte Strahlen eines Zylindroids von 
einem festen Punkte des als Leitlinie dienenden Strahles der zweiten 
Kongruenz, nämlich dem Punkte, der den Mittelpunkt des Zylin- 
droids bildet, gleichweit entfernt. Anderseits liegen sie aber auf 
einer Achsenfläche. Es sind also die Paare von Schnittpunkten eines 
Strahles der zweiten Kongruenz mit den Achsenflächen so beschaffen, 
daß die durch diese Punktepaare begrenzten Strecken alle denselben 
Halbierungspunkt besitzen, den wir den Mittelpunkt M’ des be- 
treffenden Kongruenzstrahls nennen. Durch jeden Punkt des letzteren 
gehen zwei auf ihm senkrechte Strahlen der anderen Kongruenz. 
Nur für zwei Punkte des Leitstrahls fallen diese zwei Strahlen un- 
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endlich nahe zusammen. Diese Punkte nennen wir die Grenz- 
punkte @,', @,' des Strahles.. Nach der Definition der Brennfläche 
als des Ortes der Punkte, durch die zwei unendlich benachbarte Kon- 
gruenzstrahlen gehen, müssen diese Grenzpunkte auf der Brennfläche 
liegen. Auch sie müssen von dem Mittelpunkte gleichweit ent- 
fernt sein, da die Grenzstrahlen eines Zylindroids zwei konjugierte 
Strahlen auf demselben bilden und die Paare unendlich benachbarter 
Strahlen, welche den angenommenen Strahl der zweiten Kongruenz 
in einem Grenzpunkte senkrecht treffen, als solche Grenzstrahlen eines 
Zylindroids aufzufassen sind. Jenseits der Grenzpunkte wird der 
Leitstrahl von keinem reellen Strahl der anderen Kongruenz unter 
rechtem Winkel getroffen. 

Legt man nun durch den Leitstrahl, d.h. die Doppellinie des Zylin- 
droids die Ebenenpaare, die je zwei konjugierte Regelstrahlen des 
Zylindroids enthalten, so werden die Winkel, die diese Ebenen- 
paare bilden, alle halbiert durch zwei bestimmte Ebenen, nämlich 
die Ebenen, welche die Hauptachsen des Zylindroids enthalten und 
welche wir als die Mittelebenen des Leitstrahles bezeichnen wollen. 
Es müssen aber die Ebenenpaare, welche zwei konjugierte Strahlen 
des Zylindroids, also zwei Strahlen der ersten Kongruenz von gleichem 
Parameter enthalten, aus Tangentialebenen derselben Achsenfläche 
bestehen. Demnach werden die Winkel, welche die durch einen 
Kongruenzstrahl s’ an die Achsenflächen gelegten Paare von Tangential- 
ebenen bilden, alle halbiert durch die Mittelebenen des- Kongruenz- 
strahles s'. Es enthält aber jede durch diesen Strahl gelegte Ebene 
noch einen Strahl der anderen Kongruenz von entgegengesetzt 
gleichem Parameter. So erhalten wir für jede durch den Strahl s’ 
der zweiten Kongruenz gehende Ebene die zwei Strahlen der ersten 
Kongruenz, die darin enthalten sind, der eine liegt auf dem Zylin- 
droid, dessen Doppellinie s’ bildet, der andere auf der durch s’ hin- 
durchgehenden Achsenfläche und hat den Parameter — X, wenn 4 
der Parameter von s’ ist. Nun gibt es auf dem Zylindroid auch 
zwei Strahlen, denen der Parameter — A’ zukommt, und somit ent- 
halten die Ebenen durch den Leitstrahl s’, die durch diese Strahlen 
gehen, nur einen einzigen Strahl oder vielmehr zwei zusammen- 
fallende Strahlen der ersten Kongruenz, sie müssen deswegen Tangential- 
ebenen der Brennfläche sein. Außerdem werden, weil sie durch 
konjugierte Strahlen des Zylindroids gehen, die Winkel, die sie 
bilden, nach dem, was wir gesehen haben, durch die MAReTE Ener 
des Herten halbiert. 

Die Strahlen s,, s, der ersten Kongruenz, die M den N 
beiden Ebenen en sind, liegen auf der durch s gehenden en 
fläche und treffen s’ roch winken sie sind also in zwei zu s’ nor- 
malen Tangentialebenen der Achsenfläche enthalten. Diese Tangential- 
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ebenen sind nach der allgemeinen Eigenschaft konjugierter Strahlen 
eines Zylindroids gleichweit von der Hauptebene des Zylindroids, 
d. h, weil die Hauptebene durch den Mittelpunkt der Achsen- 
flächen geht, gleichweit von der zu s’ normalen Asymptotenebene 
der durch s’ gehenden Achsenfläche entfernt, sie sind also auch 
gleichweit von dem Mittelpunkte der Achsenfläche entfernt. ‘Wenn 
man den zu s’ parallelen Strahl 3’ des Asymptotenkegels nimmt und 
die zu ihm senkrechte Ebene durch den Mittelpunkt der Achsen- 
fläche legt, so schneidet diese aus dem Asymptotenkegel zwei 
Strahlen &%,, %, aus, die zu den Strahlen s,, s, parallel sind, ver- 
bindet man also den Strahl 3’ mit diesen Strahlen %,, 3, durch zwei 
Ebenen, so sind diese den zwei durch s’ gehenden Tangentialebenen 
der Brennfläche parallel. 

Nun muß nach. dem, was wir früher gefunden haben (S. 219), 
die Summe der Parameter für die zwei Strahlen der ersten Kon- 
gruenz, die in einer Normalebene von s’ liegen und sich in einem 
Punkte von s’ schneiden, gleich dem Parameter 4’ von s’ sein. Ist 
also der Parameter des einen Strahles A=— 4, so wird der Para- 
meter des anderen Strahles 21'’= — 24. 

Wir nehmen jetzt einen Punkt S an, durch den zwei unendlich 
benachbarte Strahlen s der ersten Kongruenz vom Parameter A 
gehen, dann muß der auf ihrer Verbindungsebene 6 in $ senkrecht 
stehende Strahl s,' zur zweiten Kongruenz gehören und ihm der 
Parameter 24 zukommen. Legen wir nun durch s,' zu dem Strahl s 
die Normalebene 6), so kommt dem zweiten in dieser Ebene 
enthaltenen Strahl s’ der zweiten Kongruenz der Parameter — A zu, 
und wenn wir weiter durch s die Normalebene o, zu s’ legen, so 
hat der zweite in dieser Ebene enthaltene Strahl s, der ersten Kon- 
gruenz den Parameter — 24. Legen wir endlich durch s’ die 
Normalebene zu s,, so hat der zweite in dieser Ebene enthaltene 
Strahl der zweiten Kongruenz den Parameter — A und fällt deswegen, 
weil nicht in einer Ebene zwei getrennt liegende Strahlen derselben 
Kongruenz von gleichem Parameter enthalten sein können, mit s’ zu- 
sammen. Der Punkt 5 ist ein gemeinsamer Grenzpunkt der Strahlen 
s, und s,'. 

Halten wir nun die Raumfigur, die so für einen Punkt 5 der 
Brennfläche entsteht, zusammen mit den vorangehenden Überlegungen, 
so sehen wir, daß es auf jedem Strahl s’ der zweiten Kongruenz 
zwei Punkte 8, $ gibt, die der Brennfläche angehören und in denen 
zwei unendlich benachbarte Strahlen der ersten Kongruenz sich 
schneiden, während gleichzeitig in ihnen s’ selbst von je einem unend- 
lich benachbarten Strahl der zweiten Kongruenz getroffen wird. Diese 
‘ beiden Punkte S, 8 nennen wir die Brennpunkte des Strahles s’ 
und die Ebenen, welche diesen Strahl mit den ihn in 8, $ treffenden 
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unendlich benachbarten Strahlen derselben Kongruenz verbinden, seine 
Brennebenen 6, 6. Weil der Strahl sonach in zwei Tangential- 
ebenen der Brennfläche liegt und gleichzeitig durch deren Berührungs- 
punkte hindurchgeht, ist er eine Doppeltangente der Brennfläche. 
Da die letztere von der vierten Klasse ist, sind die beiden Brenn- 
ebenen 6, 6 die einzigen Tangentialebenen der Brennfläche, die durch 
den Strahl s’ gehen, denn in jeder dieser Tangentialebenen fallen 
zwei Tangentialebenen zusammen, wenn man den Strahl aus irgend- 
einer anderen Lage in die doppelte Berührung übergehen läßt. Diese 
beiden Brennebenen sind also identisch mit den schon vorher ge- 
fundenen, durch s’ gehenden Tangentialebenen der Brennfläche und 
sind auch als die Verbindungsebenen der sich auf dem Strahle s’ 
schneidenden unendlich benachbarten Strahlen der anderen Kon- 
gruenz anzusehen. Hat ein Strahl s der einen Kongruenz mit einem 
Strahl s’ der anderen Kongruenz einen Brennpunkt gemein, so steht 
er auf ihm senkrecht, und die Ebene, die beide Strahlen verbindet, 
ist eine gemeinsame Brennebene derselben. Denn sie ist eine 
Tangentialebene der Brennfläche. 

Ein Strahl, dessen Parameter A ist, wird in jedem seiner Brenn- 
punkte von einem Strahle derselben Kongruenz, dessen Parameter 
— 2% ist und von einem Strahle der anderen Kongruenz, dessen 
Parameter + 24, getroffen. Daraus ist zu schließen, daß die beiden 
Brennpunkte durch eine Achsenfläche ausgeschnitten werden, und der 
Punkt, der zwischen ihnen in der Mitte liegt, der Mittelpunkt 
des Strahles ist. Anderseits ist dies der Punkt, in dem der Strahl 
von den Hauptachsen des durch ihn bestimmten Zylindroids getroffen 
wird, und liest auf der Knotenfläche der konjugierten Kongruenz, 
also der Fußpunktfläche der Kongruenz, zu der der Strahl selbst ge- 
hört. Die Fußpunktfläche einer Kongruenz schneidet mithin alle 
Strahlen dieser Kongruenz in der Mitte zwischen ihren beiden Brenn- 
punkten. | 

Jeder Strahl s einer der beiden Kongruenzen berührt die Brenn- 
fläche in seinen Brennpunkten und schneidet sie außerdem in seinen 
Grenzpunkten. In den Brennpunkten wird er von je einem Strahle 
derselben Kongruenz getroffen, dessen Parameter — 24 ist, und in 


den Grenzpunkten von je einem Strahle, dessen Parameter : ist, 


wenn A den Parameter des Strahles s selbst bedeutet. Die beiden 
Brennpunkte einerseits und die beiden Grenzpunkte anderseits sind 
von demselben Punkte, dem Mittelpunkte des Strahles, gleichweit 
entfernt. 

Im vorhergehenden sind die singulären Fälle nicht berück- 
sichtigt, wo unter den Grundparametern «, ß, y in den Gleichungen (1) 
und infolgedessen auch unter den daraus abgeleiteten Konstanten 
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a,b, c zwei gleiche sind. Nehmen wir a=b, woraus c=— 24 
folgt, so werden alle Achsenflächen Rotationsflächen, deren Rotations- 
achse die 2-Achse ist. Die beiden Steinerschen Flächen reduzieren 
sich dann auf die «y-Ebene. Die Brennfläche wird gleichfalls eine 
Rotationsfläche, ihre Gleichung lautet jetzt: 


+yP+2— 3a) + Tar(a® +7 —- 2° —-20) =(0. 
Die Gleichung der Meridiankurve findet man für y=0: 





(«+ 2° — 3a?)’ + 7 (2° — 20-0, 
Diese Meridiankurve ist in der beistehenden Figur dargestellt. 
% 
Fig. 23. 


Für 2=0 folgt aus der gefundenen Kurvengleichung;: 
An 
Daraus ist zu schließen, daß die Meridiankurve im Koordinaten- 
ursprung einen Selbstberührungspunkt und die «-Achse als singuläre 


Tangente besitzt. (Die letztere schneidet die Kurve noch in den 


Punkten, deren Abszissen = + ed sind.) Der Koordinatenursprung 


oder Mittelpunkt ist jetzt ein singulärer Knotenpunkt der Fläche, 
in dem zwei Schalen derselben einander berühren. Die Kuspidal- 
kurve der Fläche zerfällt in zwei Kreise, und diese entstehen, wenn 
man die Fläche durch Rotation der Meridiankurve erzeugt, aus den 
. vier Spitzen, welche die letztere noch außer dem Selbstberührungs- 
punkt besitzt. 

Wird a=b=c, so wird für alle Strahlen der Kongruenz der 
Parameter A=0. Die Kongruenz reduziert sich auf die Strahlen 
eines Bündels, dessen Scheitel der Mittelpunkt ist. Wir haben so 
den ganz singulären Fall vor uns, der durch die Rotationen eines 
starren Körpers um einen festen Punkt geliefert wird. 
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Fünfzehntes Kapitel. 
Schraubengewebe und Schraubengewinde.') 


Die einfachste Form, welche die Gleichungen eines linearen 
Schraubensystems vierter Stufe oder, wie wir sagen wollen, eines 
Schraubengewebes in dem sogenannten allgemeinen Falle an- 
nehmen können, haben wir bereits in den Gleichungen (17) des zwölften 
Kapitels gegeben. Wir wollen diese Gleichungen jetzt, indem wir 
— a, — ß an die Stelle von «, ß bringen, schreiben wie folgt: 


(1) ua, d=Pi. 
Die Spezialfälle, die sich nicht auf diese Gleichungsform zurückführen 
lassen, sind für uns von geringerem Interesse und können über- 


gangen werden. 
Wir schreiben den Parameter % einer beliebigen Ela des 


Systems in der Form: 
_ ep’+ Pa rımW 
2) i pPP+a’+r? 
Dann finden wir für die Koordinaten x, 4, 3, I, m, n der Achse 
dieser Schraube, bei Verwendung eines Proportionalitätsfaktors oe, die 
Gleichungen: 





(3) | t=od, y=o4, 3-0, 

[= o(@@— kp, m=elß— hg, n=ow— kr). 
- Multiplizieren wir die Gleichungen für [ und m mit den Gleichungen 
für 9 und r und subtrahieren sie, so ergibt sich: 


yl — rm = (@ — ß)op-o9, 
also: 
(4) yl—-ım= («a — P)rY. 


Dies ist die Gleichung des quadratischen Linienkomplexes, dem die 
Achsen der das Schraubengewebe bildenden Schrauben angehören.?) 
Er wird besonders einfach, wenn «= ß, und besteht dann aus den 
Linien, deren kürzester Abstand von der 2-Achse in die &y-Ebene 
fällt. Der Achsenkomplex ist allgemein derselbe für alle Schrauben- 
gewebe, deren Gleichungen von der Form sind: 


(5) u=(a—x)p), D=(ß—x)g, 
was auch der Wert von x sei. Von diesen Schraubengeweben sagen 


wir wieder, daß sie eine syzygetische Schar bilden. Auch hier gilt 
die Regel, daß die Parameter von Schrauben mit derselben Achse, die 


1) Zu diesem Kapitel vgl. Chap. XVI und XVII in Balls Theory of Scerews. 
2) Vgl. d’ Emilio, Atti del R. Istituto Veneto (6) Vol. 3 (1885) p. 1135. 
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zu zwei Schraubensystemen aus der syzygetischen Schar gehören 
sich nur um eine additive Konstante unterscheiden. Suchen wir 
nämlich eine Zuordnung von zwei syzygetischen Schraubengeweben, 
bei der sich die Parameter zweier zugeordneten Schrauben immer um 
dieselbe Größe x unterscheiden, so haben wir von den Koordinaten 
pP, 4, rt, U, d, w einer Schraube des ersten Gewebes die drei ersten 
ungeändert zu lassen und die letzten drei durch 1 — xp, v— xq, 
w— xt zu ersetzen, um zu der entsprechenden Schraube des zweiten 
Gewebes überzugehen. Die Parameter zweier entsprechenden Schrauben 
in den beiden Geweben sind dann % und k— x, und die Gleichungen (1) 
des ersten Systems gehen in die Gleichungen (5) des zweiten Systems 
über, also «, ß in «— x, ß—x. Bei diesen Substitutionen bleiben 
aber die durch die Gleichungen (3) gegebenen Werte, d.h. die Ko- 
ordinaten der Schraubenachse, ungeändert. 

Die Gleichungen des linearen Systems, das die zu Schrauben 
des Schraubengewebes von bestimmtem Parameter k gehörenden 
Achsen bilden, findet man sofort aus (3) in der Form: 


(6) [=-(e-k)r, m=(ß—k)y. 
Dies System ist, wie wir schon wissen, eine lineare Strahlen- 
kongruenz, deren Leitlinien zwei konjugierte Strahlen eines be- 
stimmten Zylindroids sind. Wollen wir dies noch einmal bestätigen, 
so legen wir die Koordinaten (t', y', 3, l’, m’, n’) der Leitlinien 
durch die Bedingung fest, daß sie alle Strahlen der Kongruenz, d.h. 
alle Linien, deren Koordinaten x, Y, 3, I, m, n den Gleichungen (6) 
genügen, schneiden sollen. Soll aber die Bedingung des Schneidens: 


(7) IE’ + my’ +n3' + 2 + ym’+ zn = 0 
für alle Lösungen der Gleichungen (6) erfüllt sein, so müssen die 
vier Gleichungen bestehen: 

8) «@-KHri+l=0 (-NMWy+n-=0, z3=0, 1-0. 
Die letzten beiden drücken aus, daß die Leitlinie die z-Achse unter 


rechtem Winkel trifft. Mit Rücksicht auf sie kann man für die 
übrigen vier Koordinaten setzen: 


(8a) yelım=n:ıyıyzıza, 
wobei x, y%, 2 die Koordinaten eines Punktes der Leitlinie bedeuten, 
und damit gehen die ersten beiden Gleichungen in die folgenden über: 


die sich in der Tat auf zwei konjugierte Regelstrahlen eines Zylin- 
droids beziehen. Dessen Gleichung lautet dann: 


©Y 


(10) 2 (a —P) erg 
| 15* 
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Die Linien, welche zwei konjugierte Regelstrahlen eines Zylin- 
droids treffen, schneiden aber, wie wir bereits gefunden haben, einen 
dritten Regelstrahl desselben unter rechtem Winkel. Der quadra- 
tische Achsenkomplex besteht also auch aus den unendlich vielen 
linearen Kongruenzen der Strahlen, die jedesmal einen Regelstrahl 
des Zylindroids senkrecht treffen. Dies läßt sich auch leicht ana- 
lytisch bestätigen. Denkt man sich den Regelstrahl des Zylindroids 
gegeben durch die Proportion (8a) zusammen mit: 3'=0, 1'=(, so 
wird die Gleichung (7), welche für eine diesen Regelstrahl schneidende 
Linie gilt: 

Ic + my —ıiye +yX2 = (0, 
und die Bedingung, daß die Linie außerdem zu dem Regelstrahl 
senkrecht ist, lautet: 
(11a) re +yy—=0. 


Mit Hilfe dieser Gleichung kann man die vorige umformen in: 
yo + my) =el@+ yr 
oder mit Rücksicht auf (10): ch 
(11b) Iz + my = (a — Par. 
Führen wir in die so gefundenen Gleichungen (11a) und (11b) 


noch ein: 
re“ 
x =P®, 
so werden sie: 


(11) t+oy=0, I+om= (a — Pr. 


Durch Elimination von go entsteht wieder die Gleichung (4) des 
quadratischen Komplexes. Dieser Komplex erscheint so auf doppelte 
Weise in lineare Kongruenzen zerlegt. Die eine Zerlegung wird durch 
die Gleichungen (6), die andere durch die Gleichungen (11) gegeben. 
Zwei Kongruenzen, die zu derselben Zerlegung gehören, haben 
immer dieselben zwei geraden Linien, nämlich die Doppellinie des 
Zylindroids und die unendlich ferne Leitlinie desselben, gemeinsam. 
In der Tat sind sowohl die Gleichungen (6) für zwei verschiedene 
Werte von % und die Gleichungen (11) für zwei verschiedene Werte 
von g@ nur zu befriedigen, wenn r, y, !, m= (0 angenommen werden. 
Daraus folgt aber, da zwischen den Koordinaten die identische Be- 
ziehung It +my+nz3=0 besteht, entweder n=0O oder 3=(), so 
daß nur eine Koordinate, entweder 3 oder ıt von Null verschieden 
bleibt. Im ersteren Falle erhalten wir die z-Achse, im letzteren die 
unendlich ferne gerade Linie der xy-Ebene. Zwei Kongruenzen, die 
zu verschiedenen Zerlegungen gehören, haben dagegen immer die 
eine Regelschar einer Regelfläche zweiter Ordnung gemein. In der 
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Tat ist eine von den vier Gleichungen (6) und (11) eine Folge der 
übrigen drei, diese drei Gleichungen stellen aber, wenn man in ihnen 
k und o als fest gegeben ansieht, eine solche Regelschar dar. 

Wir fragen nun nach den Strahlen des Achsenkomplexes, die 
durch einen beliebig gegebenen Punkt P, mit den Koordinaten 
%o, Yo, 2, hindurchgehen. Wir finden sofort die Darstellung des 
Kegels zweiter Ordnung, den diese Strahlen erfüllen, indem wir in 
die Gleichung des Komplexes einsetzen: 


I=y13—24, M-SE— 28 
und ferner: 
NE N N Nez, 


Dann ergibt sich: 
(12) (YoE — 2Y)(Y — Y%) — (%o% — %2) (a — %) 


= (a P)e m) 9) 
als Gleichung des Kegels. 

Wir können diesen Kegel aber auch geometrisch ableiten. Wir 
finden nämlich die Komplexstrahlen, die durch einen Punkt P, gehen, 
indem wir aus diesem Punkte auf die Regelstrahlen des Zylindroids 
die Lote fällen. Die Fußpunkte dieser Lote bekommen wir aber, 
indem wir die Regelstrahlen des Zylindroids mit den zu ihnen nor- 
malen Ebenen, die durch P, gehen, zum Schnitt bringen. Ist nun 
ein Regelstrahl durch die Gleichungen: 


2:y=cosp:sing, 2= (« — P)cospsinp 
festgelegt, so wird die Gleichung dieser Normalebene: 
(x — ©,)eosp + (y — Y)sinp — 0, 

und daraus folgt für die Koordinaten des Schnittpunktes: 

x = (%,C0Sp + YySinP)Cosp, 

(13) 1 Yy= (%,C0Sp + Y,Sinp) sing, 

2 = (@« — P)cospsing. 
Dies ist, wie man durch Vergleichung dieser Gleichungen mit den 
Gleichungen (24) des 13. Kapitels sehen kann, die Parameter- 


darstellung eines Kegelschnittes x auf dem Zylindroid. Die Ebene, in 
der er liegt, hat die Gleichung: 


(14) YEtY — in wg 
Da in dieser Gleichung z, nicht vorkommt, ist der Kegelschnitt der- 
selbe für alle Punkte einer Parallelen p zur z-Achse, d.h. zur 
Doppellinie des Zylindroids. In der Tat hatten wir bereits in Kap. 13 
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hervorgehoben, daß die Fußpunkte der auf die Regelstrahlen des Zylin- 
droids gefällten Lote dieselben bleiben, von welchem Punkte der 
Parallelen zur Doppellinie man sie auch ausgehen läßt. Unter diesen 
Punkten der Parallelen zur Doppellinie ist ein Punkt P,, der auf 
dem Zylindroid liegt. Seine Ordinate ist: 
Er ve Ye 

| = (a Pr yes 5 
Führt man diesen Wert in die Gleichung (14) ein, so läßt sie sich 
auf die einfache Form bringen: 


(15) rn, 





welche zeigt, daß die von der Ebene auf den Koordinatenachsen ab- 
geschnittenen Stücke der Reihe nach x,, Yy, — 2, Sind. 

Der Kegelschnitt geht durch den Punkt P,, in dem die Parallele 
zur Doppellinie das Zylindroid trifft, hindurch. In der Tat ergeben, 
wenn man: 

Lo 
Vr’+%° 
setzt, die Gleichungen (13): 


’ singe 


0 
V%’+%° 


cosp = 


een air 


Die Kegel, welche den Kegelschnitt x aus den Punkten der Parallelen » 
zur Doppellinie projizieren, berühren sich deswegen längs dieser 
Parallelen » und besitzen außer derselben und dem Kegelschnitte x 
keinen gemeinsamen Punkt. Die Seitenlinien aller dieser Kegel 
bilden zusammen eine Kongruenz erster Ordnung zweiter Klasse, 
die zu dem quadratischen Achsenkomplex gehört. Denn durch jeden 
Punkt des Raumes geht ein Strahl, welcher die Linie p und den 
Kegelschnitt % trifft, und in einer beliebigen Ebene liegen deren 
zwei. Zusammenfassend können wir sagen: Alle Strahlen des Achsen- 
komplexes, die eine Parallele zur Doppellinie des Zylindroids treffen, 
treffen auch einen Kegelschnitt, der auf dem Zylindroid liegt und 
die Parallele zur Doppellinie schneidet, und sie bilden eine Kongruenz 
erster Ordnung zweiter Klasse. Läßt man die Parallele eine Ebene 
durchstreichen, so erschöpfen die zugehörigen Strahlenkongruenzen 
den ganzen Achsenkomplex. 

Nun suchen wir die Komplexstrahlen, die in einer beliebigen 


Ebene x liegen. Die Ebene sei durch die Gleichung gegeben: 
(16) | Ux+Vy+W:=]|1, 


außerdem habe die Projektion des Komplexstrahls auf die xy-Ebene 
die Gleichung: 
(17) | uc+vy=1. 


Die Komplexkurve einer Ebene. a 


Sind dann 1,4, 3,l, m, ın die Koordinaten des Strahles, so wird 
zunächst, wenn wir die vorstehende Gleichung mit ye—ıy=n 
identifizieren: 


(18) a In, Ba 


n n 


Ferner folgt aber daraus, daß der Strahl in der durch (16) gegebenen 
Ebene x liegen soll (S. 93): 


t= Wm—-Vn, 9=Un- WM, 


oder, wenn wir die Werte (18) einsetzen: 
(18a) W==V-», Me 
n n 
Führen wir die Ausdrücke (18) und (18a) in die Gleichung (4) des 


Komplexes ein, so wird sie: 
(19) uu— U) +vw—- V)= (e— P)Wur. 


Dies ist die Tangentialgleichung für die Projektion der von den 
gesuchten Komplexstrahlen umhüllten Kurve auf die &#y-Ebene. 
Diese Projektion ist, da die Gleichung in u und v vom zweiten 
Grade und für v=0, v=0 erfüllt ist, eine Parabel. Also ist auch 
die Komplexkurve in der Ebene x eine Parabel. | 

Es muß aber jeder Komplexstrahl, der in dieser Ebene liegt, 
auf einem Strahl des Zylindroids in seinem Schnittpunkte mit der 
Ebene senkrecht stehen. Man erhält also die Komplexkurve und 
gleichzeitig ihre Projektion auf die xy-Ebene, indem man zu jedem 
Strahl des Zylindroids die Normalebene durch seinen Schnittpunkt 
mit der Ebene x legt. Diese Normalebenen umhüllen die Komplex- 
kurve und gleichzeitig ihre Projektion. In jeder Ebene, die zur 
2-Achse parallel ist, ist außer dem Büschel der Parallelen zur 2- Achse 
ein gewöhnliches Büschel von Komplexstrahlen enthalten, dessen 
Scheitel der Schnittpunkt der Ebene mit dem zu ihr senkrechten 
Regelstrahl des Zylindroids ist. 

Wir wollen jetzt versuchen, die Schrauben des Schraubengewebes 
in eindeutige Beziehung zu den Punkten zu setzen, mit anderen 
Worten, das Schraubengewebe auf den Punktraum abzubilden. Nennen 
wir X, Y, Z die Koordinaten eines Punktes in diesem Punktraum, 
so ergibt sich die gesuchte Beziehung am einfachsten und un- 
gezwungensten, wenn wir: 


(20) x=-, Y=l, Z=- 
machen. Durch die Verhältnisse der vier Größen p, q, r, w ist eine 
Schraube im Schraubengewebe vollkommen festgelest, es findet also 


in der Tat die wechselweise eindeutige Beziehung zwischen den 
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Schrauben des Schraubengewebes und den Punkten des Bildraumes 
statt. 

Der Koordinatenursprung X =0, Y=(, Z=O0, den wir als den 
Mittelpunkt O des Bildraumes bezeichnen wollen, entspricht der einen 
in dem Schraubengewebe enthaltenen singulären Schraube, für die 
P,q,t=0 werden und die sich auf eine einfache Richtung, nämlich 
die Richtung einer Translation, reduziert. Dem Schraubennetze, das 
durch die Gleichung w = 0 aus dem Schraubengewebe herausgehoben 
wird, entsprechen die unendlich fernen Punkte des Bildraumes. 

Für den Parameter % einer Schraube des Gewebes gilt die 
Gleichung (2), die wir schreiben können: 


(k-a)p? + (k— Ba? + (kr) = 0. 
Führen wir hierin die Koordinaten des Bildpunktes ein, so erhalten wir: 
(21) (k—-—a)X?+(k—-pB)Y’+kZ’=Z, 


also die Gleichung einer Fläche zweiter Ordnung, die durch den 
Mittelpunkt des Bildraumes hindurchgeht und in ibm die X Y-Ebene 
berührt, von der ferner eine Hauptachse in die Z-Achse fällt, 
während ihre anderen beiden Hauptachsen der X- und Y-Achse 
parallel sind. Diese Fläche wird erfüllt von den Bildpunkten der 
Schrauben des Gewebes, deren Parameter % is. Wir wollen jede 
solche Fläche eine Parameterfläche des Bildraumes nennen. Alle 
Parameterflächen insgesamt bilden ein Flächenbüschel, durch jeden 
Punkt des Raumes geht eine von ihnen. Unter ihnen sind zwei 
Zylinder enthalten, die man für k=« und k=ß bekommt, und ein 
Paraboloid, das sich für k=0 ergibt, dessen Gleichung also lautet: 


(22) eX?+BY?’+Z=0. 

Die Punkte dieses Paraboloids entsprechen den unter den Schrauben 
des (rewebes enthaltenen Nullschrauben oder einfachen Linien. Dieses 
Paraboloid nennen wir die Nullfläche des Bildraumes. 

Zwei Schrauben sind korreziprok, wenn ihre Koordinaten der 
Bedingung genügen: 

pl +gV +rwW up + +mrV=(0. 
Gehören die beiden Schrauben dem Schraubengewebe an, so wird 
v=ap,v=Pßgqg und W=cp,v'—= fg’, damit wird die vorstehende 
Gleichung: 
app + Pag +3 (ewW +wr)=0. 

Führen wir die Koordinaten X, Y, Z und X', Y', Z' der Bildpunkte 
dieser Schrauben ein, so entsteht aus der letzten Gleichung: 


(23) SIEB A 
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Dies bedeutet aber: Die Bildpunkte zweier korreziproken 
Schrauben des Gewebes sind einander bezüglich der Null- 
fläche konjugiert. 

Die Schrauben des Gewebes, die zu einer bestimmten Schraube 
desselben korreziprok sind, bilden ein Schraubennetz, und so kann 
man zu, allen in dem Gewebe enthaltenen Netzen gelangen. Die 
Bildpunkte dieser Schrauben müssen aber zu dem Bildpunkte der 
korreziproken Schraube konjugiert sein bezüglich der Nullfläche, sie 
müssen also die Polarebene dieses Bildpunktes erfüllen, und so sehen 
wir gleichzeitig: Die. Schrauben ‘eines in dem Schrauben- 
gewebe enthaltenen Netzes werden durch die Punkte einer 
Ebene abgebildet. Daraus folgt weiter: Den Schrauben einer 
Schraubenreihe in dem Schraubengewebe entsprechen die 
Punkte einer geraden Linie. Irgend zwei Netze, die zu dem 
Gewebe gehören, haben immer eine solche Schraubenreihe gemein, 
weil sie zusammen vier lineare Gleichungen zwischen den Schrauben- 
koordinaten bedingen. 

Es ist nun von Interesse, insbesondere nach den Schraubenreihen 
in dem Schraubengewebe zu fragen, die durch die Regelstrahlen 
einer Parameterfläche abgebildet werden. Die Antwort ist sofort 
gefunden. Erstens nämlich müssen die Achsen der Schrauben einer 
solchen Reihe, als Achsen von Schrauben gleichen Parameters, zwei 
konjugierte BRegelstrahlen des Zylindroids, das zu dem Schrauben- 
gewebe gehört, treffen. Zweitens aber müssen sie, wie die Achsen 
einer jeden solchen Schraubenreihe, ein Büschel bilden. Sie müssen 
also ein Büschel bilden, dessen Scheitel auf dem einen der kon- 
jugierten Strahlen liest und dessen Ebene durch den anderen Strahl 
hindurchgeht. Die Scheitel der Strahlenbüschel; die zwei Regel- 
strahlen aus verschiedenen Regelscharen der Parameterfläche ent- 
sprechen, müssen auf verschiedenen Leitlinien liegen, denn die beiden 
Regelstrahlen haben einen Punkt gemein, und folglich müssen auch 
die beiden Strahlenbüschel einen Strahl gemein haben. So gelangen 
wir zu einer Abbildung der Strahlen einer linearen Strahlenkongruenz 
durch die Punkte einer Fläche zweiter Ordnung. Den Strahlen- 
büscheln in der Kongruenz, welche die Punkte der einen Leitlinie 
aus je einem Punkte der anderen Leitlinie projizieren, entsprechen 
hierbei die Regelstrahlen der einen Regelschar auf der Fläche zweiter 
Ordnung und ebenso den Strahlenbüscheln, welche aus je einem 
Punkte der ersten Leitlinie die Punkte der zweiten projizieren, die 
Strahlen der anderen Regelschar. 

Halten wir die Gleichung: 


(ka) + k—- Ay, 
die aus den Formeln (9) folgt und sich auffassen läßt als die Gleichung 
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eines Paares von geraden Linien, die in der xy-Ebene parallel zu 
den Leitlinien der Strahlenkongruenz gezogen sind, zusammen mit 
‘ der Gleichung: 

(k—e)X?’+(k—-B)Y’=0, 
die für Z=0 aus (21) folgt und das Paar der Regelstrahlen dar- 
stellt, welche die Regelfläche mit der XY-Ebene gemein hat, so 
sieht man, daß die Regelstrahlen der Regelfläche, die durch den 
Mittelpunkt O des Bildraumes gehen, parallel sind zu den Leit- 
linien der Strahlenkongruenz, gleiche Orientierung der Koordinaten- 
achsen im Bildraum und im Raume der Schrauben vorausgesetzt. 
Nach den Gleichungen (20) ist aber der Radiusvektor, den man vom 
Punkte O nach einem Bildpunkte zieht, der Achse der zugehörigen 
Schraube parallel. Die Abbildung der Strahlenkongruenz auf die 
Regelfläche geschieht also einfach so, daß wir zu jedem Strahle der 
Kongruenz die Parallele durch den Punkt O ziehen. Diese schneidet 
den zugehörigen Bildpunkt aus der Fläche aus. 

Hinzuzufügen ist noch, daß wir eine geradlinige Fläche und 
reelle Leitstrahlen der Kongruenz nur bekommen, wenn der Wert 
von %k zwischen den Werten von « und ß liegt. Die Regel für die 
Abbildung der Strahlenkongruenz auf die Fläche läßt sich aber auch 
auf die anderen Fälle ausdehnen. 


Über die linearen Schraubensysteme fünfter Stufe oder, wie wir 
sie nennen wollen, Schraubengewinde genügen wenige Bemer- 
kungen, die sich wieder auf den Hauptfall beschränken. 

Jedes Schraubengewinde ist zu einer bestimmten Schraube kor- 
reziprok. Die Achse dieser Schraube bezeichnen wir als die Zentral- 
achse des Schraubengewindes. Legen wir die z- Achse des Koordinaten- 
systems in sie hinein, so werden die Koordinaten der festen Schraube 
von der Form: 


"’=0, 1-0, ’=|1, 10, = (0), wW=—.«. 


Damit eine Schraube zu dieser korreziprok sei, muß zwischen ihren 
Koordinaten p, q, tr, u, d, w die Beziehung stattfinden: 


(24) u=eD». 


Jede gerade Linie des Raumes ist jetzt Achse einer Schraube des 
Systems. Den Parameter %, der ihr zuzuordnen ist, finden wir leicht, 
wenn wir den Winkel p einführen, unter dem die gerade Linie die 
Zentralachse kreuzt, und ihren kürzesten Abstand d von derselben. 
Da die Konkurrenz der Schraube des Gewindes und der zu diesem 
korreziproken Schraube verschwinden muß, ergibt sich sofort die 
Gleichung: 
(k — ae) cosp+dsnpg=0 


Schraubengewinde. 25, 


und hieraus: 


(25) k=«— dtangy. 
Setzen wir: | 

(26) dtanspg=— x, 
so wird also einfach: 

(25a) k=e-+n». 


Für die Schrauben des Gewindes, für die k einen bestimmten Wert 
hat, nimmt mithin auch % einen bestimmten Wert an. Da die 
Achsen dieser Schrauben also der Bedingung d-tanggp = const. ge- 
nügen, bilden sie einen linearen Strahlenkomplex; dieser gehört zu 
einer Schraube mit dem Parameter x, deren Achse mit der Zentral- 
achse des Schraubengewindes zusammenfällt. 

Suchen wir in dem Schraubengewinde die Schrauben, die zu 
einer bestimmten Schraube desselben korreziprok sind, so muß wieder 
eine Beziehung: 


12:09 (k, + k) cosp' + d' sing’ = 0 


bestehen, wenn k,, k die Parameter der beiden Schrauben, der festen 
und der veränderlichen, bedeuten, g' den Winkel, unter dem ihre 
Achsen sich kreuzen, und d’.den kürzesten Abstand der Achsen. 
Wir setzen nun den Wert von % aus (25) ein und finden: 


(28) d-tangp — d'-tangsp =a-+ hy. 


Diese Gleichung gestattet aber eine beachtenswerte Deutung. Es 
bilden nämlich die Schrauben des Gewindes, die zu einer bestimmten 
Schraube desselben korreziprok sind, ein allgemeines Schrauben- 
gewebe. Dieses Schraubengewebe erscheint hier festgelegt durch 
zwei Schrauben, die zu ihm und zueinander korreziprok sind. (Die 
erste dieser Schrauben ist diejenige, zu der alle Schrauben des 
Gewindes korreziprok sind, die zweite die in dem letzteren an- 
genommene feste Schraube.) Die Achsen aller Schrauben des Gewebes 
aber bilden einen speziellen quadratischen Strahlenkomplex, den wir 
im vorhergehenden bereits untersucht haben. Die Gleichung (28) 
zeigt nun, wie sich dieser Strahlenkomplex mit Hilfe zweier fester 
Achsen einfach festlegen läßt. Wir können den Ausdruck d-tang 
kurz die Divergenz der zwei geraden Linien, auf die sich d und 
beziehen, nennen. Ist dann die Divergenz einer veränderlichen Linie 
von einer festen Linie konstant, so bewegt sich die veränderliche 
Linie in einem linearen Strahlenkomplex; ist aber der Unterschied 
ihrer Divergenzen von zwei festen Linien konstant, so erfüllt sie 
einen quadratischen Strahlenkomplex der betrachteten Art. 
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Nachdem wir die Übersicht der linearen Schraubensysteme be- 
endet haben, bietet sich der Gedanke dar, ob die Begriffe der 
Schraubung und der Dyname, als die Begriffe, die zur Definition der 
Schraube den Anlaß geben und so der Schraubentheorie zugrunde 
liegen, nicht einer gewissen Verallgemeinerung fähig sind. Die 
Richtung, nach der hin wir diese Verallgemeinerung zu suchen haben, 
liegt auf der Hand. Die Verschiebungen, die ein beliebiger Punkt 
bei einer bestimmten Schraubung erfährt, sind lineare Funktionen 
seiner Koordinaten, aber nicht allgemeine lineare Funktionen, denn 
wenn wir den allgemeinsten Ansatz aufstellen, der in diesem Sinne 
für die Änderungen dx, 6y, d2 der Koordinaten x, y, z eines Punktes, 
verglichen mit einer sehr kleinen Größe r = dt, möglich ist, nämlich: 


62= (u + CH+%Yy + 0,2) 0Öt, 
Iy= (+ Pı® + Bey + Pz2) dt, 
= ytrEtryt re) Pt, 
so wird hieraus erst eine Schraubung, wenn: 
NEE EN he U 


ist. Man muß sich also fragen, welchen Sinn die allgemeineren 
Gleichungen, aus denen in einem besonderen Falle die Schraubungen 
hervorgehen, für sich betrachtet haben. 

Ebenso war die zu einem Kräftesystem gehörende Dyname fest- 
gelegt durch die sechs Summenausdrücke, welche aus den Kom- 
ponenten X,, Yo, Z, der Kräfte und den Koordinaten x,, Yo, 2. Ihrer 
Angriffspunkte gebildet sind, nämlich: 


ZX,, ZY,, ZZ,, Z(ZgYo — Yo2e), Z(Xoko — Zete)) Z(Yote — Xeyo)- 
Diese Summen liegen aber von vornherein ferner als die folgenden 


einfachen Kombinationen von Kräftekomponenten und Punktkoordi- 
naten: 
PD PER 
a N RN ne PN 
Dt, Dil Yo 2 lee, 


aus denen die ersteren Summen nur eine besondere Auswahl und 
Zusammenfassung bedeuten. Wieder ist die Frage, welche selbständige 
Bedeutung dem System dieser zwölf Summenausdrücke zukommt, 
und diesen Fragen wollen wir im folgenden nachgehen. 
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'Sechzehntes Kapitel. 
Deformationen. 


Wir haben bereits im dritten Kapitel mit linearen Transforma- 
tionen des Raumes zu tun gehabt. Diese Transformationen sind 
dadurch gekennzeichnet, daß jeder Punkt in einen bestimmten anderen 
Punkt übergeht und jeder Punkt nur aus einem einzigen Punkte 
hervorgeht, daß ferner die Punkte einer Ebene immer wieder in die 
Punkte einer Ebene übergeführt werden und daß endlich alle un- 
endlich fernen Punkte in unendlicher Entfernung bleiben. Die letzte 
Bedingung läßt sich auch so formulieren, daß parallele Linien oder 
Ebenen immer wieder in parallele Linien oder Ebenen übergehen 
sollen. Aus dieser Eigenschaft aber läßt sich folgern, daß das 
Abstandsverhältnis dreier Punkte einer geraden Linie vor und nach 
der Transformation dasselbe sein muß, ferner daß einem Parallel- 
epipedon wieder ein Parallelepipedon entsprechen muß, und wenn 
man die Kanten des ersten Parallelepipedon in einem bestimmten 
Verhältnis vergrößert, auch die entsprechenden Kanten des anderen 
in demselben Verhältnis vergrößert erscheinen. Wenn wir für das 
. erste Parallelepipedon einen Würfel von der Kantenlänge 1 wählen, 
von dem drei Kanten in die Koordinatenachsen fallen, so gelangen 
wir auf Grund der vorstehenden Sätze sofort zu der analytischen 
Darstellung der Transformation. Es ergeben sich, wenn x, y, 2 die 
Koordinaten des ursprünglichen Punktes sind, die Koordinaten «', y', 2' 
des transformierten Punktes als ganze lineare Funktionen von x, Y, 2. 
Damit werden die Differenzen « — x, y' — y, 2 — 3 ebenfalls lineare 
Funktionen von &, y, 2. Diese Differenzen sind aber die Komponenten 
der Verschiebung, welche der Punkt bei der Transformation erfährt. 
Wir wollen diese Verschiebung für alle im Endlichen gelegenen 
Punkte als sehr klein voraussetzen und demgemäß schreiben: 


(1) o"—-a=us, Y-y=vı, d-z=un, 
wobei r wieder eine sehr kleine Größe bezeichnen soll. Wir setzen 
nun nicht © — x, y — y, 2 —z, sondern die ihnen proportionalen 
Größen u, v, w als lineare Funktionen der Punktkoordinaten an in 
der Form: 
vu tt WYH Gs2, 
(2) v=ß,+Pı% + PeYy + P32, 
w=yy trat YeY rt Y32. 
Die durch diese Gleichungen dargestellte Veränderung der Punkte 


des Raumes bezeichnen wir als eine lineare Deformation oder kurz 
als eine Deformatiıon. 
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Nehmen wir nun von der Verschiebung eines beliebigen Punktes 
die Komponente nach einer bestimmten Richtung, die mit den posi- 
tiven Richtungen der Koordinatenachsen die Winkel A, u, v ein- 
schließen soll, so erhalten wir für die Größe o-r dieser Komponente, 
wenn wir die Ausdrücke für u, v, w der Reihe nach mit cosA, cos u, 
cosv multiplizieren und addieren: 


(3) e=0 +5 +tny+ SE, 
indem wir zur Abkürzung setzen: 
0 = u, cosi + P, cosw + Y, cosv, 
&= 0, cosA + P, cosu + y, cosv, 
= 0, C08A + P, cosuw 4 Y, COS, 
— 0, c0osA + P, cosu + 9, cosv. ' 

Nimmt man für jeden Punkt nicht die wirkliche Verschiebung, 
die er bei der gegebenen Deformation erfährt, sondern nur die in 
‚Rede stehende Komponente davon, so ergibt sich auf diese Weise 
eine neue, spezielle Deformation, welche wir als die Komponente 
der vorgelegten Transformation nach der betreffenden Richtung be- 
zeichnen und durch die Gleichungen darstellen: 

Up = cos +8 + ny + £a), 
(4) v = cu +82 +ny+ 82), 
we cos v(d +8% + nY + 82). 
Bei dieser speziellen Deformation sind die Verschiebungsrichtungen 
aller Punkte dieselben. Die Punkte einer bestimmten Ebene, nämlich 
der durch die Gleichung: 
(5) setny+i+9=0 


dargestellten Ebene, bleiben unverrückt; wir nennen die Deformation 
deswegen eine planare und die Ebene, deren Punkte in Ruhe bleiben, 
ihre Zentralebene. DBezeichnen wir mit » den Abstand eines 
Punktes von der Zentralebene und setzen: 


(6) o=- yet +E, 
so wird die durch die Gleichung (3) gegebene Größe der Verschiebung 
dieses Punktes: 


(7) 0,052, 
also dem Abstande des Punktes von der Zentralebene pro- 
portional. 


Wir wollen noch zwei Sonderfälle dieser speziellen Deformationen 
hervorheben. Der eine Fall ist der, wo die Verschiebungsrichtung 
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aller Punkte senkrecht zur Zentralebene ist, dann sprechen wir von 
einer Dehnung. Der andere Fall ist der, wo is Richtung par allel 
zur Zentralebene ist, dann sprechen wir von einer Scherung. 

nen die allgemeine, durch die Gleichungen (2) 
gegebene Deformation. Diese Diskussion beruht zunächst auf der 
Aufstellung der Determinante: 


(8) = ßı Ps P; ’ 
Kre7a Y3 


die wir als die Diskriminante der Deformation bezeichnen. Wenn 
nämlich diese Diskriminante von Null verschieden ist, so ergibt sich, 
daß die drei Gleichungen: 


Ba. 


(9) I +B2+By+ß2=0, 
Yo t Rt yYy+Y2— 0 


ein einziges Lösungssystem x, y, 2, das wir mit z,, Y%9, 2, bezeichnen, 
zulassen. Es gibt also einen einzigen Punkt, dessen Lage bei der 
Deformation ungeändert bleibt. Diesen Punkt nennen wir das 
Zentrum der Deformation und die Deformation selbst eine zentrale. 
Wählen wir das Zentrum zum Ursprung eines neuen Koordinaten- 
systems, so verschwinden aus den Gleichungen der Deformation die 
konstanten Glieder «&,, Po Yo- 

Ist aber die Diskriminante D=0, ohne daß von den folgenden 
drei Determinanten eine verschwindet: 


D, = (Pers — Yaßs) + Po(Ya&z — &pY3) + Polo ßs — Br%3), 
(10) D, = a (ßsYı — Yaßı) + Poly — 71) + Yo l&aßı — Pae,), 
D, = a (PıYa — Yıßa) + (Yıla — &Y) + 9% (e,ß, — 3 Pı®), 


dann sind die Gleichungen (9) nicht zu befriedigen. In diesem Falle 
ergibt sich aber die identische Beziehung: 


(Baya — Yaßz)u + (Paz — &Y3)% + (Üpß; — P,o,)w—= D,, 


die von den zwei anderen auf ähnliche Weise folgenden Relationen 
nicht verschieden ist, so daß tatsächlich nur eine identische Be- 
ziehung zwischen den Verschiebungskomponenten u, v, w statthat. 
Bestimmen wir drei Richtungswinkel A, u, v durch die Proportion: 


Arw:v—= Boyz — Yaßz : Yakz — %Yz : gßz — Piz, 
so wird: ' 
uUCosSA-+ vcosu + Ww Ccosv —= const. 
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für alle Punkte des Raumes. Die Komponenten der Verschiebungen 
aller Punkte nach dieser Richtung sind also dieselben, und die Kom- 
ponente der Deformation nach der in Bede stehenden 
Richtung wird eine einfache Translation. Eine solche De- 
formation können wir eine parabolische nennen. Zu diesen 
parabolischen Deformationen gehören die Schraubungen, da ja bei 
diesen die Komponente der Verschiebung nach der Richtung der 
Schraubenachse für alle Punkte dieselbe ist. 

Wenn nun außer D eine der Determinanten D,, D,, D, ver- 
schwindet, so verschwinden alle drei, weil infolge der Bedingung 
D—=0 die in den Ausdrücken (10) für D,, D,, D, eingeklammerten 
Größen einander proportional werden. Z. B. ergibt die Gleichung 
D = (0, wenn man sie in der Form schreibt: 


 (Beya — Yaßs) + Bı (Ya; — &Y5) + Yı (fs — Ps 5) = 0, 


zusammen mit der Identität: 


(Bay — Yaßs) + Pa(Ya%s — 0295) + Ye (&ßs — Paa;) = 0 
die Proportion: 
Pays — Yaßz : Yalz — &;Y5 : 0 ßz, — PaQ; 
— Pre — Yıßa : Yıy — & Pa : Bo — Pı@. 

In diesem Falle erhält man, wenn man aus den Gleichungen (9) 
zwei der Koordinaten eliminiert, identisch Null. Von den drei Glei- 
chungen ist also eine überzählig; jedes Wertesystem, das zweien von 
ihnen genügt, genügt auch der dritten. Durch die zwei Gleichungen 
wird aber eine gerade Linie dargestellt, und alle Punkte dieser Linie 
erfahren bei der Deformation keine Lagenänderung. Wir bezeichnen 
die Deformation deswegen als eine linealee Die momentanen 
Rotationen sind solche lineale Deformationen, denn bei ihnen bleiben 
alle Punkte der Rotationsachse unverrückt. 

Es können die Determinanten ®,, D,, D, auch dadurch ver- 
schwinden, daß die Unterdeterminanten von D® (d.h. die in den Aus- 
drücken (10) eingeklammerten Größen) verschwinden. Dann gilt das 
vorige nicht mehr. Wir können in diesem Falle aber setzen: 


u—n+tl(e+ny+ 8a), 
(11) v=Pß,+m(c+ny + 82), 
v=yp tra + ny+ Lo), 


und erhalten somit: 
ucosA+vcosu +WwcCosv—= u, C08sA-+ P, COSsu + Y, C0sv, 
wenn die Richtungswinkel A, u, v nur der einen Bedingung: 


lcosA +mcosu+ncosv = 
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unterworfen werden. Es reduzieren sich alsö die Komponenten der 
Deformation nach allen Richtungen, die einer bestimmten Ebene 
parallel sind, auf einfache Translationen. Wir können diese Defor- 
mationen als zweifach parabolische bezeichnen. 

Wird in den Gleichungen (11) nun noch: 


%:PB,:9, mi:mın, 


so verschwinden auch von den Determinanten D,, D,, D, alle Unter- 
determinanten. Dann erhalten wir die Gleichungsformen: 


u=1(+Eo+ny+&o), 
(12) v—=m(+ERr +tny + £2), 
w=n+&2+ny+ &), 


die eine planare Deformation repräsentieren. 
Hinzuzufügen ist noch, daß, wenn von der Determinante D alle. 
Elemente verschwinden, die Gleichungen der Deformation einfach 
werden: 
vb, veß, nr 


und eine Translation darstellen. 

Wenn zwei Deformationen vorliegen, so kann man dieselben zu 
einer Deformation zusammensetzen, genau ebenso wie man die 
Schraubungen, die ja nur einen besonderen Fall der parabolischen 
Deformationen bilden, zusammensetzt. Die Verschiebungen, die ein 
beliebiger Punkt bei den beiden Deformationen erfährt, vereinigt 
man nach dem Parallelogrammgesetz und erhält so die Verschiebungen, 
welche die resultierende Deformation ausmachen. Sind aber ur, v;r, 
wc und %7, vr, w,t die Komponenten der zusammenzusetzenden 
Verschiebungen eines Punktes, so werden die Komponenten der 
resultierenden Verschiebung (u, + u,)r, (0, +%,)r, (w, +w,)r. Man 
hat also wieder die Ausdrücke für die Verschiebungskomponenten 
einfach zu addieren, um die Komponenten der resultierenden Ver- 
schiebung zu erhalten. Nennen wir die Koeffizienten in den Defor- 
mationsgleichungen die Koordinaten der Deformation, so können 
wir demnach sagen: Deformationen werden zusammengesetzt, 
indem man ihre homologen Koordinaten addiert. 

Wir können nun zunächst bemerken, daß sich die rechten Seiten 
der Deformationsgleichungen (2) in zwei Teile, einen konstanten 
und einen von Punkt zu Punkt veränderlichen, zerlegen lassen. Dem 
entspricht eine Zusammensetzung der Deformation aus einer 'Trans- 
lation und einer Deformation, die wenigstens einen im Endlichen 
gelegenen Punkt, nämlich den Koordinatenursprung, ungeändert läßt. 
Da der Koordinatenursprung aber durchaus willkürlich ist, so kann 
man demnach jede Deformation durch Hinzufügung einer Translation 


Timerding, Geometrie der Kräfte, 16 
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auf eine Deformation zurückführen, die einen willkürlich wählbaren 
Punkt ungeändert läßt. 

Lassen wir in den Gleichungen (2) die konstanten Glieder weg 
und führen die Koordinaten des veränderten Punktes durch die 
Beziehungen: 

(13) 2! =xc+ur, Y=y-+vo !=2+Wwr 
ein, so erhalten wir: 
«= (l1+07)-C +97 y+0T:2, 
y=ßra+(l+ Br) y+ Psr-2, 
!=yratpry+(l+pe):2. 
Wir haben nun früher (S. 30) gefunden, daß bei einer solchen Trans- 
formation alle Volumina in demselben Verhältnis vergrößert oder 


vermindert werden. Dieses Vergrößerungsverhältnis wird gegeben 
durch die Determinante: 


l+a,r N eng 
0 = Pit 1+ ßr P;T 
Yı?t YaT 1+y7 


Rechnen wir diese Determinante aus und vernachlässigen die höheren 
Potenzen der sehr kleinen Größe r gegen die erste, so ergibt sich: 


9=-1+(+ß+Y)% 
und indem wir ®=1-+6:r setzen, bezeichnen wir: 
(14) I=-,n+Pß+Y 


als Dilatation. Durch Hinzufügung einer Translation zu der 
Deformation wird an alledem nichts geändert. Also gilt das Gesagte 
auch für die allgemeineren Deformationsgleichungen (2), in denen 
noch die Translationskomponenten «,, P,, Y%, hinzugekommen sind. 
Es ist nun von Vorteil, von den Deformationen nicht eine ein- 
fache Translation, sondern eine allgemeine Schraubung abzusondern, 
um sie dadurch auf eine besonders einfache Form zu reduzieren. Wir 
nehmen an, die Schraubung werde durch die Gleichungen gegeben: 


15) W=u—ry+g2, V!=v—-pH+rs, W=w-—qgr-+py 
indem w'r, v'r, w'r die Verschiebungskomponenten des Punktes mit 
den Koordinaten x, y, 2 bezeichnen. Dann wird die übrigbleibende 
Deformation durch die Gleichungen dargestellt: 

W"=u-u=-(w-u)+g24+(8 +r)y+ (5 <- 92, 
"= -!- A - NA NH Byte + PS 
wm - = wW)+t Me + Mm PYH 72. 
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Nun wollen wir p, q, r so bestimmen, daß: 


BB +tp=n-P, HMtrI=BS—-I9, S+r=P, —r 


wird, dann ergibt sich: 


(16) p=3(-B), 4= N 9 m 3(B,— 6). *) 


Außerdem nehmen wir noch an, es sei: 


| ur From tat Y tr Ezfo 
(17) | ‘‚-Pp4, +t17o = Pt Pı%o + Bay + P32o, 
w— gu +PYy=Yot Yıko t YaYo + Y3%0- 


Diese Gleichungen drücken aus, daß von einem besonderen Punkt, 
dessen Koordinaten wir %,, Y,, 2, nennen, die Verrückung infolge 
der Schraubung dieselbe sein soll wie die Verrückung bei der De- 
formation. Durch die Gleichungen (16) und (17) sind die Größen 
p, 9,5, u, v, w, welche die Schraubung festlegen, eindeutig bestimmt. 
Die Koordinaten &,, %, 2, bleiben hierbei willkürlich wählbar, und 
hiernach können (bei Ausschließung eines Ausnahmefalles) die Größen 
u, v, w alle möglichen Werte annehmen, während die Werte von p, q, r 
immer dieselben sind. Von der Schraubung ist also die Richtung 
der Achse und die Winkelgeschwindiskeit von vornherein auf die 
angegebene Weise eindeutig bestimmt. 

Wenn wir jetzt die übersichtlicheren Bezeichnungen einführen: 


=, Pl, 9 Apr 
3 (BtY)= Ms, 3 YıtS)SQyn, Ft Ph) =, 


so können wir die Gleichungen für w", v", w" schreiben: 


as) | 


| u — a, —%) + MY —Y) + sl? — 2): 
(19) ) U — A(8 — &) + Aga(Y — Yo) + Ags(2 — 29), 
(Wa, — %) + A (Yy — Yo) + Ag3(2 — 20). 


Da hierin nun 0, =4@,, ds = Ay; gs = A, Wird, haben wir in der 
Tat eine spezielle Deformation vor uns, die wir als eine reine De- 
formation bezeichnen wollen?) Den Punkt (z,, Y,, 2,) nennen wir 
den Mittelpunkt oder das Zentrum derselben und sprechen von einer 
Deformation um einen bestimmten Mittelpunkt. 

Dieser Mittelpunkt bleibt bei der Deformation ungeändert. Die 
parabolischen Deformationen sind also bei den reinen Deformationen 
ausgeschlossen. Wenn die Determinante: 


1) Cauchy, Exercices d’analyse, Vol. 2, 1841, p. 302. 
2) S. Thomson und Tait, Natural Philosophy, Vol.1, Art. 182seq. 


16* 
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(20) A—| Ay Ag Ay 
Ay Mg A 
verschwindet, so bekommen wir stets eine lineale Deformation. Wir 
können dann drei Richtungskosinus cosA, cosw, cosv bestimmen, die 
den drei Gleichungen genügen: 
Ay; C08SA + A, COSu + a, cosv—=(, 
Ay; COSA + Ay COSU + Ay COS v —, 
Ayı COSA + Ay, COSU + Ay; COSVv —(. 


Deshalb bleiben alle Punkte ungeändert, deren Koordinaten von der 
Form sind: 
=, 00084, y=Yyt0ocosu, Z2=2,+ 0c08v, 


und diese Punkte erfüllen eine gerade Linie, die Mittelachse der 
Deformation. Multiplizieren wir ferner die Gleichungen (19) der Reihe 
nach mit cosA, cosu, cosv und addieren sie, so wird, weil a,, = As, 
(a1 sen aa a dass 
uw cosA+ v cosu + w" cosv—=(. 

Jeder Punkt verschiebt sich also in einer zu der Achse normalen 
Richtung. _ Wir wollen diese besonderen linealen Deformationen, die 
gleichzeitig reine Deformationen sind, als axiale Deformationen be- 
zeichnen. 

Wenn die Determinante / mit ihren Unterdeterminanten ver- 
schwindet, werden die Verschiebungsrichtungen aller Punkte dieselben, 
und indem wir diese gemeinsame Richtung mit der Richtung der 
x-Achse zusammenfallen lassen, können in den Gleichungen (18) nur 
die Koeffizienten von 2 — x, einen von Null verschiedenen Wert 
besitzen. Weil aber a,, = 49, Ayı = As, müssen auch die Koeffi- 
zienten 4,,, d;, verschwinden und die Gleichungen lauten: 


van, veI ww. 


Es bleiben also die Punkte der Ebene, für die —=xz, wird, un- 
verrückt. Die Verrückung irgendeines anderen Punktes ist seinem 
Abstande von dieser Ebene proportional und zu der Ebene senkrecht. 
Wir kommen also wieder auf eine einfache Dehnung zurück. 

Die Bedingung dafür, daß durch geeignete Wahl von &,, Yo, 2o 
sich den Größen u, v, w in den Gleichungen (17) jeder beliebige 
Wert erteilen läßt, ist, wie man leicht sieht, dadurch gegeben, daß 
A==0 ist. Denn diesen Gleichungen läßt sich die Form geben: 


u=myrAıt GoYo Tr A320 
v=Pot AyıFot AggYyt Ag32o 
WEIT At Yo Tr Az32o: 
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Wenn wir nun noch fragen, wie der Punkt mit den Ko- 
ordinaten %,, Yy, 2, zu wählen ist, damit die Schraubung sich auf 
eine bloße Drehung reduziert, so erkennen wir sofort, indem wir die 
Gleichungen (17) der Reihe nach mit 2p=9 —Pß,, 24 = — Y, 
2r = ß, -- «, multiplizieren und die Summe, nämlich 


2(up+vatwr) 
gleich Null setzen, daß wir die Gleichung einer Ebene: 


(21) We) Eich 4, + 0520) 
+ (6-9) + Im + Bu + Bo) 
+ -%) (ya + rı + %Y + 93%) = 0 


al in welcher der Punkt (z,, %, 2,) liegen muß, damit die 
vorgelegte Deformation sich aus einer reinen Deformation um diesen 
Punkt als Mittelpunkt und einer bloßen Drehung zusammensetzen 
läßt. Wir wollen diese Ebene als die Mittelebene der vorgelegten 
Deformation bezeichnen. 

Wir wenden uns jetzt zur näheren Untersuchung der reinen 
Deformation, die durch die Gleichungen (19) gegeben wird. Wir 
legen noch den Koordinatenursprung in den Mittelpunkt der De- 
formation und lassen die doppelten Akzente an den u, v, w fort. 
Dann werden die Gleichungen, von denen wir auszugehen haben: 


UA, 4 GeY + 52, 
(22) | v— AUT AgY T Agg?, 
WACH A:YT Ay52. 
Diesen Gleichungen können wir eine geometrische Interpretation 
geben, wenn wir eine Fläche zweiter Ordnung einführen, die wir als 


die Deformationsfläche!) bezeichnen und deren Gleichung die 
folgende sein soll: 


(23) a2? + 20X%Y + 20502 + Ay? + 2 Yy2 + 052? = 1. 


Suchen wir von einem Punkte P mit den Koordinaten x, y, 2 
bezüglich dieser Fläche die Polarebene, so hat dieselbe die Gleichung: 


(24) uc +tvy+wi=], 


wenn «', y', 2' die laufenden Punktkoordinaten bezeichnen und u, v, w 
die durch die Gleichungen (22) festgesetzte Bedeutung haben. Denken 
wir uns die Gleichung der Polarebene aber in der Form geschrieben: 


(24a) . cosAx’ + cosuy' + cosv?' = p, 


1) Sie rührt von Cauchy her, Exercices de mathematiques, Vol. 2, 1827, p. 60. 


246 Sechzehntes Kapitel. Deformationen. 


indem A, u, v die Richtungswinkel und p die Länge des aus dem 
Koordinatenursprunge auf die Ebene gefällten Lotes bezeichnen, 
so wird: | 


1 1 l 
25 = —-cos4, d= — cos w= — Co8sV. 
( ) ? ’ » NZ) » 


Man muß also auf der Linie des Lotes vom Ursprunge aus den 
reziproken Wert seiner Länge abtragen, dann hat der Endpunkt dieser 
Strecke die Koordinaten u, v, w, die Strecke gibt also den Ver- 
schiebungsvektor des Punktes P. 

Der Endpunkt der Strecke ist aber gleichzeitig der Pol der 
gefundenen Polarebene bezüglich der Kugel, die mit dem Radius 1 
um den Koordinatenursprung beschrieben ist und die wir kurz die 
Einheitskugel nennen wollen. In der Tat wird die Polarebene 
des Punktes mit den Koordinaten u, v; w bezüglich der durch die 
Gleichung: 


(26) ey terel 
dargestellten Kugel gegeben durch die Gleichung: 
u +vy +w? =1. 


Den. Punkt mit den Koordinaten u, v, w wollen wir den 
Deformationspol des Punktes P mit den Koordinaten x, y, 2 
nennen. Wir finden also von einem Punkte den Deformationspol, 
indem wir von ihm die Polarebene bezüglich der Deformationsfläche 
aufsuchen und von dieser wieder den Pol bezüglich der Einheitskugel. 
Dieser Pol ist der Deformationspol. 

Wir wollen nun voraussetzen, der Deformationspol liege auf 
einer Kugel, die mit dem Radius r um den Koordinatenursprung 
beschrieben ist. Dann umhüllen die Polarebenen dieser Pole bezüglich 


der Einheitskugel eine konzentrische Kugel vom Radiüs & Von 


dieser Kugel müssen wir die reziproke Fläche — d.h. die von den 
Polen der Tangentialebenen der Kugel erfüllte oder von den Polar- 
ebenen der Punkte der Kugel umhüllte Fläche — bezüglich der 
Deformationsfläche suchen, dann finden wir den Ort der Punkte, 
deren Deformationspole die Kugel mit dem Radius r erfüllen, d.h. 
den Ort der Punkte, welche die gleiche Verschiebung r.r erfahren. 
Die Gleichungen (22) ergeben aber unmittelbar, wenn man: 


(27) +” +wW=r 
annımmt: 


(28) (4% + 45% + 52)? + (Ag + GgeY + Agg2)” 
+ (03,% + A3Y + a2)’ = r, 


Hauptachsen der Deformation, BA 


und dies ist sonach die Gleichung der gesuchten Fläche, die wir als 
eine Verschiebungsfläche bezeichnen wollen.) Diese Flächen 
sind immer Ellipsoide In der Tat zeigt die Gleichung (28) in ihrer 
Bauart sofort, daß sie nur für endliche Werte der Koordinaten 
erfüllbar ist. Die Verschiebungsellipsoide sind konzentrische, ähnliche 
und ähnlich liegende Flächen. Greift man demnach unter ihnen 
dasjenige heraus, das sich für r=1 ergibt, so erhält man aus diesem 
allein die Verschiebung eines beliebigen Punktes P, indem man den 
Radiusvektor vom Mittelpunkte O nach dem Punkte P mit der Fläche 
schneidet. Ist P, der Schnittpunkt, so wird die Verschiebung des 
Punktes P an Größe gleich: 


OF, -T 
Die Richtung der Verschiebung ergibt sich am einfachsten daraus, 
daß sie normal zu der Polarebene des Punktes bezüglich der Defor- 
mationsfläche sein soll. 

Wir suchen nun die Hauptachsen der Deformation. Darunter 
verstehen wir die Linien durch den Mittelpunkt, deren Punkte sich 
bei der Deformation alle in ihnen verschieben, so daß die Linien in 
sich transformiert werden. Den Bedingungen hierfür können wir die 
Form geben: 


(29) u Ar, DAY WINE, 
und wenn wir diese Werte in die Gleichungen (22) einsetzen, so 
werden dieselben: 
(au —A)E + A544 2 = 0, 
(30) Ag + (Age — A)y + 02 — 0, 
AH Ay + (A —A)2— 0. 
Was die Auflösung dieser Gleichungen betrifft, so ist aus der 
Theorie der Flächen zweiten Grades folgendes bekannt. Die Glei- 


chungen sind alle drei nur dann erfüllbar, wenn A eine Wurzel der 
Gleichung dritten Grades: 


Ay — A (9 Az 
(31) &91 Oyg — A (gg a 
Az WR) Ugg — 4 


ist. Zu den drei Wurzeln dieser Gleichung gehören drei Lösungs- 
systeme &:y:2 der Gleichungen (30), und jedem Lösungssystem 
entspricht eine Hauptachse. Die drei Hauptachsen, die man so findet, 
sind zueinander normal und immer reell, indem auch die drei 
Wurzeln «, ß, » der Gleichung dritten Grades immer reell ausfallen. 


1) Sie stammt gleichfalls von Cauchy, Exereices de mathematiques, Vol. 3, 
1828, p. 237. 
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Wenn wir nun ein neues Koordinatensystem auf diese Haupt- 
achsen beziehen, so werden die Gleichungen der Deformation einfach: 


(32) una v>-ßy w—=yz, 
also wird die Gleichung der Deformationsfläche: 
(33) ua ++, 
und die Gleichungen der Verschiebungsellipsoide lauten: 


(34) et tree, 
Die Hauptachsen der Deformation sind also auch die Hauptachsen 
dieser Flächen. 
Die Größen «, ß, y nennen wir die Parameter der Deformation. 
Die symmetrischen Funktionen dieser Parameter: 


d9=a+ß+ry s=Prtyaereß, A=aßy 
heißen die Invarianten der Deformation.!) Sie sind die Koeffizienten 
in der Gleichung dritten Grades: 


(31a) 2-02? +93—-1=(, 


deren Wurzeln «, ß,y sind. Vergleichen wir diese Gleichung 
mit der früher gegebenen (31), mit der sie identisch sein muß, 
so ergibt sich: | 


o=a+ß+rYr=At tt Ay 
e=fßytYya+aß— Appl; + Ay; + Ayla — Az — Ay, — Ahp, 
Qi Se ds 
A=uaßy=|Ayı Ga (ss |" 
Ay gg sg 


Es sind nun noch die besonderen Fälle durchzusprechen, die bei 
den reinen Deformationen auftreten können. 

Wenn zwei Wurzeln der Gleichung dritten Grades, etwa « und ß, 
einander gleich werden, dann sind zwei der Hauptachsen insofern 
unbestimmt, als sie nur einer bestimmten Ebene, die zu der dritten 
Hauptachse normal ist, angehören müssen. In diesem Falle werden 
die Deformationsfläche und die, Verschiebungsellipsoide Rotations- 
flächen, und da jetzt: 

U:V—=E:Y 
wird, bleibt jeder Punkt in der Ebene, die ihn mit der Rotations- 
achse der Flächen, nämlich der z-Achse, verbindet. | 


Wird &=ß=y, so gelangen wir zu einer Deformation, bei 
welcher alle Punkte sich in der Linie verschieben, die sie mit dem 





1) Vgl. Rankine, Philos. Transactions, Vol. 146, 1856, p. 261. 
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Mittelpunkt verbindet, und zwar um eine Strecke, die ihrem Abstande 
von dem Mittelpunkte proportional ist. Wir bezeichnen eine solche 
Deformation als eine radiale Deformation. 

Wenn d= (0 wird, so ist zu beachten, daß nach Gleichung (14), 


die ın der neuen keradhinan lautet: 
= 4,4 Gy + 05, 


das neu eingeführte d mit dem früher zur Bezeichnung der Volum- 
dilatation gebrauchten identisch ist. Wird also öd = 0, so ändern bei 
der Deformation die Raumteile wohl ihre Gestalt, aber nicht ihren 
Rauminhalt. Wir wollen eine solche Deformation deshalb als eine 
raumgleiche Deformation bezeichnen. Da jetzt: 


e+ß+yY=0 
ist, können wir setzen: 
e=b—-c, P=c-a, y=a-b, 
wobei von den drei Größen a, b, c eine beliebig bleibt. So erhalten 


wir aber gleichzeitig eine Zusammensetzung dieser Deformation aus 
drei spezielleren, nämlich den in der folgenden Form darstellbaren: 


u —(, en ER RER, 
weine, w=—bz;, 
WC, %—=cy, a), 


Für die aus diesen dreien zusammengesetzte Deformation werden 
die Verschiebungskomponenten: 


ven rt ve ta trY, w=-wtrwtw,;, 
und so ergibt sich wirklich: 
u=(b—-c)a, v=(c—-a)y, w=(a—b)2. 


Die speziellen Deformationen, auf welche wir die allgemeine 
raumgleiche Deformation zurückgeführt haben, bezeichnen wir als 
Doppelscherungen.!) Wir wollen sie an der Hand der Gleichungen: 


uw), u=—ay w=4a2 


kurz diskutieren. Es ist zunächst sofort zu sehen, daß diese Doppel- 
scherung wieder eine raumgleiche Deformation darstellt. Sie ist 
dadurch ausgezeichnet, daß die Verschiebungsrichtung aller Punkte 
senkrecht zur «-Achse ist und die Punkte dieser Achse unverrückt 
bleiben. Es ist also nach unserer Ausdrucksweise eine axiale raum- 
gleiche Deformation. Diese Deformation läßt sich nun leicht auf 
zwei Scherungen zurückführen. Zu dem Zwecke drehen wir das 


1) Vgl. Helmholtz’ Vorlesungen, 2. Band, 1902, Erster Teil. 
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Koordinatensystem um die «-Achse durch 45° herum. Dann werden 
die neuen Punktkoordinaten: 

a u Ei 

ee Haren 


und die neuen Verschiebungskomponenten: 








VAR 


vw v. —W 
W"=u, u — Mer I: 1 je 


V2 v2 


Somit erhalten wir gemäß den obenstehenden Deformationsgleichungen: 





„=0, V!=-arf, wW=-—ay. 


Die so dargestellte Deformation können wir aber sofort zerlegen in 
die zwei Deformationen, deren Gleichungen lauten: 


vARE I ! Le 
u vyv=-a, w=(, 


0, use ee a. 


Dies sind in der Tat einfache Scherungen. Die Zentralebene ist 
im einen Falle die xy-Ebene, im anderen Falle die &2-Ebene. Im 
ersten Falle sind die Verschiebungen der Punkte parallel der y- Achse, 
im zweiten Falle der 2-Achse. Es sind also die Zentralebenen und 
die Verschiebungsrichtungen der beiden Scherungen senkrecht auf- 
einander, und unter dieser doppelten Bedingung setzen sie sich zu 
einer Doppelscherung zusammen, wenn außerdem die Größe der Ver- 
schiebung in Punkten, die gleich weit von der jeweiligen Zentral- 
ebene entfernt sind, dieselbe wird. Von drei Doppelscherungen 
können wir sagen, sie bilden ein Tripel, wenn die zugehörigen, zu- 
einander normalen Zentralebenen zu zweien zusammenfallen, so daß sie 
jedesmal aus zweien von drei zueinander senkrechten Ebenen bestehen. 
Dann ergibt sich einfach: Eine allgemeine raumgleiche Deformation 
ist mit einem Tripel von Doppelscherungen identisch. 

Es ist sehr leicht zu sehen, daß irgend eine reine Deformation 
einer raumgleichen Deformation zusammen mit einer radialen Defor- 
mation äquivalent ist. Man kann sie also auch aus einem Tripel von 
Doppelscherungen, verbunden mit einer radialen Deformation, zu- 
sammensetzen. — 

Wenn 1=0 wird, ist die Gleichung (31) erfüllt für 2=0, 
eine Wurzel, sagen wir y, wird also Null, und die Gleichungen (32) 
werden: 


(32a) v0, v=ßy, vw, 


während die Deformations- und Verschiebungsflächen Zylinder werden. 
Die Verschiebungen aller Punkte sind dann senkrecht zur z- Achse 
gerichtet, und die Punkte dieser letzteren selbst bleiben unverrückt. 
Wir haben eine axiale Deformation vor uns, deren Mittelachse die 
2-Achse ist. | | 
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Wenn die Determinante / mit ihren Unterdeterminanten ver- 
schwindet, so werden zwei Wurzeln der Gleichung dritten Grades 
Null, wir können setzen: 

(32b) We) 
und erhalten eine einfache Dehnung, die wir als Pressung oder 
Streckung unterscheiden können, je nachdem & <0O oder « > 0 ist. 

Die Gleichungen (32) zeigen nun aber, daß die allgemeinste 
reine Deformation sich aus drei solchen Dehnungen zusammensetzen 
läßt, deren Richtungen zueinander normal, nämlich durch die Haupt- 
achsen gegeben sind.) Je nach den Vorzeichen von «, ß, y sind 
diese Dehnungen Pressungen oder Streckungen, und hierauf läßt sich 
eine Klassifikation der reinen Deformationen begründen, bei der vier 
Arten von solchen zu unterscheiden sind, je nachdem in ihnen drei, 
zwei, eine oder keine Streckung enthalten. | 

Wir wollen nun die reine Deformation mit einer Drehung um 
ihren Mittelpunkt kombinieren und erhalten so jedesmal eine unreine 
Deformation mit demselben Zentrum. Die Drehung denken wir uns 
gegeben durch ihre Komponenten p, q, r und wollen sie illustrieren 
durch einen Punkt, dem wir die Koordinaten p, q, r geben und den 
wir als den Drehungspol bezeichnen. Er liegt jedesmal auf der 
Drehachse und sein Abstand vom Zentrum mißt die Dreh- 
geschwindigkeit. Die Koordinatenachsen denken wir uns in die 
Hauptachsen der reinen Deformation gelegt, dann wird die Darstellung 
der aus ihr und der Drehung zusammengesetzten Deformation: 


| u= 0° —Ty+ (3, 
DIN DUTY DZ, 
ee 
Auch diese allgemeine Deformation besitzt drei Hauptachsen in 


dem Sinne, daß die Punkte derselben sich bei der Deformation in 
ihnen verschieben. Nehmen wir nämlich: 


(85) 


(36)  wm=Ähka, hy, w=kaz, 
so werden die Gleichungen (35): 

(e—k)e—ry+qg2=d, 

(37) ra + (P-ky—p2=0, 

-gq2+py+Y-kre—V0. 


Daraus entsteht durch Elimination von x, y, 2 wieder zunächst 
eine Gleichung dritten Grades, jetzt für %, die wir ausgerechnet 
schreiben können: 








1) Vgl. Stokes, Trans. of the Cambr. Philos. Soc. 8, 1848, p. 287, Papers I 
p. 75, Helmholtz, Journ. f. Math. 55, 1858, p. 25, Wiss. Abhdlgn. I, p. 101. 
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38) («e-kp+ B-Ma’+Y-Mr+(e—k)B-Ky-k)—=0, 
und den drei Wurzeln dieser Gleichung entsprechen drei Hauptachsen 
der Deformation. Diese Hauptachsen sind aber nicht mehr zueinander 
senkrecht, ja nicht einmal notwendigerweise alle reell. 

Wir denken uns jedesmal durch den Drehungspol, der zu der 
Deformation gehört, die Parallelen zu den Hauptachsen derselben 
gezogen. Nimmt man nun irgendeinen Punkt auf einer dieser 
Parallelen als neuen Drehungspol, so werden die Koordinaten des- 
selben von der Form: 


p=p+ez, gq=q+ey, =r+o2, 


wenn &,9y,2 ein Lösungssystem der Gleichungen (37) bezeichnen. 
Setzt man in den Gleichungen (37) aber p', q’, r!' für p, q,r ein, so 
bleiben sie völlig ungeändert, da ja ry— qz=ry— qz2 wird usw. 
Es kann deshalb auch in (38) p', q, r' für p, q, r gesetzt werden, 
ohne daß die Wurzel %, welche das Lösungssystem x, y, 2 der 
Gleichungen (37) liefert, sich ändert. Es liegt also die Parallele auf 
der Regelfläche zweiten Grades, die durch die Gleichung (38) dar- 
gestellt wird, wenn man in derselben dem % den bestimmten Wert 
gibt und p,q,r als Punktkoordinaten auffaßt. Die Gleichung ist 
dann aber dieselbe wie die der „Achsenflächen“, die wir im 14. Kapitel 
behandelt haben. Wir. finden also die dort untersuchte Achsen- 
kongruenz wieder, ihre Strahlen sind jetzt die Parallelen, die wir 
durch einen Drehungspol zu den Hauptachsen der zugehörigen 
Deformation ziehen. Die Achsenkongruenz liefert so das Mittel, 
wenn die Drehung durch den Drehungspol gegeben ist, die Haupt- 
achsen der zugehörigen Deformation zu finden.!) 


Siebzehntes Kapitel. 
Die Reyeschen Strahlenkomplexe. 


Mit jeder Deformation ist ein Strahlenkomplex aufs engste ver- 
bunden. Es ist der Komplex der Linien, in denen sich die Punkte 
des Raumes bei der Deformation verschieben. Sind u-r, v-r, w-r 
die Veränderungen, welche die Koordinaten x, y, z eines Punktes bei 
der Deformation erleiden, so hat ein beliebiger Punkt auf der Ver- 
schiebungslinie dieses Punktes die Koordinaten: 

"=acH+oun, Y-y+o, !=z+ow, 





1) Dieser interessante Zusammenhang ist aufgedeckt worden von Joly, 
Trans. of the Irish Acad. Vol. 25, p. 597. 
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wenn o einen veränderlichen Parameter bezeichnet. Wir nehmen 
nun an, die Hauptachsen der Deformation seien reell und wollen auf 
diese Hauptachsen schiefwinklige Koordinaten beziehen, die wir mit 
X, %, % bezeichnen. Entsprechend nennen wir u,T, %r, u,t die 
Komponenten der Verschiebung des Punktes (x,,%,,%,) nach den 
Hauptachsen. Dann läßt sich die Deformation in der folgenden ein- 
fachen Weise darstellen: 


(1) U = hy, Ug— Aglig,  Ug — Aydiz, 
und die Koordinaten eines beliebigen Punktes auf der Verschiebungs- 
linie dieses Punktes werden von der Form: 


hen in na RAMER 
A ı = tu, on = Mt 0U, L=%H+ OU, 
oder: 


2) =(toA)a, W-(lrol), 23 = (l+04,)2,. 

Die Ebenen, welche die Hauptachsen der Deformation paarweise 
verbinden und jetzt die Koordinatenebenen bilden, wollen wir als die 
Hauptebenen bezeichnen. Wir suchen nunmehr die Schnittpunkte 
des durch die Gleichungen (2) festgelegten Komplexstrahles mit den 
Hauptebenen. Jeder Punkt des Komplexstrahles gehört zu einem 
bestimmten Werte des veränderlichen Parameters o. Für die Schnitt- 
punkte des Strahles mit den Hauptebenen muß aber eine der 
Koordinaten verschwinden, und danach sind die zugehörigen Werte 
des Parameters sofort zu bestimmen. Es sind die folgenden: 

(3) 1-7 u a 

Bezeichnen wir die Entfernungen dieser Schnittpunkte von dem 
Pole des Komplexstrahles, d. h. von dem Punkte, dessen Verschiebungs- 
linie er darstellt, der Reihe nach mit »,, r,, r,, dann wird: 


(4) 11501003 ra 02 100 443,72: Def; 
wenn wir die Größe der Verschiebung, die der Pol erfährt, r,r 
nennen. In der Tat folgt aus den allgemeinen Gleichungen: 
1 mo My —Ol, L — = ON, 


daß die Komponenten des Abstandes der beiden Punkte (x,, %,, %;) 
und (%,,%,%,) nach den Hauptachsen das o/r-fache von den Kom- 
ponenten u,T, UT, U,r der Verschiebung des Poles sind. Aus den 
Gleichungen (4) folgt aber: 

IE NT rk 2! 

Pal 431 1.08: 08 





oder, wenn wir die Werte der o aus (3) einsetzen: 


VENEN, 
(8) | 1,—T, HT, FRE 
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Das Abstandsverhältnis der Schnittpunkte mit den 
drei Hauptebenen ist also für jeden Komplexstrahl dasselbe, 
und wir können einfach sagen, der Komplex wird gebildet von 
allen Strahlen, für die das Abstandsverhältnis der Schnitt- 
punkte mit den drei Hauptebenen den gefundenen kon- 
stanten Wert hat. Einen solchen Komplex bezeichnen wir als 
einen Reyeschen Komplex, weil er zuerst von Reye allgemein 
untersucht worden ist.!) 

Nehmen wir in den Gleichungen (2) z,—=0, so wird auch für 
jeden Wert von o x, =0. Ein Komplexstrahl, dessen Pol in einer 
Hauptebene liegt, gehört ganz dieser Hauptebene an, und so sind 
alle Linien in den Hauptebenen Strahlen des Komplexes, denn z. B. 
kann durch die Gleichungen: 


(6) a = (l+04)2, % = (1+0%)%, 


jede gerade Linie der dritten Hauptebene dargestellt werden. Die 
Gleichung der Linie kann nämlich zunächst in der Form angenommen 
werden: 


(6a) 5, + 1, 


und definieren wir dann &,, &, durch die Gleichungen: 


(6b) EB lade he 


= ea a7 9, 
,—h u —hı % 








so gelangen wir zu derselben Gleichung, die aus den Gleichungen (6) 
durch Elimination von o folgt. 

Zu dem Zentrum der Deformation, d.h. dem Schnittpunkte der 
drei Hauptebenen, gehört kein bestimmter Komplexstrahl, vielmehr 
sind diesem Punkte alle Strahlen, die durch ihn gehen, zuzuweisen, 
so daß alle Strahlen durch das Zentrum zu dem Reyeschen Komplex 
zu zählen sind. Nimmt man nämlich z,, %,, &, sehr klein, o dagegen 
sehr groß, so ist 1 gegen oA, usw. zu vernachlässigen, und wir 
können schreiben: 


LM 2, — 1,(0%,) : Ag(0&g) : Az (023), 


wenn wir annehmen, daß beim Übergang zur Grenze o%x,, 0%, 0%; 
irgendwelche endlichen Werte annehmen. Durch die vorstehende 
Proportion wird so aber irgendein Strahl durch den Koordinaten- 
ursprung, d.h. das Zentrum, dargestellt. 

Rückt der Pol ins Unendliche, werden also die Koordinaten 
%, %, %, in den Gleichungen (2) unendlich groß, so werden auch 
die Koordinaten x,', 3, x, unendlich groß, d.h. es rückt der ganze 
Komplexstrahl in unendliche Entfernung. Wenn aber nur eine der 





1) Geometrie der Lage, zweite Abteilung. Erste Auflage Hannover 1868. 
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Koordinaten &,, %, %;, etwa z,, unendlich wird, die anderen dagegen 
irgendwelche endlichen Werte annehmen, dann mache man (1-+ 04,) 
so klein, daß x, auch beim Übergang zur Grenze endlich 
bleibt. Es wird dabei, je mehr man sich der Grenze nähert, mit 


= “ 1 : 
um so größerer Annäherung ge = — ,- und damit: 
3 
1 | 2 
(4) (+) 
3 3 


während der Wert von x;' unbestimmt bleibt. Durch diese Gleichungen 
wird irgendein Parallelstrahl zur dritten Hauptachse dargestellt, und 
man kann demnach sagen: Rückt der Pol nach der Richtung einer 
Hauptachse in unendliche Entfernung, so wird der zugehörige 
Komplexstrahl irgendein Parallelstrahl zu der betreffenden Haupt- 
achse und es gehören demnach alle Parallellinien zu den Hauptachsen 
dem Reyeschen Komplexe an. 

Wir fragen nun nach den Komplexstrahlen, die durch einen 
beliebig gegebenen Punkt P’ gehen. Sind z,', z,', x,' die Koordinaten 
dieses Punktes, so müssen nach den Gleichungen (2) die Koordinaten 
X, X, X für den Pol eines durch den Punkt P' gehenden Komplex- 
strahles den Gleichungen genügen: 


(7) I ea ge Ks n 
wobei oe unbestimmt bleibt. Alle Punkte, deren Koordinaten von 
dieser Form sind, erfüllen aber eine Raumkurve dritter Ordnung, 
denn durch Einsetzen der vorstehenden Werte in die Gleichung einer 
Ebene: | 

UXy + U + Ur, = 1 


ergibt sich eine Gleichung dritten Grades für o, also liegen drei 
Punkte der Kurve in der Ebene. Wenn o einen der drei Werte: 


A 


1 1 
(8) GER ey - 


annimmt, wird für den zugehörigen Kurvenpunkt eine seiner Ko- 
ordinaten unendlich groß, die Kurve besitzt also drei reelle unendlich- 
ferne Punkte in den Richtungen der Hauptachsen, und man bezeichnet 
sie deshalb als eine Raumhyperbel!) Für o=0 wird  =&, 
X, = %y, %, = %;', die Raumhyperbel geht also durch den angenommenen 
festen Punkt hindurch. Für oe=x wird u =0,,=0, , =(0, die 
Raumhyperbel geht mithin auch stets durch das Zentrum hindurch. 


1) So nennt sie Reye in der neuesten Auflage seiner Geometrie der Lage 
nach dem Vorgange von Seydewitz, der „räumliche Hyperbel‘“ sagt. 
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Projizieren wir die Raumkurve aus dem Punkte P’, so ist der 
projizierende Kegel der Komplexkegel des Punktes, nämlich der 
Kegel, den die durch den Punkt P’ gehenden Komplexstrahlen er- 
füllen. Die Gleichung dieses Kegels muß homogen und vom zweiten 
Grade in den Koordinatendifferenzen: 


! ! ! 
a a ne a 
sein. Wir erhalten aus den Gleichungen (7) zunächst: 


1,0 

! 1 ! ! 2 

We A re N I re ee Ko 7% = x 
1 1 1,0 1? 2 2 1 1,0 27 3 3 1 | 1,0 3 





I 
und daraus: 


er 1 1 
—1-+-: 
h, 


! 
%—% 











1 ee | 1% Bi 1 
: er ee 
0 Kg % 0 X %s 


Multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit: 


EER EN REG 
I re a: 


und addieren sie, so wird: 


U 1 2. 3 | 
(9) R a'— 2% ae vr ) X," — ar IE ) Ehe 0 
die Gleichung des gesuchten Komplexkegels. Dieselbe zeigt auf ihrer 
linken Seite, wenn man sie mit A, A, A, (#1 — 2%) (&' — %,) (&3' — &;) 
erweitert, eine homogene quadratische Funktion der Koordinaten- 
differenzen. Wir erhalten dann: 


(9a), Ali As) (& — Ze) (&g — Es) 4 Ag(ig — A)&e (u) (0 u) 
®x h;(h, — Ay)2y (MM) (a 2) = 0. 


Diese Gleichungsform läßt sofort erkennen, daß, wenn eines der 
x', etwa z,', verschwindet, der Komplexkegel in zwei Ebenen zerfällt, 
Die eine dieser Ebenen hat die Gleichung x, — 2,=0 oder u, =(, 
sie ist also die Hauptebene, in welcher der Punkt P' jetzt liegt. 
Die andere Ebene hat die Gleichung; 


(ig — Az) (de —) + Al A) u) 0, 


ist also der dritten Hauptachse parallel, und in ihr liegt wie in der 
Hauptebene ein Büschel von Komplexstrahlen, die durch P’ gehen, 

Jede gerade Linie geht durch die Deformation wieder in eine 
gerade Linie über. Es ist leicht zu sehen, daß, wenn die neue Linie 
die alte schneidet, beide zu dem Reyeschen Komplex der Verschiebungs- 
linien gehören müssen. Denn der Schnittpunkt S beider Linien muß 
als Punkt der ersten Linie in einen Punkt 8’ der zweiten Linie 
übergehen, diese ist also die Verschiebungslinie des Schnittpunktes. 
Als Punkt der zweiten Linie aber geht der Schnittpunkt $ aus einem 


BEN 
h, 
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Punkte 8, der ersten Linie hervor und diese Linie ist somit die 
Verschiebungslinie des Punktes S,. Zwischen den Punkten der beiden 
geraden Linien wird durch die Deformation eine wechselweise ein- 
deutige Beziehung hergestellt, indem jedem Punkte der ersten Linie 
der Punkt der zweiten Linie zugewiesen wird, in den jener durch 
die Deformation übergeht. Diese Beziehung ist derart, daß das 
Abstandsverhältnis von irgend drei Punkten gleich dem Abstands- 
verhältnis der drei entsprechenden Punkte wird. In der Tat, sind 
%, %g, &, und %, %s, Y, die Koordinaten irgend zweier Punkte, so 
werden die Koordinaten des Punktes auf ihrer Verbindungslinie, für 
welchen das Abstandsverhältnis von den beiden ersten Punkten 
gleich u ist: 





Tu, DE EU, % HUY, 
1+u 1+u 1+u 
Diese drei Punkte gehen durch die Deformation über in drei Punkte 
mit den Koordinaten: 
tar), (It Am), (14 Apr); 
A+Amd)y, (+ Army, (14 Asr)ys; 

A+rıT)2, +eil+ın)Y A+Mr)%, k sah A+Ar)0, +u(l+4,7)%; 

1+% it ee! 
und das Abstandsverhältnis des dritten dieser Punkte von den beiden 
ersten ist wieder u. Sind aber zwei gerade Punktreihen in einer 
Ebene derart eindeutig aufeinander bezogen, daß das Abstands- 
verhältnis dreier Punkte in der einen gleich dem Abstandsverhältnis 
der drei entsprechenden Punkte in der anderen Punktreihe wird, so 
umhüllen die Verbindungslinien entsprechender Punkte eine Parabel. 
Diese Verbindungslinien sind hier die Verschiebungslinien der Punkte 
auf der ersten Geraden und gehören somit zu dem HReyeschen 
Komplex. So finden wir: Die Verschiebungslinien der Punkte 
eines Komplexstrahles liegen in einer Ebene und umhüllen 
eine Parabel!) Wir denken uns den ersten Komplexstrahl durch 
die Koordinaten x,, %,, %, seines Poles festgelegt, dann werden die 
Koordinaten eines beliebigen Punktes auf ihm: 


(1+o4)2, (1 1 OAg)%, (1+ 04,)%;, 


und wenn dieser Punkt wieder als der Pol eines Komplexstrahles 
angesehen wird, so hat ein beliebiger Punkt auf dem letzteren 
Koordinaten von folgender Form: 


„=1l+(e+0)y too A’, 
»={1+(0+0)%+ 004°), 
23 ={1+(e+0)%, + 00'4,°)2,. 
1) Chasles, Journ. de Math. (1) 4, 1839, p. 350. 
Timerding, Geometrie der Kräfte, 17 
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Multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit 


1 kocht Ach 1 


= — Be Fe 


h, %, ho Xg hy Is 
und addieren sie, so heben sich e und o' heraus und wir erhalten 
die Gleichung: 
a Bra ln Ar ne la Er 
h, a A, 2 A, Ts Ay hg hy 
oder: 
2 2 2; 
(10) Ay; (Ay 1 15) EE + Agd, (A, — A) FE + Aydy (A, — h,) &, 


er (As 305 A,) (Rz vun A,) (A, Er A,) —(. 


In der durch diese Gleichung für 2,, 2, 2, dargestellten Ebene 
liegen alle Komplexstrahlen, die wir so finden. Es ist leicht zu 
sehen, daß jede Ebenengleichung sich auf diese Form bringen läßt. 
Also sind die Komplexstrahlen, die in einer beliebigen 
Ebene liegen, die Verschiebungslinien der Punkte eines 
besonderen in dieser Ebene enthaltenen Komplexstrahles 
und umhüllen eine Parabel. Diese Parabel muß die drei Haupt- 
ebenen berühren, da die Schnittlinien ihrer Ebene mit den Haupt- 
ebenen wie alle geraden Linien in den Hauptebenen zu dem Reyeschen 
Komplex gehören. 

Läßt man den Pol sich auf einem Strahl durch das Zentrum 
bewegen, so verschiebt sich der zugehörige Komplexstrahl so, daß er 
seine Richtung nicht ändert. In der Tat sind die Verrückungen, 
welche die Punkte eines Strahles durch das Zentrum erfahren, alle 
parallel gerichtet. Denn wenn man in den Gleichungen (1) &,, %, %; 
durch _2%,, 0%,, 0%, ersetzt, so gehen auch “,, u, uU, über in oW, 
O4,, QU,, und die Verhältnisse u, :u,:u,, welche die Richtung der 
Verschiebung bestimmen, bleiben ungeändert. Jedem Strahle s durch 
das Zentrum ist so eine Ebene 6 zugeordnet, in der die Verschiebungs- 
linien seiner Punkte liegen. Sind x, %, & die Koordinaten eines 
Punktes des Strahles s, so muß die Ebene o ebenfalls den Punkt 
mit den Koordinaten «,', &, &, [vgl. (2)] enthalten, der auf der 
Verschiebungslinie jenes Punktes liegt. Die Gleichung der Ebene 
lautet sonach in laufenden Koordinaten 2,, 25, 23: 


Se LE ER NER 
(Aa — 4;) 2, + (A —A,) %, + (A) —2,) x, 


Anderseits läßt sich die Gleichung einer jeden Ebene durch das 
Zentrum auf diese Form bringen. Eine jede solche Ebene enthält 
demnach ein Büschel paralleler Komplexstrahlen, außerdem aber noch 
ein zentrisches Büschel von Komplexstrahlen, denn alle Strahlen der 
Ebene, die durch das Zentrum gehen, gehören dem Komplex an. 
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In einer Ebene, die einer Hauptachse parallel ist, liegt, wie wir 
bereits gefunden haben, ein Büschel von Komplexstrahlen, dessen 
Scheitel einer Hauptebene angehört, außerdem aber gehören alle 
zu jener Hauptachse parallelen Linien, die die Ebene enthält, dem 
Reyeschen Komplex an, und diese zueinander parallelen Linien bilden 
somit ein zweites Büschel von Komplexstrahlen, die in der Ebene 
liegen. Die Pole der parallelen Komplexstrahlen liegen alle in un- 
endlicher Entfernung, die Pole der Strahlen des zentrischen Büschels 
aber liegen auf einer Parallelen zu der Hauptachse, der die Ebene 
selbst parallel ist. Man erkennt dies sofort, wenn man aus zweien 
der Gleichungen (2), etwa den beiden ersten, oe eliminiert. Dann 
entsteht die Gleichung: 


' Fat«, 
AgKaKy — AR, = (A, Ze A)2, 2a, 


in der wir &,', x,’ als laufende Koordinaten anzusehen haben. In der 
so dargestellten Ebene liegt der Komplexstrahl, wie auch die dritte 
Koordinate x, seines Poles gewählt wird. In dieser Parallelebene 
zur dritten Hauptachse muß sich also der Komplexstrahl bewegen, 
wenn sein Pol eine Parallellinie zu dieser Hauptachse durchläuft. 
Wir nehmen jetzt insbesondere an, die Deformation, für die wir 
den Komplex der Verschiebungslinien untersuchen, sei eine reine 
Deformation. Dann sind die Hauptebenen zueinander normal, im 
übrigen bleiben alle Sätze, die im vorstehenden für den allgemeinen 
Fall entwickelt sind, unverändert bestehen. Wir wollen aber noch 
die Beziehungen untersuchen, in denen der jetzt entstehende Reyesche 
Komplex zu der Deformationsfläche steht. Wir hatten in diesem 
Falle die Gleichungen der Deformation, bezogen auf die nunmehr 
zueinander rechtwinkligen Hauptachsen, in folgender Form angesetzt: 


(11) = Rn = ya, 
die Gleichung der Deformationsfläche wird so: 

(12) | oe + ßyryml. 

Wir wollen für die Verschiebungslinien gewöhnliche Linien- 

koordinaten 2,4, 3, !, m, n einführen. Dann haben wir zu setzen: 

(13) es; ung 10 ==ar: By. y2, 
und weiter: 

(138) I:m:n=y3 - 24:20 - 23:24 — yX 

= (P -Pya:(e—y)2@:(P— a)aY. 

Damit wird: 

(14) le:mynz = ep —P):Ple—y):y(Pß— e), 


tız 
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und diese Proportion, aus der die von den Linienkoordinaten zu 
erfüllende Identität: 
kK+my+n=0,: 


sofort folgt, können wir als die Darstellung des Reyeschen Komplexes 
auffassen. 

Anderseits erhalten wir für einen Komplexstrahl die den Glei- 
chungen (2) entsprechende Parameterdarstellung: 


(15) @«=(l+ee%, y-(l+oß)y !=(l-+ey)z, 


indem wir mit x, 9, 2 die Koordinaten des Poles und mit «, y', z' 
laufende Koordinaten bezeichnen. Diese Formeln gestatten aber bei 
Heranziehung der Deformationsfläche eine einfache Deutung. Suchen 
wir nämlich von dem Pole die Polarebene bezüglich der Deformations- 
fläche, so erhalten wir für dieselbe die Gleichung: 


au, + Pyy + Ye], 


wenn wir die laufenden Koordinaten mit &,, y,, 2, bezeichnen. Denken 
wir uns diese Ebenengleichung auf die Normalform gebracht: 


cosAz, + cosuy, + cosv2, =P, 
so ergibt sich für die Richtungskosinus der Ebenennormalen: 
coA=uaX-p, cosu=PyYy-p, COSYv=Yy2-Y, 
damit aber werden die Gleichungen (15), wenn wir noch 
BR 
Be 
machen: 
(16) !=&xH+reos), Y=y+trcou, !=z-+rcos», 


und diese Ausdrücke zeigen sofort, daß wir die Verschiebungs- 
linie eines Punktes P bekommen, indem wir aus demselben 
auf seine Polarebene bezüglich der Deformationsfläche das 
Lot fällen. 

Suchen wir von der Verschiebungslinie die reziproke Polare 
bezüglich der Deformationsfläche, so muß dieselbe in der Polarebene 
des Punktes P liegen, sie kreuzt also die Verschiebungslinie von P 
unter rechtem Winkel. Wenn anderseits zwei reziproke Polaren 
der Deformationsfläche sich rechtwinklig kreuzen, so ge- 
hören sie dem Reyeschen Komplex der Verschiebungslinien 
an, denn legt man durch die eine von ihnen die Normalebene x zur 
anderen, so muß der Pol P dieser Ebene auf der letzteren Linie 
liegen (nach der allgemeinen Eigenschaft reziproker Polaren), diese 
Linie ist also das Lot, das man von dem Punkte P auf seine Polar- 
ebene x fällt, mithin die Verschiebungslinie dieses Punktes. 
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Daraus ist nun weiter zu sehen, daß der Reyesche Komplex 
aus den Hauptachsen aller ebenen Schnittkurven der 
Deformationsfläche besteht. Denn die reziproke Polare einer 
solchen Hauptachse muß durch den Pol der letzteren bezüglich der 
Schnittkurve, d. h. durch den unendlich fernen Punkt der anderen 
Hauptachse dieser Schnittkurve hindurchgehen, sie ist also der zweiten 
Hauptachse parallel und kreuzt die erste rechtwinklig, so daß diese, 
weil sie von ihrer reziproken Polaren rechtwinklig gekreuzt wird, in 
der Tat zu dem Reyeschen Komplex gehört. Dieser Komplex wird des- 
wegen von Reye der Achsenkomplex der Fläche zweiter Ordnung 
(in unserem Falle der Deformationsfläche) genannt. 

Zu dem Achsenkomplex gehören alle Normalen der 
Deformationsfläche. Wenn wir nämlich den Pol P auf der 
Deformationsfläche annehmen, so wird die Polarebene die Tangential- 
ebene der Fläche in diesem Punkte und die zugehörige Verschiebungs- 
linie die Normale der Tangentialebene in ihrem Berührungspunkte, 
also eine Normale der Fläche selbst. Alle Strahlen des Achsen- 
komplexes kann man erhalten, indem man die Fußpunkte 
zweier Flächennormalen, die in einer Ebene liegen, ver- 
bindet.!) Sucht man nämlich von dieser Verbindungslinie. die rezi- 
proke Polare bezüglich der Deformationsfläche, so ist diese Polare 
die Schnittlinie der Tangentialebenen in den Fußpunkten der beiden 
Normalen. Diese Schnittlinie steht aber senkrecht auf der 
Verbindungsebene der beiden Normalen und kreuzt somit die 
Verbindungslinie der Normalenfußpunkte, da diese in jener Verbindungs- 


‚ebene liegt, rechtwinklig. Die Verbindungslinie der Normalenfußpunkte 


gehört demnach, weil sie von ihrer reziproken Polaren rechtwinklig 
gekreuzt wird, dem Achsenkomplexe an. 

Man kann den Achsenkomplex endlich gewinnen, indem 
man auf jeder Ebene in dem Mittelpunkte ihrer Schnitt- 
kurve mit der Deformationsfläche das Lot errichtet. Alle 
diese Lote bilden den Komplex. Es ist nämlich die Polarebene 
des Mittelpunktes einer ebenen Schnittkurve der Ebene dieser Kurve 
parallel, denn dem Mittelpunkte sind alle unendlich fernen Punkte in 
der Ebene der Kurve konjugiert bezüglich der Fläche zweiter Ord- 
nung; durch diese sämtlichen Punkte muß also die Polarebene des 
Mittelpunktes hindurchgehen, d. h. sie ist der Ebene der Schnitt- 
kurve parallel. Die reziproke Polare des Lotes im Mittelpunkte 
muß aber in der gefundenen Parallelebene liegen. Da diese Ebene 
zu dem Lote selbst normal ist, wird dasselbe von seiner reziproken 
Polare unter rechtem Winkel gekreuzt und gehört somit zu dem 
Achsenkomplexe. | 

1) Waelsch, Sitzungsber. d. Wiener Akademie IIA, Bd. 95, 1887, p. 549. 


S. dazu ebenda Bd. 97, 1888, p. 583. 
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Durch eine Deformation ist wohl der zugehörige Achsenkomplex 
bestimmt, aber es ist nicht umgekehrt die Deformation völlig fest- 
gelegt, wenn der Achsenkomplex gegeben ist. Um die sämtlichen 
reinen Deformationen zu finden, die zu einem vorgelegten Achsen- 
komplex gehören, beachte man zuerst, daß alle diese Deformationen 
dieselben Hauptachsen haben müssen. Denn die Hauptebenen, welche 
diese Hauptachsen paarweise verbinden, sind singuläre Ebenen des 
Achsenkomplexes, indem alle geraden Linien dieser Ebenen zu dem 
Komplex gehören. Wir denken uns nun den Achsenkomplex durch 
die Deformation gegeben, deren Gleichungen lauten: 


(11) v=6oa, v—-ßy, W=Ya, 
dann müssen zunächst die Gleichungen jeder anderen Deformation, 


die denselben Achsenkomplex liefert, auf dasselbe Koordinatensystem 
bezogen, von der Form sein: 


(11a) Ua a un Day un ar 


Zufolge der Darstellung (14) des Achsenkomplexes muß aber die 
Proportion bestehen: 


«(y — B): Bla — Y):y(B — a) = a'(y' — B'):B' (a —yY'):y'(B'— «') 


oder: 


ee 


Gemäß dieser Proportion haben wir zu setzen: 








el re ae 
(17) A v2 Na RE 
wobei u und v willkürlich bleiben, und damit werden die Gleichungen 
der zweiten Deformation: 


(18) u I ß ! 7 


Tarp Try 
Die Gleichung der zugehörigen Deformationsfläche schreibt sich 
am einfachsten, wenn wir setzen: 





sen 


1 1 1 
(19) ee Beh ee Se 
sie Jautet dann: 


(20) 





a? y? 
ATI AT 
Lassen wir hierin A und u alle möglichen Werte annehmen, so 


erhalten wir ein Netz von doppelt unendlich vielen Flächen zweiter 
Ordnung, die alle denselben Achsenkomplex liefern und die Reye 
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deshalb als koaxiale Flächen bezeichnet. Gibt man u einen be- 

stimmten Wert, macht man etwa u= 1, so wird durch die Gleichung: 
m y? 2? 

eine Schar konfokaler Flächen dargestellt!), und der Achsen- 

komplex wird gebildet von den Normalen der Flächen dieser 

konfokalen Schar. 

Man erkennt auch aus der ursprünglichen Erzeugung des Achsen- 
komplexes sofort die Richtigkeit des folgenden Satzes: Die Pole einer 
beliebigen Ebene für alle Flächen der konfokalen Schar erfüllen eine 
zu der Ebene senkrechte Linie?), und alle Linien, die man für die 
verschiedenen Ebenen des Raumes so erhält, bilden den zu der kon- 
fokalen Flächenschar gehörigen Achsenkomplex. 

Werden nun in der Gleichung (20a) den Koordinaten x, y, 2 
bestimmte Werte erteilt, so wird sie vom dritten Grade für A, und 
denkt man sich die Werte, welche ihre linke Seite für die verschiedenen 
Werte von A annimmt, graphisch aufgetragen, so erkennt man 
leicht?), daß die Gleichung immer drei reelle Wurzeln hat, für die resp. 
1, 2 oder 3 der Ausdrücke A+4A, B+A, CO +% positiv ausfallen. 
Daraus ergibt sich, daß durch einen beliebigen Punkt des Raumes 
drei Flächen der konfokalen Schar gehen und zwar ein Ellipsoid, 
ein einschaliges und ein zweischaliges Hyperboloid. 

Führen wir jetzt durch die allgemeine Ebenengleichung: 


a DE 

homogene Ebenenkoordinaten &, n, &, O8 ein, so wird die in Punkt- 
koordinaten durch die Gleichung (20a) gegebene Fläche in diesen 
Ebenenkoordinaten dargestellt durch die Gleichung: 

21) A+Yy)&+lBrNy+ ler) 6, 
oder nach A geordnet: 

(21a) (AB BAHOER - MIELE HN-0. 

Man sieht also, daß die Tangentialgleichung einer beliebigen 


Fiäche der konfokalen Schar durch lineare Kombination aus den 
beiden Gleichungen: 


AR + BR + CE 0-0, E+P+E=0 
hervorgeht. 





1) Vgl. Dupin, Developpements de geometrie, 1813, p. 269, Binet, Journ. 
de l’Ecole polyt., Cah. 16, 1813, p. 59. 

2) Dieser Satz ist von Chasles, Apercu historique sur le developpement 
des me&thodes en geometrie, 1837, p. 387, aufgestellt worden. 

3) Vgl. z.B. Kirchhoff, Mechanik, p. 201f. 
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Wir wollen nun die Tangentialkegel zu bestimmen suchen, die 
von einem beliebigen Punkte P, mit den Koordinaten &,, Y%, 2, an 
die konfokalen Flächen gehen. Dann hat man der Gleichung (21) 
oder (21a) die Gleichung: 


Er +nY% +82 = 9 


hinzuzufügen, welche ausdrückt, daß die Tangentialebene der Fläche 
durch: den angenommenen Punkt P, hindurchgeht. Eliminiert man 
mit Hilfe dieser Gleichung aus (21a) das 0, so erhält man: 


22) (AR +BP+C$— (54 Yon taste. 


Hierbei sind &, n, & den Richtungskosinus der Normalen auf der 
zugehörigen Ebene proportional und lassen sich auffassen als Ko- 
ordinaten der Ebene innerhalb des Bündels mit dem Scheitel P,. 
Wenn wir uns nun das Koordinatenkreuz irgendwie gedreht denken, 
so gehen &, n, & in neue Werte &', „', &' über, die homogene lineare 
Funktionen von den alten Werten sind und die identische Beziehung: 


(23) EN t&=gtr rg? 


befriedigen. Ferner können wir uns das neue Koordinatenkreuz und 
bestimmte Größen A’, B', C' so gewählt denken, daß: 


24) AP+ BP +OP—aE+ yn+ a? A + Br + ltd” 


wird. Dann wird die Schar der Tangentialkegel aus dem Punkte P, 
durch die neue Gleichung dargestellt: 
(25) (A+NE?’+(B +7?’ +(O +8?’ —d. 

Die Ebenen, welche senkrecht zu den neuen Koordinatenachsen 
durch den Punkt P, gelegt werden, sind, wie man aus der Form 
dieser Gleichung sofort sieht, die gemeinsamen Symmetrieebenen der 
Tangentialkegel. Die nähere Bedeutung. dieser Ebenen erhellt 
folgendermaßen. 

Durch geeignete Wahl von A kann man einen der Koeffizienten 


in der vorstehenden Gleichung gleich Null machen, z. B. reduziert 
sich für A= — B' die Gleichung auf: 


(26) (A — BYE? (B' ONE ®=0. 


Diese Gleichung läßt sich aber in zwei Linearfaktoren zerfällen 
und stellt: somit einen ausgearteten Kegel, nämlich ein Paar von 
Ebenenbüscheln, dar, deren Achsen sich in P, schneiden. Diese 
Achsen brauchen aber nicht reell zu sein, denn die Gleichung ist nur 
dann in reelle Linearfaktoren zerfällbar, wenn A’— 0’ und B'’—-(' 
gleiche Vorzeichen haben. Immer reell aber ist die Verbindungsebene 
der beiden Büschelachsen. Dieselbe wird durch 8'=0, &'=0 ge- 
geben, denn für diese Werte von &', &' verschwinden die beiden 
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Linearfaktoren der Gleichung. Diese Verbindungsebene ist sonach 
eine von den Symmetrieebenen der Tangentialkegel. Die beiden 
Büschelachsen, durch die unendlich viele Tangentialebenen einer der 
konfokalen Flächen gehen, müssen aber zwei Regelstrahlen dieser 
Fläche sein, und ihre Verbindungsebene muß eine Tangentialebene 
derselben Fläche sein und diese in dem Schnittpunkte der beiden 
Regelstrahlen, also in P,, berühren. Die drei Symmetrieebenen der 
Tangentialkegel bilden also die Tangentialebenen der drei durch den 
Punkt P, gehenden Flächen der konfokalen Schar, und da diese 
Tangentialebenen aufeinander senkrecht stehen, schneiden sich die 
drei konfokalen Flächen orthogonal. Die drei Linien, in denen sich 
die drei Ebenen paarweise durchschneiden, sind die Normalen der 
drei Flächen in dem Punkte P, und gehören somit zu dem Achsen- 
komplex. Gleichzeitig sind sie die gemeinsamen Hauptachsen der 
Tangentialkegel. Greifen wir nun aus der Schar der Tangentialkegel 
den Tangentialkegel der ursprünglichen Da en 
und beachten, daß, was für den einen Punkt P, gesagt wurde, für 
jeden Punkt des ng: gilt, so ergibt sich: 


Der Achsenkomplex wird gebildet von den Haupt- 
achsen der Tangentialkegel, die man aus den verschiedenen 
Punkten des Raumes an die Deformationsfläche legt. 


Nehmen wir an, die Gleichung (26) liefere das reelle Strahlen- 
paar, das auf dem durch den Punkt P, gehenden einschaligen Hyper- 
boloid der konfokalen Flächenschar liegt, so haben diese beiden 
Strahlen eine besondere Bedeutung für die durch die Gleichung (25) 
dargestellten Kegel. Sie sind nämlich die gemeinsamen Brenn- 
strahlen dieser Kegel!) und den Brennpunkten eines ebenen 
Kegelschnittes durchaus analog. Die Kegel heißen, weil sie die 
Brennstrahlen gemein haben, selbst konfokal und wir finden somit: 
Die Tangentialkegel, die von einem beliebigen Punkte an 
die konfokalen Flächen gehen, bilden eine Schar konfokaler 
Kegel. 

Denken wir uns von irgendeinem Punkte P, die Normalen auf 
die konfokalen Flächen gefällt, so bilden diese alle durch P, gehenden 
Komplexstrahlen und erfüllen den Komplexkegel dieses Punktes. 
Dieser Kegel ist ein gleichseitiger Kegel?), d.h. es liegen auf ihm 
drei zueinander senkrechte Strahlen und damit unendlich viele solche 
Strahlentripel. Unter diesen wird eines von den Normalen der drei 
durch den Punkt P, selbst hindurchgehenden Flächen gebildet, ein 
zweites erhält man, indem man durch P, die Parallelen zu den 
gemeinsamen Hauptachsen der konfokalen Flächen zieht. 








1) Man vgl. noch Jacobi, Journ. f. Math. 12 (1834) p. 137, Werke VII, p. 7. 
2) Vgl. Vogt, Journal f. Math., Bl 8611879) ,,p. 297. 
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Der gleichseitige Kegel wird überdeckt von unendlich vielen 
Raumhyperbeln, die den Ort der Pole aller durch den Punkt P, 
gehenden Komplexstrahlen für je eine der konfokalen Flächen 
bilden. Diese Kurven gehen alle durch den gemeinsamen Mittel- 
punkt der konfokalen Flächen hindurch und nähern sich mit ihren 
ins Unendliche verlaufenden Ästen asymptotisch den Richtungen der 
Hauptachsen. Außerdem gehen sie alle durch die Spitze P, des Kom- 
plexkegels hindurch und berühren hier jedesmal den Strahl des Kegels, 
der auf der Polarebene von P, für die betreffende Fläche der kon- 
fokalen Schar senkrecht steht. So aber ist die Raumkurve eindeutig 
festgelegt. Sie hat, vom algebraischen Standpunkte aus gesprochen, 
sechs Punkte mit der zugehörigen Fläche der konfokalen Schar 
gemein, und jeder dieser Punkte, der reell ist, ergibt mit P, ver- 
bunden eine Normale der Fläche, die durch den Punkt P, hindurch- 
geht. Auf diese Weise findet das Problem, die Normalen einer 
Fläche zweiter Ordnung zu finden, die durch einen gegebenen Punkt 
hindurchgehen, seine systematische Erledigung. 


Achtzehntes Kapitel. 


Astatik. 


Wir hatten früher gesehen, daß ein System paralleler Kräfte im 
allgemeinen einer Einzelkraft statisch äquivalent ist. Diese Einzel- 
kraft ist mit den parallelen Kräften gleichgerichtet und an Größe 
gleich der algebraischen Summe aller dieser Kräfte Für ihren An- 
griffspunkt fanden wir einen bestimmten Punkt, den Mittelpunkt der 
parallelen Kräfte. Dann aber zeigte sich, daß die statische Äquivalenz 
nicht abhängig ist von der gemeinsamen Richtung aller Kräfte, daß 
sie somit erhalten bleibt, wenn alle Kräfte einer und derselben 
Drehung um ihre Angriffspunkte unterworfen werden. Für eine 
solche verstärkte Art der Äquivalenz wollen wir nun ein besonderes 
Wort gebrauchen und sie als astatische Äquivalenz bezeichnen. 
Statt alle Kräfte um ihre Angriffspunkte zu drehen, kann man auch 
das System dieser Angriffspunkte als starres Massensystem irgendeiner 
Örtsänderung unterwerfen, während die Kräfte ihre Richtung und 
Größe beibehalten. Bezieht man bei dieser Auffassung die Angriffs- 
punkte und Kräfte auf ein mit dem Massensystem bewegliches 
Koordinatensystem, so bleiben in diesem die Koordinaten der Angriffs- 
punkte erhalten, die Komponenten der Kräfte aber ändern sich genau 
so, als ob diese einer gemeinschaftlichen Drehung um ihre Angriffs- 
punkte unterzogen worden wären. Beide Auffassungen sind also in 
Wirklichkeit gleichwertig. 
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Wenn R, die Größe der oe!” Kraft in dem System paralleler 
Kräfte ist, &%, Yo, 20 die Koordinaten ihres Angriffspunktes sind, 
so setzen wir: 


(l) R=DR., Rx= D’Bon,, R-y=D’Reyo, R:@e= Rees, 


dann sind x, y, z die Koordinaten des Mittelpunktes der parallelen 
_ Kräfte, an dem die den Kräften wieder parallele Resultante von der 
Bl eschen Größe R angreifen muß, damit die Äquivalenz auch nach 
einer gemeinsamen Drehung aller oki erhalten bleibt. 

Wenn ZR,—=0 wird, ist das Kräftesystem jedem Kräftepaar 
astatisch äquivalent, dessen Kräfte den Kräften des Systems parallel, 
aber von beliebiger Größe R, sind, und von dem der Arm durch 
die Gleichungen: 


(2) RB, — D Ron » Bob = >’ Reyo, R,c = D/Re2 


bestimmt wird, in denen 
(3) a=r —- L, b=y—-y, c=2—7 


die Komponenten des Armes bedeuten. Die Richtung des Armes ist 
so durch das vorgelegte Kräftesystem eindeutig bestimmt, der An- 
griffspunkt der einen Kraft des Kräftepaares bleibt aber völlig will- 
kürlich. Was die Länge des Armes 








(4) n=Ve+b+e 
betrifft, so ergibt sich aus den vorstehenden Gleichungen sofort: 
(8) Bor = VIER, + [ER yl+ [ERozeo]”. 


Das Produkt R,-r, aus Kraft und Arm ist somit durch das vor- 
geleste Kräftesystem vollkommen bestimmt oder, wie wir sagen wollen, 
eine Invariante des Kräftesystems. Wir wollen es als das astatische 
Moment des resultierenden Kräftepaares bezeichnen. 

Wir wollen nun auch zwei Kräftesysteme, die aus nicht parallelen 
Kräften bestehen, astatisch äquivalent nennen, wenn sie statisch 
äquivalent sind ic diese statische Äquivalenz sich nicht ändert bei 
einer beliebigen gemeinschaftlichen Drehung aller Kräfte um ihre 
Angriffspunkte (de h. einer Drehung um gleiche Winkel und um 
parallele Achsen, die jedesmal durch den Angriffspunkt der betreffenden 
Kraft gehen).') Wir bezeichnen in der Gaußischen Weise eine Summa- 


1) Für die folgenden Seiten sind zu vergleichen die betreffenden Abschnitte 
aus nachstehenden Lehrbüchern: Minding, Handbuch der theoretischen Mecha- 
nik, 1837, Moebius, Lehrbuch der Statik, 1837, Broch, Lehrbuch der Mechanik, 
1854, Moigno, Lecons de mecanique analytique, Statique 1868, Somoff, 
Theoretische Mechanik, 2. Band, 1879, Schell, Theorie der Bewegung und der 
Kräfte, 2. Aufl, 1879—80, Routh, A treatise on analytical Statics, 2. ed., 
Vol. 2, 1902. 
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tion, die sich über alle Kräfte eines Systems erstreckt, indem wir die 
zu summierenden Größen ohne Hinzufügung eines Index in eckige 
Klammern schließen. Es sollen dann die 12 Ausdrücke: 


Xz], Xyl, [Xz]; IX), 

[Yx], [Yyl, [Yz]; [X], 

[7x], [Zy], [Zz]; [2], 
in denen die X, Y, Z die Komponenten, die x, y, z die Koordinaten 
für die Angriffspunkte der Kräfte bedeuten, die astatischen Ko- 
ordinaten des Kräftesystems heißen, und wir stellen zunächst den 
Satz auf: Zwei Kräftesysteme sind astatisch äquivalent, 
wenn sie in den astatischen Koordinaten übereinstimmen. 

Um den Satz zu beweisen, sehen wir zunächst zu, wie die astatischen 

Koordinaten sich bei einer gemeinsamen Drehung aller Kräfte ändern. 
Bei einer solchen sind die neuen Kräftekomponenten X,', Yy, Z, durch 
die Gleichungen festzulegen: 


K=4X%+ &Yo+ &gZio, 
(6) Ye Fer ß,Xo Ein Ps Yo er P3 be, 
Z, = YıXot+YeYo+ 7320: 


Damit wird auch: 


Ba)le [X)J= [X] +@[Y]+ [Z] usw. 
und ferner: 

[Xx]=«[Xx]+%[Yx]+ [2x], 

(Tb) [Y'x]= ß,[Xx] + &[Yx]+ 8 [2x], 

[2x] = 97, [Xx] + » [Yx]+ 73 [23], 


Daraus ist zu sehen, daß, wenn die astatischen Koordinaten 
zweier Kräftesysteme übereinstimmen, sie auch übereinstimmen, nach- 
dem man alle Kräfte beider Systeme einer gemeinschaftlichen Drehung 
unterzogen hat. Wenn aber zwei Kräftesysteme in den astatischen 
Koordinaten übereinstimmen, so stimmen sie sicher auch in den 
statischen Koordinaten: 


(X), MM, [2], [Zyl-[Yz], [Xz]-[Zx], [Yx]—-[Xy] 


überein, sie sind also statisch äquivalent, und damit ist der Satz be- 
wiesen. 

Wir wollen nun auch den umgekehrten Satz beweisen, daß zwei 
Kräftesysteme in den astatischen Koordinaten übereinstimmen, wenn 
sie astatisch äquivalent sind. Zu dem Zwecke bemerken wir zunächst, 
daß, wenn wir die Richtungen sämtlicher Kräfte des einen Systems 


# 
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umkehren, ohne sie im übrigen zu ändern, wir aus beiden Systemen 
zusammen ein System erhalten, das im statischen Gleichgewichte ist 
und im Gleichgewichte bleibt, wenn wir alle Kräfte einer gemein- 
samen Drehung unterwerfen. Von einem solchen System sagen wir, 
es sei im astatischen Gleichgewicht. Da bei der Umkehrung 
der Kraftrichtungen alle astatischen Koordinaten ihr Vorzeichen 
wechseln, so verlangt der zu beweisende Satz nichts anderes, als daß, 
wenn ein Kräftesystem im astatischen Gleichgewichte ist, 
seine sämtlichen astatischen Koordinaten verschwinden. Denn 
wenn die astatischen Koordinaten zweier Kräftesysteme gleich sind 
und man die Kräfte des einen mit den entgegengesetzten Kräften des 
anderen vereinigt, so hat man die entgegengesetzten astatischen 
Koordinaten des einen zu den entsprechenden astatischen Koordinaten 
des anderen hinzuzufügen, und es ergeben sich überall die resultierenden 
Koordinaten gleich Null. 

Wenn nun ein Kräftesystem im statischen Gleichgewichte ist, 
so muß: 

(a) [X] FL 0, a a Ö, [Z] wi 0, 
[Zyl=[Xzl, [Xz]=[Zx], [Yx]=[Xyl 

sein. Bleibt das Gleichgewicht bei einer Drehung der sämtlichen 
Kräfte um die Richtung der z-Achse erhalten, so muß gemäß den 


obigen Formeln, in denen man jetzt 7,, %, &, P=0 und ,—=1, 
ferner u = — ß,, Ps, = «, zu machen hat, auch: 


[Y'x]=[Xy] oder B,[Xx]+ «[Yx] = adXy]— AlYy] 
für jedes «, und entsprechende f, werden, mithin: 
[ty)= = [&x]. 
Ebenso ergibt sich aber bei einer Drehung um die x- und y-Achse: 
are Reli iz]; 
Diese Gleichungen sind nur dann vereinbar, wenn: 


(b) [Xx], [Xy], [22] = 0 


werden. Wir wollen ferner für die Drehung eine unendlich kleine 
Drehung um eine beliebige Achse wählen. Dann haben wir, wenn r 
eine sehr kleine Größe bedeutet, die Transformationsgleichungen: 


X) =X,— ırY, +qrZ,, 
Ye=rrX%,+Y,— prZ,, 
Ze = — grX,+prYe + %,, 
und die Gleichung [Y'x]=[X’y] ergibt demnach mit Rücksicht 


auf (a): 
r[Xx] — p[lZ2x] = q[Zyl - r[Yy], 
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d.h. mit Rücksicht auf (b): 


— plZx] = qlZy], 
also weil p und q willkürlich bleiben: 


OR [221 =0, [Zy]=0. 
Ebenso findet man: 
@  Ryl=09 R2l=0, Ya]=-0, [Yx]=0, 


womit der Satz bewiesen ist. 

Unsere nächste Aufgabe wird nun sein, ein Kräftesystem zu 
finden, das aus möglichst wenig, nämlich drei, Kräften besteht und 
einem vorgelegten Kräftesystem astatisch äquivalent ist. Von den 
drei Kräften dürfen die Richtungen beliebig angenommen werden, 
dadurch aber sind die Kräfte vollständig und eindeutig bestimmt. 
Um dies nachzuweisen, verfahren wir wie folgt: Wir bezeichnen die 
Richtungskosinus der drei Kräfte mit &,ß, 95 «', ß', y'; «", B", y". 
Ihre Größen nennen wir R, R', R' und die Koordinaten ihrer 
Angriffspunkte 2, 9,2; #,y',2'; 2",y',2". Dann verlangt die astatische 
Aquivalenz zunächst, daß: 

Rat Rd R" EB, 
(8) Rare RB, 
Ry ar R'y' — R"y" = [Z] 
wird. Aus diesen drei Gleichungen lassen sich, wenn, was wir an- 
nehmen wollen, die drei Kräfte nicht einer Ebene parallel sind, die 
Werte R, R', R" in eindeutiger Weise berechnen. Sind sie gefunden, 
so berechnet man die Koordinaten der Angriffspunkte aus drei weiteren 
Gleichungssystemen, von denen das erste lautet: 
| Rexe+R'«x'+R'«'c"=[Xx], 
(9) RPß& + at. rn hun, at! a DE 
| Ryz+ R'y'x' + R"y"«" = [2x]. 
Aus diesem Gleichungssysteme gehen x, «', «'" und aus den beiden 
anderen analogen Systemen in gleicher Weise y, y', y' und 2, 2', 2" 
in eindeutiger Weise hervor. 

Nehmen wir insbesondere die Richtungen der drei Kräfte auf- 
einander senkrecht an, so finden wir aus den vorstehenden Glei- 
chungen (9) den Wert von «, indem wir sie mit «, ß, y multipli- 
zieren und addieren. Da: 

@+pß+r=l, ae + BB + yYy =, ac + BB" +Hyy"—=0 
ist, ergibt sich dann: 


R-2= [Xx]a + [Yx]B + [Zx]p. 
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Aus den Gleichungen (8) folgt aber auf dieselbe Weise: 
(10) R=[X]« + IY]ß+ [2]p. 


Dividieren wir die beiden gefundenen Gleichungen, so erhalten 
wir den Wert von x. Der entstehenden Gleichung fügen wir sofort 
die entsprechenden Gleichungen für y, z hinzu und haben dann: 











_ KxJe+[Yx]6+ [2x], 

le + VIEH Zr 
Kyle +[Xyle+[Zy], 

1) U STEH DIBEZ, 
„ _ KeJe+ [Ya]ß + [Zu]r 


X]e+[Y]P+ [Zr 

Die Kraft, deren Richtungskosinus «, ß, y sind, deren Größe R 
durch die Gleichung (10) gegeben wird, und deren Angriffspunkt die 
aus (11) hervorgehenden Koordinaten x, y, z hat, nennen wir die 
Komponente des Kräftesystems nach der durch die Richtungs- 
kosinus &, ß, y festgelegten Richtung. Die Bedeutung dieser Kom- 
ponente erhellt noch weiter aus folgender Bemerkung. Setzen wir: 

R=X.e.+Y,ß+Z,Y 


so wird: 


(10a) R = DR, 


und die Gleichungen (11) können wir schreiben: 


oe en 

Dies bedeutet aber: Nehmen wir von den einzelnen Kräften des 
Systems die Komponenten R, nach der durch die Kosinus «, ß, y 
fixierten Richtung und vereinigen diese Komponenten als parallele 
Kräfte, deren Angriffspunkte mit denen der Kräfte des gegebenen 
Systems übereinstimmen, zu einer resultierenden Kraft, so ist diese 
die Komponente des gegebenen Kräftesystems nach der betreffenden 
Richtung. Daraus erkennt man auch, daß Angriffspunkt und Größe 
der Komponente nicht von der Wahl des zugrunde gelegten 
Koordinatensystems abhängen. 

Aus der Formel (11) folgt, daß insbesondere die Komponenten 
des gegebenen Kräftesystems nach den Koordinatenachsen in den 
Punkten angreifen, deren Koordinaten folgende Werte haben: 




















[X], Kyl, [Xz], 

SERTERRBNIT VER m ENT S Rh A Na 5: 

[Yz], X], [X2], 

aa ae m: 
ea [zy], [2] 

AITH TPARS DE VAR TEN VAN 
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während die Größen dieser Komponenten 
werden. Eh 2 


Die Gleichungen (11) zeigen ferner, daß der Angriffspunkt der 
Komponente immer in einer bestimmten Ebene liegt, die wir die 
Zientralebene des Kräftesystems nennen.') Denn wir können «, ß, y 
aus diesen Gleichungen eliminieren und erhalten dann die Gleichung: 


ee eg 
y [&y] [Yyl [Zyl 
[Xz] [Vz] [Ze] 
1 .& 2 [2 
als Gleichung der Zentralebene, welcher Gleichung wir mit Rücksicht 
auf die Formeln (12) auch die Gestalt geben können: 


(13) 0 


Q 








a 
yyı % % 
a 
RR nal 


In der Tat ist es klar, daß auch die Angriffspunkte der Kom- 
ponenten nach den Koordinatenachsen in der Zentralebene liegen 
müssen und diese Ebene sonach durch die Punkte mit den Ko- 
ordinaten &,, Y, 215 Xa> Ya, 235 X, Ya, 25 hindurchgehen muß. 

In der Gleichung (10) sind [X], [Y], [44 die Komponenten der 
statischen Resultanten des Kräftesystems und die Formel zeigt, daß 
die Größe der Komponente gefunden wird, indem man jene Resultante 
auf die Richtung, nach der die Komponente zu nehmen ist, projiziert. 
Die Komponente wird also am größten, wenn man die Richtung der 
Komponente mit der Richtung der Resultante zusammenfallen läßt, 
wenn man also annimmt: 


(13a) =); 























ne BRENNT Ey al DEN. 

VX”+IY?+ [27° RSRENEO UA vIX)’+[Y?+[2° 
Dann wird: ARTE 
(14) R=yIX)’+ [Y]?+1[2]? 


und nach (11) werden die Koordinaten x,, %,, 2, des Angriffspunktes: 
_ X] + 1Yx][Y]+ 12x] [2] 





_ Kın+NN-+Izsitz 
(13) Yon DEE HZ 
„ _Kal+ Ya] +2], 
BSLETEGERTFAE 





1) Minding, Journ. f. Math., Bd. 15, 1836, p. 27. 
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Dieser Punkt ist der Mindingsche Zentralpunkt des Kräfte- 
systems.!) Mit Rücksicht auf die Formeln (12) wird: 


a 8 2, 











= WENENE ? 
Key, + Y’y + 2° 

(15a) Uhr vryız °, 
= So arln 

9 Er RZuyr7> ? 


wenn wir die frühere einfachere Bezeichnung [|X]=X, [Y]J=Y, 
[2] = 2 wieder einführen. Da das Koordinatensystem beliebig gewählt 
ist, die Richtungen der Koordinatenachsen also irgend drei zueinander 
normale Richtungen vertreten, so zeigen die letzten Formeln: Nimmt 
man die Komponenten des Kräftesystems nach irgend drei 
zueinander normalen Richtungen und denkt sich in den An- 
griffspunkten dieser Komponenten Massen angebracht, die 
jedesmal der ins Quadrat erhobenen Größe der betreffenden 
Komponente proportionalsind, so ist der Schwerpunkt dieser 
Massen allemal der Mindingsche Zentralpunkt.’) 

Zu dem statischen Vektormomente des Kräftesystems für einen 
Punkt, das wir früher betrachtet haben, führen wir jetzt noch das 
astatische Vektormoment des Kräftesystems für eine Ebene ein. 
Um dieses Moment zu bilden, leiten wir aus jeder Kraft des Systems 
einen Vektor ab, dessen Richtung mit der Richtung der Kraft über- 
einstimmt, während wir seine Länge gleich dem Produkte aus der 
Größe der Kraft und dem Abstande ihres Angriffspunktes von der 
Bezugsebene machen. Vereinigen wir die so gefundenen Vektoren 
nach der Regel für die Addition der Vektoren zu einem einzigen 
Vektor, so stellt dieser das Vektormoment des Kräftesystems für die 
betreffende Ebene dar. Während das statische Moment für einen 
Punkt ein Flächenvektor war, ist das astatische Moment für eine 
Ebene ein Linienvektor. Wir wollen sofort den analytischen Ausdruck 
für dieses Moment geben. 

Die Gleichung der Bezugsebene denken wir uns in der Form 
geschrieben: 


(16) Eectny+&—9=-0 
und setzen noch: 
(17) | o-yE+r+E, 


dann wird der Abstand des Punktes mit den Koordinaten %,, Yo, 2o 


von der Ebene: 
_ 8% +nye + 520 — 9 
Po = 5 ’ 


1) Minding, Journ. f. Math., Bd. 14, 1835, p. 289. 
2) Padeletti, Rendic. dell’ Accad. di Napoli, Vol. 22, 1884, p. 29. 
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und es sind die Komponenten des zu bildenden Vektors: 


Xopg, Yopg, Zope; 
wenn X,, Yo, Zo die Komponenten der in dem Punkte angreifenden 
Kraft darstellen. Wir haben nun für p, den davorstehenden Wert 
einzusetzen und die Summe über alle Kräfte des Systems zu bilden. 
Nennen wir demnach &, H, Z die Komponenten des resultierenden 
Vektormomentes, so erhalten wir für dieselben die Gleichungen: 


| o#=[Xx]&+[Xy]n+[Xz]&—-[X]9, 
(18) Kos [Yx]8+ [Yyln+[Xzl& — [Y]9, 
oZ=[Zxs]&+[Zyln+[2z]& — [2]. 

Die Länge des Vektors, welcher das Vektormoment des Kräftesystems 


repräsentiert, nennen wir das skalare Moment des Kräftesystems 
für die betreffende Ebene und bezeichnen es mit &, so daß: 


(19) DI Var TEeZ: 
zu setzen ist. 

Wir wollen nun über das Koordinatensystem in besonderer Weise 
verfügen. Wir wählen die Zentralebene zur xy-Ebene und den 
Zentralpunkt zum Koordinatenursprung. Die Gleichung (13) der 
Zentralebene reduziert sich aber auf z2= (0, wenn: 


(«) [Xz], [Ya], [22] 0 
wird. Sollen ferner nach den Formeln (15) die Koordinaten des 


Zentralpunktes %,, Y9 2 = 0 werden, so müssen noch die zwei Glei- 
chungen: 





(8 [Xx][X] + [Yx][Y] + [2x][Z2] = 0, 
(AylI&]J+[Yyl[Y] + [Zy][2] = 0 
hinzukommen. Setzen wir unter diesen Voraussetzungen in die Glei- 
chung für das skalare Moment & die Werte für 5, H, Z aus (18) ein, so 
ergibt sich die Gleichung: 
(20) (E+7°+ 8) 2°= ([Xx]6 + Xyln)®+ INS]E4 Vylo)e 
+ l2x]& + [Zy]n}°+ {[X]?+ [Y1?+ [2]°} 9%, 


oder: 

(20a) (+7+9)2°= ©+ R?9, 
wenn wir: 

(1) R=[X]+[YP+[ZP, 


D®={[Xx]& + [Xy]n®+ {[Yx]&+ [Yy]n)? + {[2x]&5 + [Zy]n) 


setzen. Sehen wir &, 7, Ö als Koordinaten einer geraden Linie in 
der #y-Ebene an, nämlich der durch die Gleichung: 
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set ny—d 


gegebenen Linie, so wird: 
O—=h? 


die Gleichung einer Ellipse in Linienkoordinaten. Denn dieser 
Gleichung zweiten Grades läßt sich, da ® als Summe von drei 
Quadraten erscheint, nur unter der Voraussetzung 0 #0 genügen, 
und der Koordinatenursprung, der durch die Gleichung # = 0 gegeben 
wird, ist der Mittelpunkt der Kurve, da mit 8:0, 7:0 auch — &:9, 
— n:08 die Gleichung befriedigen. Da also durch den Mittelpunkt 
(0 = 0) keine reellen Tangenten (d. h. keine reellen Asymptoten) des 
Kegelschnittes gehen, ist er in der Tat eine Ellipse. Legen wir die 
%- und y-Achse in die Hauptachsen dieser Ellipse, so wird ihre 
Gleichung von der Form: 


p2E2 1 Q° 2— 92, 
und damit erhalten wir bei dieser Wahl des Koordinatensystems: 
9= P’E’+ On, 
was bedeutet, daß: 
(8) | [Xx][Xy]+[Yx][Yy]+l2x][Zy] = 0 
I[Xx] + [YxP + [ZxPP= P%, [Xy]?+ [X yPP + [ZyP?= @° 
wird, wobei wir P?> Q? voraussetzen wollen. 
Die Gleichung (20a) wird jetzt: 
(20 b) (&? + 27? + €) 22= P2£?4+ Qy?+ R?0? 
oder: 
(20e) (22 — P2)&2 + (2? QY)?+ 22 = R?0°. 


Durch diese Gleichung wird, wenn wir in ıhr & als konstant 
ansehen, eine Fläche zweiten Grades in Ebenenkoordinaten dargestellt. 
Die Gleichung derselben Fläche in Punktkoordinaten lautet: 


He y?- 2? 1 
(21) 2 pt got TR 





Lassen wir hierin & nach und nach alle möglichen Werte an- 
nehmen, so erhalten wir die sämtlichen reellen Flächen einer kon- 
fokalen Flächenschar. Die Ebenen konstanten skalaren 
Momentes umhüllen also die Flächen einer konfokalen 
Flächenschar. Das Moment wird Null nur für eine reelle Ebene, 
nämlich nur dann, wenn in (20e) &, n, 0=0 werden. Die Gleichung 
dieser Ebene lautet z=0, es ist also die Zentralebene. 

Gemäß den Gleichungen («) können wir bei Zugrundelegung 
dieses besonderen Koordinatensystems setzen: 

18* 
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[Xx]= Pa, KXyl=0o, [Xz2]=0; [X]= Re, 
[Yx]= PB, [Yyl= %&, IYzl=0; [YJ= RB, 
Zsx]=Py, lZyl= 0%, IZa1=0; [2]=K&p;. 
Die Gleichungen (ß), (y), (9) gehen dann über in: 
ne = 1, Gt; + Bßz; + YaYy3=d, 
tt, wert hit rd, 
en Br Y = > 4% + Bıße + Yı9ya I. 


(22) 





(23) 





Diese Formeln zeigen aber, daß &,, Pı, Y15 Gags Pa, Ys5 %s, Ps, Ya 
die Richtungskosinus dreier zueinander normalen Richtungen sind. 
Wir können also die Kräfte so um ihre Angriffspunkte drehen, daß 
die astatischen Koordinaten, nach dem Schema der Formeln (22) ge- 
ordnet, die folgenden werden: 


BROS OEN, 
VRTABR 
Ve Baer 


Gehen wir nämlich von diesen Koordinatenwerten aus und unter- 
werfen die Kräfte einer gemeinsamen Drehung, so erhalten wir nach 
den Formeln (Ta) und (7b) die neuen astatischen Koordinaten: 


Pa, 00, 0; Ra, 
Pß,, 9, 0; Rß,, 
Py,; Qys; 0; Ry;, 


also genau die Werte (22). 

Es ist an dieser Stelle noch zu bemerken, daß das skalare Moment 
seiner Definition nach durch eine gemeinsame Drehung aller Kräfte 
des Systems nicht geändert wird. Denn unterwirft man eine Anzahl 
Vektoren einer gemeinsamen. Drehung, so dreht sich der resultierende 
Vektor mıt und seine Länge ändert sich nicht. Mit dem skalaren 
Moment bleibt auch die konfokale Flächenschar bei einer Drehung 
aller Kräfte ungeändert. Damit steht in Übereinstimmung, daß ihre 
Gleichung von den Richtungskosinus, die in den Formeln (22) vor- 
kommen, unabhängig ist. 

Setzt man jetzt in die Formeln (11), die für die Koordinaten 
des Angriffspunktes einer Komponente des Kräftesystems gelten, für 
die astatischen Koordinaten die Werte (22) ein, so wird: 


PO Se+pPrrNY 
Re + BP -+YYr7 
ya SatPßPtrYr 2. 
) R %@4+Pß+YY’ 
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Bilden wir diese Formeln noch einmal für die Koordinaten «, 
y, 2 des Angriffspunktes der Komponente nach einer anderen 
Richtung, die durch die Riehtungskosinus «' ß' y' charakterisiert ist, 
so ergibt sich: 
! BR (me+hPß+ rl SERMB ER AL) + YıY) 

R? (oec+ ßP+ Y5Y) (@,@ "+ßß'+ 77") a: ya) 

w=-%. (+ Psß+ 937) (& ale +77), 

R? (ea +P,P+ Y3Y) (age! + BP’ + ya) 


und. hieraus folgb,sdassauche 0% 05, 055 Bis Dar: Bas Yısı Var Ya die 
Richtungskosinus dreier zueinander normalen Richtungen darstellen: 


ADB a ee +pP'tYY 

Q° R? (&@ + PB + YsY) (ae + PP" + 937") 

Sind die beiden Richtungen, nach denen die Komponenten ge- 
nommen werden, zueinander normal, so wird: 


+ BB +yY=0 

















und damit: 


El FA DE 2 1 
(24) Prog Re 





Diese Gleichung sagt aus, daß die beiden Angriffspunkte in der 
xy-Ebene, d. h. der Zentralebene, einander konjugiert sind in dem 
Antipolarsystem der Ellipse, die durch die Gleichung: 
2 
(25) trh-p 

gegeben wird. (Man bezeichnet als Antipolare eines Punktes die 
gerade Linie, welche der Polare des Punktes parallel ist und zu ihr 
symmetrisch bezüglich des Mittelpunktes der Ellipse liegt. Zwei 
Punkte sind einander konjugiert in dem Antipolarsystem, wenn der 
eine auf der Antipolare des anderen liegt.) Die Angriffspunkte 
der Komponenten nach drei zueinander normalen Rich- 
tungen bilden somit in der Zentralebene die Ecken eines 
Dreiecks, dessen Ecken einander paarweise in dem Antipolarsystem 
konjugiert sind, das also ein Poldreieck dieses Antipolar- 
systems ist.!) 

Aus den Formeln (22) leiten wir die folgenden Werte für die 
statischen Koordinaten des Kräftesystems ab: 


(26) X—=Ra,, Y=-Rß,, Z=Ry,, L=09, M=—- Py, N=PP,- 00, 


Der Parameter der durch das Kräftesystem repräsentierten Dyname 
ist durch die Formel definiert: 








1) Darboux, Me&moire sur l’Equilibre astatique, Paris 1877, vorher in den 
M&moires der Akademie von Bordeaux (2) 2 


278 Achtzehntes Kapitel. Astatik. 


LXMY-+NZ 


de X yar zen 





somit ergibt sich hier: 
er Qyst; — Pyıßs Tr aa) rs As (PıYs INNE Ann ss) Q. 
ker RE TAGEN m R 





Es ist aber Y,&, — @,y, der zweite Richtungskosinus der Richtung, 
die auf den durch «,, ß,, 9 und &, Pz, 9 gegebenen Richtungen 
senkrecht ist, d.h. nichts anderes als ß,. Ebenso wird B,9 — Yıßs = — &s 
und wir erhalten: 


Fach -& P+ß® 
(27) en 


Ist das Kräftesystem einer Einzelkraft statisch äquivalent, so 
wird k=0 und somit: 


(28) uP= BR. 
Wir können dann aber setzen: 
L=Z2y—-Yz, M=X:-Zx N=Yxe—-Xy, 


wenn x, %, 2 die Koordinaten irgendeines Punktes auf der Wirkungs- 
linie der Kraft sind. Nehmen wir für diesen Punkt den Schnitt- 
punkt der Wirkungslinie mit der yz-Ebene, setzen also = (0), so er- 
halten wir: 

N=-Xy, M=Xz 
oder gemäß (26): 


(28a) PB, — = — Rao,y, — Py= Rose. 


Multiplizieren wir die erste dieser Gleichungen mit P, so können wir 
sie mit Rücksicht auf (28) schreiben: 


Kr Br nt hosy: 
Quadrieren wir diese Gleichung und dividieren wir sie durch P?— 0%, 
so bekommen wir, da wegen (28) (P?— 0°) Pf,’ = P?(P,— %°) wird: 


2 


RE en 
Bi ds — R’ 0; p?:_o0: 0: 


Aus der zweiten der Gleichungen (28a) folgt unmittelbar: 


Addieren wir die so gefundenen beiden Gleichungen, so erhalten wir, 


da ß?+y?=1- ee, wird: 
9 y? 2? 
1-0? 0? Riot | 42 ot |: 


Es ist aber auch: 





+ +ay=l, also l1— a’ =, 
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und damit reduziert sich die letzte Gleichung auf: 
(29) La Re 
DI 0° Pal R? 
Ebenso findet man für den Schnittpunkt der Wirkungslinie mit der 
x2-Ebene: ” i 


(29a) re degr uns 





Wir sehen also, daß die Wirkungslinie der resultierenden 
Einzelkraft immer zwei bestimmte Kegelschnitte trifft, von 
denen der eine, in der yz-Ebene gelegene, eine Ellipse, der 
andere, in der x2-Ebene gelegene, eine Hyperbel ist, und zwar 
erkennt man leicht, daß von diesen in zwei zueinander senk- 
rechten Ebenen liegenden Kegelschnitten jeder durch die 
Brennpunkte des anderen geht. Die Tangentialgleichungen der 
beiden Kegelschnitte lauten: 

(P?— 0Y)7?+ Pe R:9®, 

(Q?— P9)&?-+ Q?E?= R®9°, 
und diese beiden Gleichungen gehen aus (20c) hervor, wenn man 
darin einmal 2°?— P? und das andere Mal &°= 0? macht. Die 
beiden Kegelschnitte sind also als zwei ausgeartete Flächen in der 
Schar konfokaler Flächen enthalten und heißen die Fokalkurven 
dieser Flächen!) So können wir den von Minding herrührenden 
Satz?) aussprechen: Bringt man durch eine gemeinsame Drehung 
aller Kräfte um ihre Angriffspunkte das Kräftesystem in 
eine solche Lage, in welcher es einer Einzelkraft statisch 
äquivalent wird, so trifft die Wirkungslinie dieser Kraft die 
beiden Fokalkurven der konfokalen Flächenschar. 

In einer beliebigen Lage ist das Kräftesystem nicht einer Einzel- 
kraft äquivalent, sondern liefert eine allgemeine Dyname. Wir wollen 
die Verteilung der Zentralachsen dieser Dynamen im Raume unter- 
suchen. Da es dreifach unendlich viele sind, entsprechend den drei- 
fach unendlich vielen möglichen Drehungen des Kräftesystems, bilden 
die Zentralachsen einen Linienkomplex, und wir stellen uns die Auf- 
gabe, die Gleichung dieses Linienkomplexes herzuleiten. Wir bezeichnen 
zu dem Zwecke mit x, 4, 3, I, m, n die Koordinaten der Zentralachse 
für irgendeine Lage des Kräftesystems. Es wird dann: 


1) Sie sind zuerst behandelt worden von Dupin, Developpements de 
Geometrie, 1813, p. 277, aber in ihrer vollen Bedeutung zuerst erkannt von 
Chasles, Apergu historique etc. (1837), Note XXXI. 

2) Minding, Journ. f. Math. 15, p. 27. Vgl. dazu u. a. Chrystal, Trans. 
of the R. Soc. of’ Edinburgh, XXIX, 1880, p. 519, Tait, ibid., p. 675, Plarr, 
Proceedings of the R. Soc. of Edinburgh XI, 1882, p. 528 und Astor, Nouv. 
Annales de Math. (3) VII, 1888, p. 38. 
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riy:z:lim:un=X:Y:2:L-kX:M—kY:N-—KZ, 
wobei auf der rechten Seite die Werte von X,Y... aus (26) und 


der Wert von k aus (27) einzusetzen sind. So ergibt sich z. B.: 


a,P— 
a en Su ;R=,,P+(9%—-%B,)®: 


Es ist aber 4, = a,ß, — ER mithin wird: 


L—KkX=o0,P — a,P;Q 


oder: 
Ri= Pr — 9), 
und ebenso: 
Im=PßPr—-8,%, Pr=pPfr- WM. 
Quadriert und addiert man diese drei Gleichungen, so ergibt sich mit 
Rücksicht auf (23): 
(30) Taörük- = m? + 12) REN. Bar = Q°y? 

als Gleichung des gesuchten Komplexes, der sonach vom zweiten 
Grade ist und den wir als Darbouxschen Komplex bezeichnen?) 

Wir wollen nachweisen, daß in jedem Strahle dieses Komplexes 
sich zwei zueinander senkrechte Berührungsebenen der beiden Fokal- 


kurven schneiden. Wir gehen am besten von der Bemerkung aus, 
daß, wenn zwei Ebenen die Gleichungen haben: 


uctvy+twz=1l, wa+tvy+wrz=]|, 


die Koordinaten ihrer Schnittlinie mit Hilfe eines Proportionalitäts- 
faktors oe in folgender Form angesetzt werden können (8. 93): 


(a) ol=u-—u, om=v—v, on=w—w), 
or=vw' —wv, oy=wu! —uw', o3=uv' —vu'. 
. Berühren die beiden Ebenen je eine der beiden Fokalkurven, so wird: 
i8 (Pr O)u: —- Qw! +R=0, 
(P—- QYv + Pu?— R=0, 


und sollen außerdem die beiden Ebenen aufeinander senkrecht sein, 
so wird noch: 


(B) un' vv +zuww =. 
Zufolge der letzten Gleichung wird gemäß (a): 
em) =u? +92? +u?+vV?+w'?, 


1) Er ist von Darboux |. c. gefunden worden. 
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ferner wird wegen derselben Gleichung: 
er = (vw! - ww? = (w’+w!)wW?+w) —u?u", 
ey = (wu - uw) = (u?+w)(u+w'?) —v?’v'?. 
Diese beiden Gleichungen multiplizieren wir mit P?, 0°? und addieren 
sie, dabei setzen wir gemäß den Gleichungen (A): 
Po? + w?2)= Q!v'?+R%, Q:(u?+w) = Pu? + R?, 
dann erhalten wir: 
o?(P?r? + Q2y2) = (v? + w?) (Q?v'?+ R2) — PPuu'? 
+ (Peu? + R?)(u'?+w'?) — Qvv'? 
= Pu? w"+ Q?wvV?+R’w’+w+ wW’+ w'?). 
Multiplizieren wir aber von den Gleichungen (A) die erste mit —v'?, 
die zweite mit «? und addieren sie, so ergibt sich: 
P?uww?-+ Q:w? v?—= R’(u? + v?), 
damit wird die vorige Gleichung: 
o°(P?r? + Q°%) = R’(u? + + w + W?+ u? tw"), 
also wegen der zuerst aus (B) abgeleiteten Gleichung: 
Pr? +Q9y=R(’+m+n), 


und dies ist wieder die Gleichung des Darbouxschen Komplexes. 

| Die weitere Diskussion des Darbouxschen Komplexes wollen wir 
auf die Ermittelung des Komplexkegels K eines beliebigen Punktes P, 
beschränken. Seien &%,, Yo, 2, die Koordinaten dieses Punktes, so 
werden die letzten drei Koordinaten I, m, ın eines durch ihn gehenden 
Komplexstrahles durch die ersten drei rt, Y, 3 in folgender Weise aus- 
gedrückt: 


I=-93-%9 M=2L—-%, 1-0) — Yo. 
Hieraus folgt: 
ln 1 ren ae Aalen Ze ee lt 2) 
Setzen wir diesen Wert in die Gleichung (30) des Komplexes ein, 
so ergibt sich: 
Per +H)- Blatt yy +23 Prr+ Qy, 
wenn wir: 


2= Ra, 4% + 2%) 


annehmen. Die gefundene Gleichung können wir direkt deuten als 
Gleichung des Komplexkegels, bezogen auf ein Koordinatensystem, 
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dessen Ursprung in die Spitze des. Kegels fällt. Wir können dieser 
Gleichung die Form geben: 
(Pr + (2 Oy+ 2 Pond + 
Legen wir nun zu allen Strahlen des Kegels die Normalebene 


durch die Kegelspitze, so umhüllen diese Normalebenen den „polaren 
Kegel“ T' des Komplexkegels K. In der Gleichung der Normalebene: 


a a a 
Sc) 


zu nehmen, und setzen wir diese Werte in die Gleichung des Komplex- 
kegels ein, so wird sie: 

(2°? — 2 & 41 (2° — 9°) + 232 — R?9?. 
Da diese Gleichung mit der Tangentialgleichung (20c) einer Fläche 
der konfokalen Schar übereinstimmt, zeigt sich, daß der polare 
Kegel IT des Komplexkegels K Tangentialkegel einer Fläche 
der konfokalen Schar ist. 

Nun wird der Komplexkegel erfüllt von den Schnittlinien der 
zueinander rechtwinkligen Ebenen, die durch P, gehen und je einen 
der Fokalkegelschnitte berühren, mithin Tangentialebenen der Kegel 
T', T'" sind, welche jene Kegelschnitte aus P, projizieren. Diese 
Kegel sind aber zueinander und zu dem Kegel I’ konfokal, weil die 
Tangentialkegel einer konfokalen Flächenschar, die dieselbe Spitze 
haben, eine konfokale Kegelschar bilden (S. 265). 

Beachten wir nun die Bedeutung des Kegels I, so erkennen wir 
sofort, daß die Tangentialebenen der drei Kegel I, T', T" sich zu 
Tripeln orthogonaler Ebenen zusammenfassen lassen. Es ist irgend- 
einer der drei Kegel durch die beiden anderen derart eindeutig be- 
stimmt, daß, wenn man irgend zwei zueinander senkrechte Tangential- 
ebenen dieser beiden Kegel hat, die Ebene durch P,, die zu diesen 
zwei Ebenen senkrecht ist, eine Tangentialebene des dritten Kegels 
bildet. 

Derartige Tripel von Kegeln lassen sich aus irgendeiner Schar 
konfokaler Kegel herausgreifen. Durch zwei (in der Schar beliebig 
wählbare) Kegel ist jedesmal der dritte eindeutig bestimmt. Stellt 
man die konfokale Kegelschar in dem auf ihre Hauptachsen bezogenen 
Koordinatensystem durch die Gleichung dar: 


ist aber: 


sc? y? 2? Ks 
ea or 
so sınd die Parameterwerte A, A’, A", die zu den Kegeln eines solchen 
Tripels gehören, durch die Relation verknüpft: 
++ N =a+ß+Y. 


Den Beweis wollen wir übergehen. 
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Wenn zwei konfokale Kegel außer der Spitze überhaupt reelle 
Punkte gemein haben, so schneiden sie sich in vier Strahlen recht- 
winklis. Man kann dann aus ihnen den dritten Kegel des Tripels, 
dem sie angehören, durch die Bestimmung finden, daß sein polarer 
Kegel durch die Schnittstrahlen der beiden ersten Kegel hindurch- 
gehen muß. So geht auch der zu I’ polare Kegel, nämlich der 
Komplexkegel K, durch die Schnittstrahlen der Kegel I”, T' hindurch, 
das sind die Strahlen, die durch P, gehen und die beiden Fokalkegel- 
schnitte treffen. 

Zu dem Darbouxschen Komplex gehören alle Strahlen, welche 
die beiden Fokalkegelschnitte treffen. In der Tat müssen diese Strahlen 
als die Wirkungslinien der Einzelkräfte, denen das Kräftesystem in 
bestimmten Lagen statisch äquivalent wird, mit zu den Zentralachsen 
der Dynamen, welche den Darbouxschen Komplex bilden, gehören. 

Für ein allgemeines Kräftesystem ist in keiner Lage statisches 
Gleichgewicht vorhanden. Damit dieses möglich ist, müssen vielmehr: 


(31) [X], IYI, [Z2]=0 


werden, und diese Beziehungen bleiben erhalten, wie auch die Kräfte 
um ihre Angriffspunkte gedreht werden mögen. Bestehen für ein 
Kräftesystem diese Gleichungen nicht, so kann man doch zu ihnen 
gelangen, indem man einen Punkt des Körpers, auf den das Kräfte- 
system wirkt, festhält. Dies bedeutet nämlich die Einführung einer 
Reaktionskraft mit den Komponenten — [X], —- [Y], — [2], die in 
dem festgehaltenen Punkte angreift. Den letzteren wollen wir zum 
' Koordinatenursprung wählen. 

Denken wir uns durch Drehung um den festen Punkt den Körper 
in eine solche Lage gebracht, daß: 


(32) [Zyl=[Yz], [Xz]= [2x], [Yx]=[Xy] 


wird, dann besteht in dieser Lage Gleichgewicht. Wir führen nun 
die Fläche zweiter Ordnung ein!), deren Gleichung lautet: 


(33) [Xx]2®+2[Xyley+[Yy]y r 2[Xz]xz + 2[Yz]yz+ [Zz]2?=1 
und außerdem das Ellipsoid, das durch die Gleichung: 


(34) {IXx]a + [Yx]y + [Zx]2}? + (IXyle + [Yyl]y + [Zyla} 
+ {PXz]e+ [Yz]y + [Zz]2}?—=1 


gegeben wird. Die Hauptachsen dieser beiden Flächen fallen der 
Lage nach zusammen. 


1) Vgl. Rankine, Philos. Magaz. (3) Vol. 10, 1855, p. 400. 
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Wir können nun annehmen, das Koordinatensystem sei so ge- 
wählt, daß die Koordinatenachsen in die Hauptachsen dieser Flächen 
fallen, dann müssen in den Gleichungen derselben die rechteckigen 
Glieder verschwinden und es wird demnach in diesem Koordinaten- 
system, wenn wir an die Summenausdrücke zur Unterscheidung 
Akzente setzen: 


CIE ABER S A ES 


so daß wir uns diese Beziehungen immer durch passende Wahl des 
Koordinatensystems erfüllt denken können. Die vorstehenden Relationen 
bleiben aber erhalten, wenn wir gleichzeitig 


Kos Yo AUCH N 
oder 

Ko, 0 / durche Ne 
oder 


X, Ya Zedurch 7, 


ersetzen. Eine solche Veränderung der Kraftkomponenten bedeutet, 
daß jede der Kräfte um eine zu derselben Koordinatenachse parallele 
Achse eine halbe Umdrehung ausführt. Wenn man also eine Lage 
des Gleichgewichtes gefunden hat, so findet man noch drei 
dazu gehörige Lagen des Gleichgewichtes, indem man die 
Kräfte um drei zueinander normale Richtungen eine halbe 
Umdrehung ausführen läßt. Statt der Kräfte kann man auch 
den Körper eine halbe Umdrehung ausführen lassen.!) 

Die Richtungen der Drehungsachsen bestimmen sich auf dieselbe 
Weise wie die Hauptachsen der durch die Gleichung (33) gegebenen 
Fläche. Wir haben also für ihre Richtungskosinus «, ß, y die 


Gleichungen: 
[Xx]e + [Yx]ß + [Zx]y = 4:0, 


(36) [Xyle+[Yy]ß+[Zyly= 4:B, 
([Xz]a+[Yz]ß+ [Zz]yp=4:y, 


aus denen zur Bestimmung von A die Gleichung dritten Grades folgt: 


1) Setzt man diese halben Umdrehungen jedesmal zusammen mit der 
Drehung um den festgehaltenen Punkt, durch die man den Körper in die erste 
Gleichgewichtslage gebracht hat, so stehen die vier Achsen der vier Drehungen, 
die man so erhält, in der besonderen Beziehung zueinander, daß die Ebene, die 
zwei von ihnen verbindet, jedesmal normal ist zu der Ebene, welche die übrigen 
beiden verbindet. Solche vier Achsen, von denen durch jeden Punkt vier 
hindurchgehen, heißen nach Siacei (Atti della R. Accad. di Torino 17, 1882, 
p. 241) die statischen Achsen des betreffenden Punktes. Man vgl. dazu Padova, 
Atti dell’ Istituto Veneto (6) Vol. 1, 1884, p. 1243 und eine interessante Arbeit 
von Segre, Memorie della R. Accad. di Napoli (3) Vol. 6, 1884, welche die Be- 
trachtungen der Astatik mit dem „Virial“, nämlich dem Ausdruck U=[Xx] 
+[Yy]+[Zz], in Zusammenhang bringt. 
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[X\x]—-4 [Yx| [Zx} | 
(37) Xyl DNy-4 Zr ,=0. 
[Xz] Fat © [72204 


Es ist nun leicht zu sehen, daß bei dieser Bestimmung ein 
Ausnahmefall auftritt. Es kann nämlich sein, daß das Gleichgewicht 
erhalten bleibt, wenn man die Kräfte des Systems Drehungen mit 
gleichen, aber sonst beliebigen Drehungswinkeln um die durch ihre 
Angriffspunkte gehenden Parallelen zu einer der Hauptachsen unter- 
wirft oder, kürzer gesagt, irgendeiner gemeinsamen Drehung um die 
Richtung einer Hauptachse unterzieht. Wir denken uns wieder die 
Koordinatenachsen mit den Hauptachsen zusammenfallend, die aus- 
gezeichnete Hauptachse soll die z-Achse sein. Vor der Drehung der 
Kräfte gelten dann die Beziehungen (35), nach der Drehung sollen 
wenigstens Beziehungen von der Form (32), welche die Bedingungen 
des Gleichgewichtes geben, weiter bestehen. Bezeichnen wir die 
Kräftekomponenten nach der Drehung mit X,, Yo, Z, und mit 
den Drehungswinkel, so wird: 

X —=cospX,+sinpY, Ye=—sinpgX,+cospY,, Ze —=Z,. 
Daraus folgt: 
[Z'y' =[Zy], [Y'z' =— sinp[Xz]' + cosp[Yz]', 
[2x1 = [28] Rz] = 6089 [Xz]’ + sinp|Yz]', 
[Yx=—sinpg[Xx]'+cosp[Yx], [X’yl’=ecosp [Xy]’+sinp[Yy]'. 
Aus den Gleichungen (35) ergibt sich demnach: 

BZ INA PEN) 

[Y'x]' = sing[Xx], [X'y]' =sing[Yyl' 
Damit auch nach der Drehung Gleichgewicht besteht, muß nun 
[Y'’x]' =[X’y]' werden, also: 

(38) | = De N]. 

Da die Gleichung der Fläche (33) in diesem Koordinatensystem 

lautet: | 


(399) Xx]’a® + [Yy]yP + [Zelt =1, 
finden wir jetzt für diese Gleichung: 

(89) Rx] (@- 9) + [Ze] #1, 
während die Gleichung des Ellipsoides (34) wird: 

(40) Ka]? (a4 9) + [Ze] #1, 


dieses Ellipsoid wird also eine Rotationsfläche. 
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Es sind aber die Koeffizienten [Xx]', [Yy]', [22] die Wurzeln 
der Hauptachsengleichung (37), und da diese Gleichung entwickelt 
lautet: 


4° — ([Xx] + [Yy] + [Z2]) 4° + = 0, 
[Rx] + [Xp] + [22] = [X x]? + [Vs]! + [Ze] 
sein. Wird also — [Xx]'=[Yy]', so erhalten wir: 

[Xx] + [Yy] + [22] <[Zz], 


wobei [Zz]' eine Wurzel A der Gleichung (37) ist. Setzen wir nun 
diesen Wert für A in die Gleichungen (36) und (37) ein, so gehen 


dieselben über in: 


—LYy] + [Zz]}j@ + [Yx]ß + [Zx]p = 0, 


muß: 


(41) [Xyle - {[Xx] + [Z2]}6 + [Zy]y = 0, 
5 [Xz]e + [Y2]ß - {Xx] + [Yy])y = 0 
N ne ze ve 
(42) RL ee Zar 
(Xz] [Vz] —{[Xx] + [Yy]) 


Wenn ein im Gleichgewichte befindliches Kräftesystem bei einer 


beliebigen gemeinsamen Drehung der Kräfte um eine bestimmte 
Richtung im Gleichgewicht bleibt, so heißt diese Richtung nach 
Moebius eine Achse des Gleichgewichtes.!) Es gibt dann (42) 
die Bedingung, daß eine solche Achse des Gleichgewichtes existiert, 
und die Gleichungen (41) dienen dazu, ihre Richtungskosinus zu 
finden. 


Neunzehntes Kapitel. 
Kinetik des starren Körpers. \ 


Den geometrischen Charakter, welchen die bisherigen Betrach- 
tungen getragen haben, geben wir nun, wenigstens anscheinend, auf?), 
indem wir einen neuen Begriff, nämlich den Begriff der Masse, ein- 
führen. Dieser Begriff ist bereits bei der Einführung des Kraft- 
begriffes erwähnt worden, ohne daß wir bis jetzt Gebrauch von ihm 
gemacht hätten. Wir hoben damals hervor, daß der Begriff der 





1) Lehrbuch der Statik I, Kap. 8. 

2) Man vgl. für das Folgende am besten Webster, The dynamics of 
particles and of rigid, elastic and fluid bodies, Leipzig 1904, und als Übersicht 
über das ganze Gebiet den Bericht von Stäckel in der Enzyklopädie der math. 
Wissenschaften, Bd. IV 1, p. 435 — 684, 1908. 
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Kraft, wie wir ihn verstehen, den Begriff der Masse notwendig voraus- 
setzt, sich im übrigen aber rein mathematisch definieren läßt als 
ein Vektor, der an eine bestimmte Masse geknüpft ist. Bei dieser 
an sich sehr einfachen Definition scheint indes das Wort Masse mit 
einem Doppelsinne behaftet. Einerseits drückt es nämlich aus, daß 
der Vektor sich nicht auf einen mathematischen Punkt, sondern auf 
einen physikalischen Körper, dem der Charakter einer Substanz zu- 
gesprochen wird, beziehen soll. Anderseits aber bedeutet es, daß der 
geometrisch als Strecke repräsentierte Vektor noch mit einer Zahl- 
größe verbunden sein soll, die man in die Repräsentation durch 
eine Strecke nicht mit hineinzieht. Der Grund, warum man dies 
nicht tut, liegt eben darin, daß die Zahlgröße eine von dem Vektor 
unabhängige und abzusondernde Bedeutung hat, die sich auf den 
vorausgesetzten substantiellen Träger des Vektors bezieht und ein 
gewisses Maß desselben gibt. 

Das Wort Masse hat demnach einerseits eine qualitative, ander- 
seits eine quantitative Bedeutung, und diese beiden Bedeutungen 
werden eigentlich überall zusammen gedacht, wo das Wort gebraucht 
wird. Das beste Bild, unter dem wir die Vereinigung der zwei Be- 
deutungen klar machen können, ist ein Gewichtsstück, z. B. ein Pfund. 
Das Wort Pfund gebrauchen wir nicht für ein von dem Pfundstück 
unabhängiges Etwas, wie die auf eine Marke gedruekte Nummer, 
sondern das Pfundstück selbst ist in seiner qualitativen Wesenheit 
das Gewicht, das es darstellt. Es wirkt als Maß, auf die Wag- 
schale gelegt, durch seine physikalische Besonderheit, und der zahl- 
mäßige Charakter, den das Gewicht trägt, rührt nur daher, daß 
infolge der Natur des Wägeprozesses mit Hilfe einer Gewichtseinheit, 
d. h. eines willkürlich, aber fest ausgewählten Körpers, das Gewicht 
jedes anderen Körpers sich durch eine Zahl ausdrücken läßt, die 
dann als dem Körper inhärierend erscheint und nur in Verbindung 
mit dem Körper gedacht einen Sinn hat. 

Was für unsere Zwecke resultiert, ist folgendes. Die Beschrei- 
bung einer Bewegung beruht darauf, daß es möglich ist, zwei ver- 
schiedene Raumteile zu verschiedenen Zeiten als substantiell identisch 
anzusehen. Wir sprechen von einer substantiellen Identität, weil 
dieselbe auf den Begriffen von Raum und Zeit allein nicht beruhen 
kann. Masse ist dann ein zahlmäßiger Ausdruck, der mit der sub- 
stantiellen Identität erhalten bleibt. Den Raumteil, der bei der Be- 
wegung in den verschiedenen Lagen als identisch festgestellt wird, 
nennen wir den bewegten Körper und die Masse erscheint als eine 
quantitative Bestimmung des bewegten Körpers. 

Wir. denken uns nun wieder eine Anzahl Körper von ver- 
schwindend geringen Dimensionen, die wir als Massenpunkte be- 
zeichnen. Diese Massenpunkte sind für uns vollständig charakterisiert 
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durch ihre Masse m und die drei Koordinaten &, %, 2, die ihren 
augenblicklichen Ort festlegen. Die gegenseitigen Abstände der 
Massenpunkte sollen unverändert erhalten bleiben. Wir sprechen 
dann von einem starren Massensystem. Es können aber die Massen- 
punkte sich innerhalb eines bestimmt begrenzten Raumteils ins 
Unbegrenzte vermehren, ja sogar, da sie nicht im geometrischen 
Sinne Punkte, sondern nur sehr kleine Raumteile sind, sich konti- 
nuierlich zu einem einzigen Körper aneinander schließen, ohne daß 
an den folgenden Betrachtungen irgend etwas. geändert wird. Nur 
wird im letzteren Falle die Masse jedes Massenpunktes zweckmäßiger 
mit udr bezeichnet, wenn dr das sehr kleine von dem Massenpunkte 
eingenommene Volumen bezeichnet, und an die Stelle einer Summation 
über alle Massenpunkte tritt dann eine Integration über den von 
ihnen insgesamt eingenommenen Raum. Dies sei hiermit ein für allemal 
bemerkt, während wir im nachstehenden die allen früheren Betrach- 
tungen besser angepaßte Summenbezeichnung nicht verlassen werden. 

Während in der Statik, wo die Kräfte als Vektoren von vorn- 
herein gegeben werden, die Masse keine Rolle spielt und ebensowenig 
in der Kinematik, wo die geometrische Beschreibung der Bewegung 
der alleinige Zweck ist, gewinnt sie ihre Bedeutung ın der Kinetik, 
welche eben die Verbindung der Beschreibung einer Bewegung mit 
den in der Statik eingeführten Kraftgrößen zum Gegenstande hat. 
Diese Verbindung wird gefunden, indem man eine Wertung oder 
quantitative Bestimmung der zur Beschreibung der Bewegung dienenden 
Vektoren nach den Massen, auf die sie sich beziehen, einführt. Dies 
geschieht, indem man sie einfach mit diesen Massen multipliziert. 

Wir bezeichnen mit m, die Masse, mit &,, Yo, 2 die Koordinaten 
des o!® Massenpunktes in dem vorliegenden System und führen die 
Komponenten des Geschwindigkeitsvektors: 


h ER, h dy : dz 
(1) en ee 





ein. Diesen Geschwindigkeitsvektor machen wir zu einem Kraft- 
vektor, indem wir seine vorstehenden Komponenten mit der Masse m, 
multiplizieren. Alle die Kräfte mit den Komponenten 

Moäg, Mode, Mode 


begründen nun eine Dyname, die wir als die Impulsdyname oder 
kurz den Impuls des starren Massensystems bezeichnen. Die Koordi- 
naten derselben können wir sofort hinschreiben, sie lauten: 
$=Zmd&, A—= Zmo(2 Ye — Veke); 
(2) n= Zmd, U Img (öde — ZoRe); 
S= Zmod, 9 = Amo(Yoro— LoYo)- 
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Führen wir aber die Koordinaten u, v, w, p, q, r der momen- 
tanen Bewegung des starren Massensystems ein, so wird in den 


Gleichungen (1): 
Lo =U—TrY+ 42 
(8) Y=VY—PpA tra, 
Ze = W— 4% + PYo- 
Setzen wir diese Werte in die Gleichungen (2) ein, so zeigt sich, 
daß die sechs Koordinaten des Impulses die partiellen Derivierten 
einer Funktion der kinematischen Koordinaten u, v, w, p, q, r werden. 
Diese Funktion ist die folgende: 
(4) T=32ma u —ryo+q2o) + W—P2e trag)’ + 4 + PYo)?}- 
In der Tat ergibt sich zunächst: 


UE . pe} 
2 = 2Im,(u —ry+ 92%) = mio = $, 





B eg 5 
(da) am —- PR tr) Em —N,. 


oT 2 
en Zmo(W— 9% + PYo) = mei = 5, 
und ferner: i 


oT 
isn me W — Re + PYe)Yo— (T — P2g + r)2g) etc. 


oder: 
oT i } 
az ZMo|2oYo — Yoke) = A, 
oT Ä 2 
(5b) ee: ZMmg(üoto — Zote}) = U; 
oT : 2 
dr Mel de%e — Eye) = P- 


Die durch die Gleichung (4) definierte Funktion 7 läßt sich mit 
Rücksicht auf (3) schreiben: 


(6) T=32m;(& + Yo + &°) 
oder: 
(6a) j T=32m0%, 


wenn v, die Größe der Geschwindigkeit des o%* Systempunktes be- 
zeichnet. Die so definierte Funktion 7 heißt die lebendige Kraft 
oder kinetische Energie des Massensystems in dem betreffenden 
Zeitpunkte. Wenn wir in der Gleichung (4) die Klammern auf der 
rechten Seite auflösen, so ergibt sich für die kinetische Energie eine 
homogene quadratische Funktion der sechs kinematischen Koordi- 
naten, deren Koeffizienten von der Lage und Struktur des Massen- 
systems abhängen. Nach dem KEulerschen Satze über homogene 
Funktionen wird demnach: 
Timerding, Geometrie der Kräfte, 19 
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a 
u+ ev + Hopp P+5. 4 Er 27, 

oder wenn wir die Werte (5a) und (5b) für die partiellen Derivierten 
einsetzen: 


(7) Su+tnvtöw+t3rp+tug+vv=2T, 


was sich auch durch direkte Ausrechnung bestätigen läßt. 

Wenn der Impuls des starren Massensystems während des 
ganzen Verlaufes der Bewegung konstant bleibt, so sprechen wir 
von einer natürlichen Bewegung, ändert er sh so nennen wir 
die Bewegung erzwungen. Bei einer natürlichen Bewegung müssen 
also die sechs Größen 5, n, 5, A, u, » konstant bleiben, mithin die 
sechs Gleichungen bestehen: 


di 


ds an _ ds _ dA 
) Fr, Ze =, 5 


du dv 
dt dt le am 


dt 

Ist die Bewegung erzwungen, so können wir als eine Art Maß für 
die Abweichung der Bewegung von der natürlichen die sechs Größen 
einführen: 


an N N 


d dn ds 
(8) . ol a ” dt 


dt dt 
Setzen wir auf der linken Seite dieser Gleichungen die Werte (2) 
für &, n, 5, 2, u, v ein, so ergibt sich sofort: 


X = Iimoüg, L= mel? Yo — He2e); 
(9) Y=ZmdY, M-= Zme(&e2o — oe); 
Z= Im, N 2m (Yoto — &oNe): 


Hierbei ist der doppelte übergesetzte Punkt zur Bezeichnung der 
doppelten Differentiation nach t gebraucht. Die so definierten Größen 
X, Y, Z, L,M,N lassen sich ebenfalls als die Koordinaten einer 
Dyname auffassen. Von den Kräften des dieselbe repräsentierenden 
Kräftesystems sind die Angriffspunkte wieder durch die Massenpunkte 
des Massensystems gegeben. Die Komponenten der einzelnen Kräfte 
sind: 








wobei: 
.. däg _ a? ax An düye d? yo > d.2o d? 2 
ee er Slim een 


die Komponenten der Beschleunigung des betreffenden Massen- 
punktes sind. Die Kräfte entstehen also ebenso aus den Beschleuni- 
gungsvektoren der Massenpunkte wie die Impulskräfte aus den Ge- 
schwindigkeitsvektoren, nämlich durch Multiplikation mit der zugehörigen 
Masse. Wir wollen diese neuen Kräfte als die Beschleunigungs- 
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kräfte und die aus ihnen sich ergebende Dyname als die Be- 
schleunigungsdyname bezeichnen. 

Die Koordinaten der Beschleunigungsdyname sind zunächst ge- 
geben für ein Koordinatensystem, das im Raume ruht, wir wollen sie 
nun auch beziehen auf ein Koordinatensystem, das mit dem starren 
Massensystem beweglich ist. Zu dem Zwecke haben wir zunächst die 
Frage zu erledigen, wie sich die statischen Koordinaten eines Kräfte- 
systems beim Ubergange von einem Koordinatensysteme zu einem 
anderen transformieren. Wir wollen die Richtungskosinus der neuen 
Koordinatenachsen gegen die alten in der folgenden Weise bezeichnen. 
Sie seien 

für die neue x-Achse :«,, P,, 7; 


nn mn Won 0, Par Pa: 
nn n Don 0 Par Pa 
Hat dann eine Kraft im alten Koordinatensystem die Komponenten 


X, Y, Z, so werden ihre Projektionen X’, Y', Z’ auf die neuen 
Koordinatenachsen: 


| =-a,X+ßY+ Yyı2, 
(12a) | YV=-RX+ßRY+pZ, 
2 =, X+ßY +92 


Um die Lage der neuen Koordinatenachsen völlig festzulegen, sind 
noch die Koordinaten «&,, f,, 7. hinzuzufügen, welche dem neuen 
Koordinatenursprunge im alten Koordinatensystem zukommen. Dann 
sind die Koordinaten x, y, 2 eines Punktes im alten Koordinaten- 
system mit den Koordinaten «, y', 2’ desselben Punktes im neuen 
Koordinatensystem durch die Gleichungen verknüpft: 


zent t+RYyV + a2, 
(12) y=ß,+ Bd + BY + B32, 
\z=eytnetrpy tr. 

Die Linienkoordinaten der neuen Koordinatenachsen (d.h. einer 
in ihnen liegenden Liniengröße von der Länge 1) im alten Koordinaten- 
system sind der Reihe nach: 

&, Br» 9» Porı roh, Yo &rır oßı — Pac 

Gy, Bo, Par Pore—Yoße, Polka — Pr, Coßa — Pole, 

O3, Ba, Ya). Bors— Yoßss Pol — Ya, Coßs — Bots: 
Bezeichnen wir nun mit X, Y, Z, L, M, N die sämtlichen sechs 
Koordinaten einer Kraft im alten System, mit X, Y', Z, U,M', 
N’ die entsprechenden Koordinaten im neuen System, so sind L’, M', 
N’ die Momente der Kraft bezüglich der neuen Koordinatenachsen und 

19 * 


292 Neunzehntes Kapitel. Kinetik des starren Körpers. 


mithin nach dem allgemeinen Ausdruck für das gegenseitige Moment 
zweier Liniengrößen: 
U=«L+ß,M-+y,N 

+ (Bor — PB) A + (Por — &Yı)Y + (Üoßı — Baar) 2, 
M=aL+ß,M-+97,N 

+ (Bora — Yoß) A + (Polz — %P2)Y + (Moße — Boe) Z, 
N = ,L+Pß,M+97,N 

+ (Bora — Yoßs) X + (Pos — &pY5)Y + (Üpßs — Poa;) 2. 


Wir nehmen insbesondere an, die Abweichung des neuen Koordi- 
natensystems vom alten sei unendlich gering, dann können wir setzen: 


(12b) 


„=udl, = l, ß,=rdt, = gdt, 

B=rdl, = —rdt, B=1, Y2 = pol, 

„=wöt, = qdi, ß=-pIt 9-1. 
Es sind nun dog =x — a, döy=y-—y, d2=2-— 2 die Komponenten 
der Verschiebung, welche ein Punkt erfahren hätte, wenn er an der 
Bewegung des Koordinatensystems teilgenommen und so seine wirk- 


liche Lage erreicht hätte Nach (12) und den vorstehenden Werten 
der Koeffizienten wird aber: 


d2e=(u—ry+g2)dt, d9y=(v—pz +re)dt, dae=(w—qgr-+ry) dt. 


Es sind also pödt, qdt, rdt die Winkel dreier Drehungen um die 
%-, y- und 2-Achse, welche mit den Verschiebungen udt, vöt, wöt 
längs der Koordinatenachsen zusammengenommen das Koordinaten- 
system in die unendlich benachbarte neue Lage überführen. Gebrauchen 
wir noch für die Anderungen der Kraftkoordinaten die Bezeichnungen: 
ET AT ENT NEN NS 
U’—-L=döL, MW-M=öM, N—-N=ÖN, 


so ergeben sich für diese Änderungen die Ausdrücke: 


0X =(rY —qZ)dt, 9Y=(pZ —rX)dt, 6Z=(qX—pY)dt, 
o6L=(rM—-yqN+wY-vZ)Öt, 
en oM=(pN—-rL+uZ— wX)dt, : 
o9N=(aL—-pM+vX — uY)dt, 
indem die zweiten Potenzen von öt gegen die ersten vernachlässigt 
werden. 


Die gefundenen Formeln wenden wir an auf die Impulsdyname 
des starren Massensystems.. Wir bezeichnen die Derivierten der 
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Koordinaten dieser Dyname nach der Zeit, wenn dieselben sich auf 
ein gegen das Massensystem festes Koordinatensystem beziehen, mit 
ds da de di da dv 
adden dead’ di, 
Dann wird beispielsweise die Änderung der ersten Koordinate gegen 
ein im Raume festes Koordinatensystem in einer sehr kurzen Zeit dt: 


St 88, 


wo 0$ gemäß der obigen Formel für ÖX gebildet ist. Denn wenn 
zur Zeit t die erste Koordinate des Impulses in beiden Koordinaten- 
systemen übereinstimmend $ ist, so ist sie nach Verlauf der sehr 
kurzen Zeit dt in dem Koordinatensystem, das im Raume fest ist: 


+0: 
geworden, in dem gegen den festen System aber: 
Eee en 
und die Differenz dieser beiden a also 
So er muß = 08 sein. 


Mit Rücksicht auf die Gleichungen (9) und die für die neue 
Bezeichnung umgeänderten Gleichungen (13) ergibt sich so aber, wenn 
wir gleich die entsprechenden Gleichungen hinzufügen: 


xX- 58-1498, 
Y--pcHrE, 
d 
2-2 —qg5+pm, 
(14) 5 
UP aWNL GG, 


Me po+rR ut wä, 


N-2 —-gAtpu-vötun 


Dieses ist der Ausdruck für die Beschleunigungsdyname, wenn ein 
im Körper festes Koordinatensystem zugrunde gelegt wird. 
Wir bezeichnen nun mit 
u, db, w, p,q,t 


die Koordinaten irgendeiner neuen Schraubung 8 und bilden den 
Ausdruck: 
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(15)  8W={Xu+Yo+Zw+Lp+Mg + Nt}öt, 


den wir schon früher eingeführt und als die Arbeit, die das durch 
seine statischen Koordinaten X, Y, Z, L, M, N charakterisierte 
Kräftesystem bei der Schraubung 8 während der Zeit öt leistet, be- 
zeichnet haben. 

Wenn wir, um die Arbeitsleistung öW/öt zu berechnen, die 
Gleichungen (14) der Reihe nach mit ıt, dv, w, p, q, t multiplizieren 
und addieren, so zerfällt der entstehende Ausdruck in zwei Teile, 
®, und &,, von denen der erste: 


(16) ur Ar a 


ist. Der zweite Teil aber läßt sich, wenn man auf die Definitions- 
gleichungen (2) der Impulskoordinaten zurückgeht und durch die 
Gleichungen (3) u, v, w eliminiert, schreiben wie folgt: 
D, = — Zmoko{g4(W — (Lo + PYe) — rd — P2%. + Txo)) 
— Zmeyeir U — ty + 920) —-P (W486 + PYo)} 
—ZMoEo ip (> Po + tu) gu 7y,.2.020)). 
Dieser Ausdruck wird auf eine einfachere Form gebracht, wenn wir 


die Komponenten der Verschiebung des ot Massenpunktes bei der neu 
hinzugenommenen Schraubung durch die Gleichungen einführen: 





02, = (U — TYyg + 429) ÖL, 
(17) —- (0 — 92%, +12) 0, 
62, = (W — (2 + PyYo) Öt. 

Dann wird: 


(18) = — Zmolä,(gd2.—röY)+Ye(rIR— POL) +Ze(P$Yy—g0R,))- 
Anderseits aber wollen wir: 
(184) , = — ({T/u+ Z/v+ Z/’w+ 7)» + 7) q+ Tr) 


setzen, indem wir uns die Gleichungen (14) mit Rücksicht auf die 
Formeln (5a) und (5b) in der folgenden Gestalt geschrieben denken: 


I a ae 


ul) Ne 


Der Ausdruck (18) für ®, geht aus der kinetischen Energie auf 
einfache Weise hervor. Bildet man nämlich deren Variation gemäß 


der Gleichung (6), so ergibt sich: 
ST =Zme (kolüg + YodYo + 2008) 
= Im (ädlu —r%+4%)+--.)- 
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Wenn man nun die Variation von u—ry,+ 42, und der ent- 
sprechenden Ausdrücke so ausführt, daß man nur die Koordinaten 
%o, Yo, Ze der einzelnen Massenpunkte variiert, nicht aber die kine- 
matischen Koordinaten u, v...., welche die augenblickliche Bewegung 
des Massensystems bestimmen, dann erhält man genau den oben- 
stehenden Ausdruck (18) für — &,. Führt man weiter für die Varia- 
tionen der Punktkoordinaten die Ausdrücke (17) ein, die sie durch 
eine „virtuelle Schraubung“ festlegen, und ordnet den ent- 
stehenden Ausdruck nach den Koordinaten ı, d .. . dieser virtuellen 
Schraubung, so entsteht eine lineare Funktion jener Koordinaten ı, 
D... Die Koeffizienten in dieser sind es, die wir mit den Sym- 
bolen 7, T) .. . bezeichnen. 

Weit einfacher gestaltet sich die Berechnung des Arbeitsaus- 
druckes, wenn wir das im Raume feste Koordinatensystem zugrunde 
legen. Wenn wir in die Formel (15) die Werte (9) für X, Y, Z, 
L, M, N einsetzen, so läßt sich der entstehende Ausdruck schreiben: 


8 W= >'melü, U Lyo+ 42) + YO —PA+ TR) +2, (W424 PY))0%, 
oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (17): 


(20) oW=Zm, dr + YodyYyo + 2o02e} 
Diese Gleichung gibt das d’Alembertsche Prinzip für ein starres 
Massensystem. 


Lassen wir insbesondere die virtuelle Schraubung mit der wirk- 
lichen Schraubung zusammenfallen, so werden die Komponenten d%,, 
ÖYo, O2, zu den Komponenten das, dye, dz, der wirklichen Ver- 
schiebung während der sehr kurzen Zeit di. Da wir aber: 


dx, = &pdt, Ay —Yodt, d2g = Erd 
und anderseits: 
&,dt = dä,, Yodt=dyo, Zdt= di, 
setzen im wird, wenn wir die zugehörige Arbeit mit dW statt 
mit Ö6 W bezeichnen: 
dW = Zim, \üodio + YodYo + Zode) 
oder mit Rücksicht auf (6) einfach: 
(21) dW=dT. 


Dies ist der Ausdruck für das Prinzip der lebendigen Kraft in dem 
besonderen Falle eines starren Massensystems. Es lautet in Worten: 
Die Arbeit der auf das Massensystem wirkenden Beschleunigungs- 
kräfte ist gleich der entsprechenden Zunahme der kinetischen Energie 
dieses Massensystems. 
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Ist nun die Bewegungsfreiheit des Massensystems beschränkt und 
sei n die Anzahl seiner Freiheitsgrade, so bestehen zwischen den 
Koordinaten aller Schraubungen, welche der Körper ausführen kann, 


d.h. zwischen den Koordinaten ı, dv... .. der virtuellen Schraubung, 
6 — n lineare Gleichungen, die wir schreiben wollen: 


Dann wollen wir für die Koordinaten der Beschleunigungsdyname 
die folgenden Ausdrücke einführen: 


X=-X,+Rt+: ’ + Re_nle-n; L=1,+ RL, Le -+Re_, ne 
Y=Yo+R,yıt: n -+Re_,96—n; M=M,+R,nm,+ u +R;_,Me_n, 
j= Zt+Rizat+ : + Re _n36—n, N=N,+ R,n,+ ‚ -+Rs_, Ns—n, 


und damit werden die Bewegungsgleichungen (8): 


ds an ds 
ae IR in Pr Ye Sun Fr Zo De 


dA 3 du dv 
4-1, + DR, E=M, +, Rm, ?-N,+ DI Rn. 


Wenn wir nun den Arbeitsausdruck nach der Formel (15) berechnen 
und dabei die Koordinaten der virtuellen Schraubung den Bedingungs- 
gleichungen (22) unterwerfen, so zeigen die Gleichungen (23) sofort, daß: 


(25) oW=X,u+Yv+Zmw+Lp+ Mg + Nor 


wird. Wenn man also die Variationen d,, ÖY,, 62, der Punktkoordi- 
naten der Beschränkung unterwirft, daß sie sich auf eine mög- 
liche, d. h. mit den Bedingungen (22) verträgliche Schraubung 
beziehen, so gilt die Gleichung (20) des d’Alembertschen Prinzipes, 
die eine einfache Folgerung aus den Bewegungsgleichungen ist, indem 
man für dW den Ausdruck (25) nimmt, unabhängig von den Werten 
der De 

Nun kann man auch, statt die Beschränkung der Bewegungs- 
freiheit durch eine Anzahl linearer Gleichungen zwischen den 
Schraubungskoordinaten einzuführen, diese letzteren als lineare Funk- 
tionen von n Parametern geben, wobei » die Zahl der Freiheitsgrade 
des Massensystems ist. Wir haben demgemäß zu setzen: 


u=1ö0,+: - + 1.0, Bi) = P,0, + 5 ec PnOn, 
(26) v=v,r + min, Nr Inn 
w=Ww,ö, +: bg -+10,Ö0n; tr= ro, + £ + 10,: 


(@3) 





(24) 





In diesen Formeln sind ı,, d,... als Konstante zu behandeln, 
ö,'"'&„ sind die Parameter, welche die virtuelle Schraubung fest- 
legen. Die Koordinaten der tatsächlichen momentanen Schraubung 
mögen entsprechend bezeichnet werden: 
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(a) um + tm, P=dm, +::- + 1.0, USW, 


indem ®,...o,„ die Parameter dieser wirklichen Bewegung bedeuten. 
Die kinetische Energie wird dann, wenn wir in ihren Ausdruck (4) 
die vorstehenden Werte von u, v... einsetzen, eine homogene 
quadratische Funktion dieser n Veränderlichen o,... ®,„, sagen wir: 


(27) 217,050, 


Hierbei sind wieder die Koeffizienten Funktionen der x, Yo, £o, 
also der Lage und Struktur des Massensystems, außerdem aber 
Funktionen der die augenblickliche Beschränkung der Bewegungs- 
freiheit bestimmenden Größen ı1,, d;... Wenn ferner die Koordi- 
naten der Massenpunkte auf ein gegen die letzteren festes Koordinaten- 
system bezogen werden, so sind die Koeffizienten A,. überhaupt wie 
Konstante zu behandeln, vorausgesetzt daß wir die Größen u,,d;,... 
als Konstante ansehen. 

Bilden wir jetzt den Arbeitsausdruck ö W, so können wir zunächst, 
da die durch den Ansatz (26) festgelegten Schraubungskoordinaten 
den Gleichungen (22) genügen, dW in der Form (25) voraussetzen, 
und wir finden dann weiter, indem wir: 


23) &=- X, + Yv+ 2w + 1,9: + Mg: + N (@=142...n) 
machen: 
(29) oW= 238,8. 
Geht man nun von den Bewegungsgleichungen (19) aus, multi- 
pliziert sie der Reihe nach mit ıt, d, w, pP, gq, tr und addiert sie, so 


erhält man auf der linken Seite 6 W. Auf der rechten Seite kann 
man sofort den zweiten Teil 





(30a) —(T,u+7/0+:---+ T,Y)= —-2T,,0: 
setzen, da u, d... homogene lineare Funktionen der ö; sind. Den 
ersten Teil ersetzen wir durch die Differenz: 
d (oT. oT oTdu oT dr 
el arten: 


Nun können wir folgenden allgemeineren Satz zu Hilfe ziehen: 
Sind in einer homogenen quadratischen Funktion 


1 
T= 3 Daurlut, 
u, v 


die m Veränderlichen «. homogene lineare Funktionen von n Para- 
metern @,...@,, so wird nicht bloß: 


T= 4 > Ası960r, 
0,7 
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sondern, wenn 4%,'...4.' und @,' ...@, irgend zwei andere korre- 
spondierende Wertesysteme sind, so daß: 


I ıl ! ! 1 l ! 
T'=-+ > Ar ty W=%5 >’ Aor@o Or 


ist, wird auch: 


Dan 
EN PA 
[0] 
Denn es bilden auch u, + % ... Um + Um und ©, +09... + @, 


zwei korrespondierende Wertesysteme, so daß auch: 
3 > Marl + U) (Ur + 6) = 3 > Aor(@0 +00) (0. + ©) 


ist. Rechnet man die linke und die rechte Seite dieser Gleichung 
aus, so treten auf beiden Seiten der Gleichung drei Glieder auf. 
Von diesen drei Gliedern sind die ersten auf beiden Seiten überein- 
stimmend gleich 7), die letzten gleich 7’, sie heben sich also weg, und 
was von der vorstehenden Gleichung dann noch übrig bleibt, bildet 
die Gleichung, die bewiesen werden sollte. 

Nach dieser allgemeinen Gleichung aber wird: 








oT oT oT 
(30b) Nr a 
dr nn dön i i 
und, da auch 4 An ker: und a ZWel korrespondierende Wert- 
systeme bilden: 
oTdau oT dr oT döi 
(306) du ae a da 


Differenziert man die erste dieser Gleichingen nach £ und subtrahiert 
von ihr die zweite Gleichung, so steht links die auszurechnende 
Differenz, rechts aber: 


a Sy 
du 00, ’ ZZ do, dt N. Ze 


Vereinigt man die gefundenen Werte zu dem zu ermittelnden Aus- 
drucke für OW, so ergibt sich: 


Mär Deka Ta; ‚]®% ® 


und somit finden wir, wenn wieder für dW der Ausdruck (29) sub- 
stituiert wird: 


(30) 2 (@) _ 7, a 





Dies sind die allgemeinen Gleichungen, welche den für ein gegen 
das Massensystem festes Koordinatensystem geltenden Gleichungen (19) 
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bei beschränkter Bewegungsfreiheit des Körpers analog sind. Die 
Bedeutung des Ausdruckes 27,,&; ist nach seiner Definition die, 
daß er die Veränderung angibt, welche die kinetische Energie erleidet, 
wenn man in den Koeffizienten A,- den Koordinaten x,, Yo, 2, der 
Massenpunkte die durch die Gleichungen (17) und (26) definierten 
Anderungen erteilt. 

Bildet man den Ausdruck P2lln @;, so wird dieser gemäß der 
diese Größen 7,, definierenden Formel (30a) gleich: 


T/u+T/v+--+T/!r, 
geht also nach (18a) aus der dort eingeführten Größe — ©, hervor, 
wenn man 1,0... durch u, v... ersetzt. Damit geht aber gleich- 
zeitig 
Ödg, IYo, O2, in Kodt, Yodt, Zodt 

über, und dann zeigt die Gleichung (18), daß in diesem Falle &, 
verschwindet, indem die Koeffizienten von p, q, rin dieser Gleichung 
einzeln gleich Null sind. Demnach wird: 


In dem speziellen Falle, wo die 7,, alle gleich Null werden, 
gehen die Gleichungen (30), wenn man auch die &,—=(0 nimnt, 
über in die ganz einfache Form: 


d’/oT: 
3) 
die sich sofort integrieren läßt und 


d 
(32) | @= 12.2) 





ergibt, wobei die c; Konstanten bedeuten. Die in dieser Formel 
steckenden Gleichungen lauten ausgeschrieben, wenn man 7’ in der 
Form (27) annimmt: 

4,09, + As ++ Anm = G, 

A, + Ag ++ Ann — 0, 


doch are ae pr ae ua ah rar 


Anı, = A209, Eee 10, = (nm. 


(32a) 


Nun ist aber die Determinante der Koeffizienten A, notwendig von 
Null verschieden, weil die quadratische Form mit diesen Koeffizienten, 
welche die kinetische Energie darstellt, als solche stets positiv ist und 
nur verschwindet, wenn alle @;= 0 sind. Deshalb ergeben die vor- 
stehenden Gleichungen ein Lösungssystem: 


(33) DR el ln 
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Die Größen (©, ... C„ sind mit den A,-, von denen sie abhängen, 
in der Zeit konstant, da das zugrunde gelegte Koordinatensystem im 
Körper fest angenommen wurde. Die Schraubung des Körpers bleibt 
also unverändert dieselbe, und deshalb bezeichnet Ball die Schrauben, 
die durch die Gleichungen: 


T-0,..1,-0 


festgelegt werden, als permanente Schrauben.') 


Die Gleichungen: 
DOOR 


legen bei der beschränkten Bewegungsfreiheit die natürliche Bewegung 
fest. Wenn die Größen 2,... Q, nicht verschwinden, ist die Be- 
wegung auch innerhalb der beschränkten Bewegungsfreiheit erzwungen, 
und wieder geben die Werte von 2,...2,„ ein Maß des Zwanges. 
Es frägt sich, inwiefern sich dieses Maß mit dem früher durch die 
Beschleunigungsdyname gegebenen vereinigen läßt. 

Wir greifen zunächst auf die Gleichungen (23) zurück, durch 
welche die Größen X,, Yo, Zu Lo, Mo, No eingeführt wurden, und 
ergänzen die dort noch unvollständige Bestimmung. Die Werte 
R,... Re_,„ sind nämlich in diesen Gleichungen zunächst vollkommen 
ka Wir legen sie aber fest, wenn wir die Gleichungen 
folgendermaßen schreiben: 


X=P,u,+-.-+P.n+ Rt, ++ Werne, 
Y=P,v, +: + P„0. + R,y, ++ Re _,9e u, 


(BE) a 
N= Bir, Sry Datz I R,n, a a Bo le ne 
Denn dann können wir 4,0,...% G=1...n und 1, 4y...1 
j=1...6—n) als die Koordinaten von zusammen sechs Schrauben 


auffassen, die nicht einem linearen Schraubensystem angehören. Durch 
diese Koordinaten lassen sich die Koordinaten einer beliebigen Dyname 
linear ausdrücken, und zwar sind die Koeffizienten 


BRD 


dieser linearen Ausdrücke eindeutig festgelegt. 
Setzen wir nun in (34): 


Be PR en Ba ua 2 Pr Pre a0 u nn En 2 
(35) Y‚„= Pt +:--+PR%, M=-Pıh+--+ Pr, 
A») = +. + Dom, Ne Bits, 


1) Transactions of the R. Irish Academy, Vol. XXIX, 1890, p. 613. Theory 
of Screws, Chap. XXV. 
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so gelangen wir zu den Gleichungen (23) zurück. Wenn wir aber 
die vorstehenden Gleichungen zusammenhalten mit den Gleichungen 
(26), aus denen sie für &,=P,...&,—=P, hervorgehen, so er- 
kennen wir, daß X,, Y,... charakterisiert sind als die Koordi- 
naten einer Dyname, deren Schraube zu dem die Beschränkung 
der Bewegungsfreiheit darstellenden Schraubensystem gehört, also 
gleichzeitig die Schraube einer möglichen Schraubung des starren 
Massensystems ist. Eine solche Dyname, deren Schraube zu 
dem durch die beschränkte Bewegungsfreiheit gegebenen 
Schraubensystem gehört, wollen wir hier als Beschleu- 
nigungsdyname bezeichnen. Hingegen wollen wir die Dyname, 
die nach Abzug der Beschleunigungsdyname von der ursprünglich 
vorliegenden Dyname noch übrig bleibt, deren Koordinaten also 
lauten: 


Re a REN EA 
De WEN ME MENSN.N, 


als Reaktionsdyname bezeichnen. Die Koordinaten dieser Reaktions- 
dyname sind von der Form: 


3°: rn R;r, ar jur = u is => RL, =: ea ie Be 10 
USW, 


8) | 


und charakteristisch für sie ist, daß für sie infolge der Gleichungen (22): 


oW 


3 5 


NEU +Y,0 + Z,w + LP +M,gq+N,r=0 


wird, also die Arbeitsleistung dieser Reaktionskräfte bei jeder dem 
starren Massensystem möglichen Schraubung verschwindet. 

Nehmen wir nun die Gleichung (28), die 2, definiert, und 
setzen in ihr die Werte (35) ein, so ergibt sich: 


2,=TI}ıPı zn IT]. P3 en IinPn; 
9% =1,P,+13P; ++ Inn, 


a a Te 


2, = I„ıP, + InsPa ++ InnPr; 





(88) 


wenn wir: 

89) Tu + WG HP FE; HU (Wj=1...m) 
setzen. Es ist nun leicht zu sehen, daß die Determinante dieser 
Koeffizienten I;,; nicht verschwindet. Denn multiplizieren wir die 


Gleichungen (26) der Reihe nach mit p,, q,, %, 1,, d,, w; und addieren 
sie, so finden wir: 


up +, tm, tpy +, + my; = N,;0, ++ In G=1...m. 
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Wenn nun die Determinante der T,;=0 wäre, so könnte man diese 
Gleichungen mit solchen Koeffizienten A; multiplizieren, daß ihre 
Summe unabhängig von ö,...&,„ verschwindet. Es würde dann: 


um, ++: +1m =0, | 


wenn man setzt: 
Z4,P; == Dr, 24,0; ll ZA,W; = 


Dies sind die Koordinaten einer Schraube des linearen Schrauben- 
systems, das durch die Gleichungen (26) festgelegt wird, sie ergeben 
sich aus diesen für &;= 4, Zu dieser Schraube müßten aber, da die 
Gleichung up, +: :-+rm,=0 für die Koordinaten u, dv... einer be- 
liebigen Schraube des Systems erfüllt sein soll, alle Schrauben des 
linearen Systems, zu dem sie selbst gehört, korreziprok sein, was 
unmöglich ist. 

Es lassen sich also, weil die Determinante der Koeffizienten 
nicht verschwindet, die Gleichungen (38) nach P,,P,...P, auflösen 
und ergeben ein Lösungssystem. Die Größen 2,,8,...8, gehen 
somit einfach durch eine lineare Transformation aus den ursprüng- 
lichen Koordinaten der Dyname innerhalb des linearen Schrauben- 
systems hervor und lassen sich ihrerseits als solche Koordinaten 
deuten. Die Gleichungen (30) haben demnach in der Tat bei 
der beschränkten Bewegungsfreiheit dieselbe Bedeutung wie die 
früheren Gleichungen (19) für das freie Massensystem, indem auf 
ihrer linken Seite die Koordinaten der Beschleunigungsdyname stehen. 

In dem besonderen Falle, wo das System nur einen Freiheitsgrad 
besitzt, also zwangläufig ist, wird der Ausdruck für die kinetische 


Energie einfach: 
T-=-,40% 


Es. wird hier 7W =0, a — Ao, also wird die einzige Bewegungs- 
gleichung: 
(40) 2=4A-—: 


Es liegt der Gedanke nahe, die speziellen Betrachtungen, die 
wir oben über lineare Schraubensysteme der verschiedenen Stufen 
angestellt haben, hier nach der kinetischen Seite hin fortzusetzen. 
Die früheren Untersuchungen hatten wir jedesmal auf ein besonders 
gewähltes Koordinatensystem gegründet, und das gleiche müssen wir 
auch hier tun, wenn wir Formeln von gleicher Einfachheit erlangen 
wollen. Dabei ist aber von vornherein zu bemerken, daß, damit die 
so gewonnenen Formeln wirklich Sinn haben, wir annehmen müssen, 
die momentane Beschränkung der Bewegungsfreiheit sei dauernd die- 
selbe, d.h. die Koeffizienten in den sie darstellenden linearen Glei- 
chungen seien als Konstanten aufzufassen. Denn sonst würde auch 
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das zugrunde gelegte spezielle Koordinatensystem sich während des 
Verlaufes der Bewegung verändern, und Gleichungen, die sich auf 
dieses Koordinatensystem beziehen, können keine Lösung des Bewegungs- 
problems bedeuten, weil die Aufgabe, in jedem Augenblicke die Lage 
des speziellen Koordinatensystems zu bestimmen, unerledigt bleibt 
und sich somit aus den aufgestellten Bewegungsgleichungen eine 
Beschreibung der vor sich gehenden Bewegung nicht abnehmen läßt. 
Wenn wir nun voraussetzen, daß die vorliegende Beschränkung der 
Bewegungsfreiheit dauernd durch dieselben linearen Gleichungen 
zwischen den kinematischen Koordinaten gegeben wird, also von der 
Zeit und der Lage des Körpers unabhängig ist, so müssen wir uns 
klar machen, daß wir damit das Feld des praktisch Bedeutsamen und 
vielleicht auch des praktisch Realisierbaren verlassen und nur einer 
theoretischen Klärung zustreben. Vom Standpunkte der letzteren aus 
aber scheint es natürlich und angebracht, so vorzugehen, da wir auf 
diese Weise die einfachsten Typen der Bewegungsmöglichkeiten ge- 
winnen und damit auch eine Illustration der Bewegungsvorgänge 
überhaupt an den theoretisch nächstliegenden Fällen erhalten. 


Zwanzigstes Kapitel. 
Der freie Körper. 


Wir stellen uns zunächst die Aufgabe, die Bewegung eines freien 
Körpers näher zu untersuchen, wobei wir das Wort Körper einfach 
im Sinne eines starren Massensystems gebrauchen. Zu dem Zwecke 
knüpfen wir wieder an den in der Gleichung (4) des vorigen Kapitels 
gegebenen Ausdruck für die kinetische Energie an. Denken wir uns 
denselben auf ein in dem Körper festes Koordinatensystem bezogen, 
so wird er eine quadratische Form der kinematischen Koordinaten 
u,v...mit konstanten Koeffizienten, denn die Koordinaten &,, Yo, 2, 
von denen diese Koeffizienten abhängen, erfahren in einem solchen 
Koordinatensystem keine Änderung. Wir fragen nun, ob durch ge- 
eignete Wahl des Koordinatensystems sich der Ausdruck für die 
kinetische Energie auf eine besonders einfache Form bringen läßt. 

Wir denken uns den Ausdruck für 7, wie er sich durch Aus- 
rechnung der Klammern in der Formel: 


(1) T=4zmol(u—ry +42) + —P2ot+rE) + (W— 4% + PYe)”} 


ergibt, in drei Teile zerlegt, von denen der erste nur u, v, w, der 
letzte nur p, q, r und der mittlere beide Tripel von Veränderlichen 
in jedem Glied vereint enthält: Der erste Teil ist dann einfach: 
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(1a) T, 3 MA ew) 


wenn M = Zm, die Gesamtmasse des Massensystems bedeutet. Der 
letzte Teil wird: 


(1b) 7, = 4 2me {(rye — 428)” + (P2g — 1%)” + (4% — PYe)’); 
und der mittlere Teil: 

(le) T'= Mia,(vr - wg) + y(wp— ur) + 20(uqg — vp)), 
wenn: 


EMgLg 3% EMmoY IE: mgR, 


(2) ea lien Im, NEANE-T Im, 








gesetzt wird. Es sind dann %,, %,, 2, die Koordinaten des Schwer- 
punktes. Wählt man nun diesen Schwerpunkt des Massen- 
systems zum Koordinatenursprung, so verschwinden z,, %9, £o 
und damit 7’. Wir wollen das 7,, das sich dann ergibt, zur Unter- 
scheidung schreiben: 
T,=3M(u?’+ v2 + w°) 
und haben jetzt: 
T=-T,+TJ,. 


Die gesamte kinetische Energie zerfällt so in zwei Teile, der erste 
Teil rührt von der Bewegung des Schwerpunktes her und ist gleich 
der kinetischen Energie der in diesem Schwerpunkte konzentrierten 
Gesamtmasse, der zweite Teil bezieht sich auf die Drehung um den 
Schwerpunkt. 

Es bleibt noch dieser zweite Teil des Ausdruckes für die kine- 
tische Energie zu untersuchen. Derselbe ist durch den Ausdruck (1b) 
gegeben, wofür wir auch schreiben können: 


(1d) 7, = 3 Zmel(@e + Yo + Ze) P’+ Hr?) - (XP + YeQ + Zer)?}- 
Hierin wollen wir setzen: 
(3) P+qQ?+r-o), 


wobei die Winkelgeschwindigkeit der momentanen Schraubung 
bezeichnet, ferner: 


(4) Zmg(ügp + Ye + 2? =, 
und endlich: 
(5) Em; (& + Ye +2)—D. 


Dieser letzte Ausdruck ist das Trägheitsmoment des Massensystems 
für den Koordinatenursprung. Bei Einführung der vorstehenden 
Bezeichnungen wird die Gleichung (1d): 


(le) T, = +{Do?— 0°): 
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Wir wollen nun die Formel (4) weiter erörtern. Machen wir 
in ihr: 


(6) Ne Br ee 
so wird sie: 
(7) ZMo(%e% + Yoy + 202” = 1. 


Deuten wir in dieser Gleichung x, y, 2 als Punktkoordinaten, so 
stellt sie ein Ellipsoid dar, das wir als das Binetsche Trägheits- 
ellipsoid bezeichnen wollen.) Der Mittelpunkt desselben ist der 
Koordinatenursprung, den wir mit dem Schwerpunkte S des Massen- 
systems zusammenfallen lassen wollten. Ist Pein Punkt des Ellipsoids 
und vergrößern wir den Radiusvektor SP im Verhältnis 6:1, so 
wird die Länge des Radiusvektors S_ P', in den SP übergeht, gleich o. 
Wenn nun p, q, r gegeben sind, so ist auch der Punkt P', dessen 
Koordinaten diese Größen sind, gegeben, und man kann das Trägheits- 
ellipsoid dann benutzen, um 6 zu bestimmen. Denn wenn der Strahl 
S.P' das Ellipsoid in P trifft, so wird: 

Buben 
BAR 

Nach dem Ausdrucke (le) für die kinetische Energie 7, der 
Drehung sieht man sofort, daß bei gegebenem & diese Energie einen 
Extremwert erreicht, wenn der Radiusvektor SP des Binetschen 
Trägheitsellipsoids einen Extremwert erreicht, also in eine Halbachse 
des Ellipsoids fällt. 

Wir wollen das Koordinatensystem nun so annehmen, daß seine 
Achsen mit den Hauptachsen des Trägheitsellipsoids zusammenfallen 
und das letztere infolgedessen eine Gleichung von folgender Gestalt 
erhält: 

(8) AX&®+ By +(l?=1. 
Dann wird die Formel (4), wenn wir zur Unterscheidung hier für 
p, 9, r Kursive verwenden: 


(4a) = A'p? = B' su O'r:, 
während die Formel (3) ungeändert bleibt. Die linke Seite in der 
Gleichung (5) ist aber, wie man sofort sieht, die Summe der Koeffi-. 


zienten von x, y? und 2? in der Gleichung (7) des Trägheitsellipsoids 
und bei der Koordinatentransformation invariant. Es wird demnach jetzt: 


(da) DESATSRBEr (N 
Somit erhalten wir: 
(1f) ar =(lBrr O)pP+(C'+ A)®+(A-+ Bir, 


1) Vgl. Binet, Journ, de l’Ecole polytechn , Cah. 16, 1813, p. 41. 


Timerding, Geometrie der Kräfte, 20 
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oder wenn wir: 


(9) B'+C'=4A, C'+A4=D, A+B=( 
machen: 
(1g) T,=3(AP! + Be+ Cr), 


und demnach wird bei dieser besonderen Wahl des Koordinatensystems 
die gesamte kinetische Energie: 


11h) 7T=4+MW#+ VW) +5 (Apr Ber Or) 


Die Koordinatenachsen heißen dann die Hauptträgheitsachsen 
des Körpers) Da 7’ immer positiv sein muß, ist sofort zu schließen, 
daß auch A, B, C stets positiv sind. Wir nehmen im folgenden 
außerdem A > B> CO an, indem wir die Gleichheit zweier dieser 
Größen, trotzdem sie bei der Theorie des Kreisels?) eine große Rolle 
spielt, ausschließen. 

Aus dem vorstehenden Ausdrucke für 7 ergeben sich sofort. die 
Koordinaten der Beschleunigungsdyname als seine partiellen Derivierten: 


(10) $= Mu, n=Mv, S=Mw, = Ap, u= Bag, v=(r, 


und damit werden die Bewegungsgleichungen (14) des vorigen 
Kapitels, wenn wir zur Unterscheidung die Koordinaten der Beschleu- 
nigungsdyname für dieses besondere Koordinatensystem mit Kursiven 
bezeichnen: 


d d 
X-M in, +qw-rıh I=-48-(B-Ogr, 
(11) Yy-u|/® +ru pw); M=BS! u GA), 
d d 
Z=M [5 +p-qub N=-07—-(4-BDpa 


Wenn wir durch die Gleichungen (2) die Koordinaten %,, %9, 2, 
des Schwerpunktes einführen, so lassen sich auch die ersten der drei auf 
ein im Raume festes Koordinatensystem bezogenen Bewegungs- 
gleichungen auf eine bemerkenswerte Form bringen. Es wird nämlich: 


= mod =  ZmgR = ne (Mx,) = Mi, 
also: | 
(12a) S= Mä,, n= My,, ‘= M3,, 
mithin gehen die ersten drei Gleichungen (9) des vorigen Kapitels 
über in: 


(12b) ONE NA 


1) Sie sind von Segner entdeckt worden, Specimen theoriae turbinum 1755. 

2) Es ist hier der Ort, auf das Werk von Klein und Sommerfeld, Die 
Theorie des Kreisels, 3 Hefte, 1897—1903, zu verweisen, in dem diese Theorie 
mitsamt ihren allgemeinen Grundlagen erschöpfend entwickelt ist. 
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Diese Gleichungen zeigen, daß die Resultante der Beschleunigungs- 
dyname an Größe und Richtung gleich wird dem mit der Gesamt- 
masse multiplizierten Beschleunigungsvektor des Schwerpunktes. 
Es ist somit möglich, die Bewegung des Schwerpunktes völlig ge- 
sondert zu beschreiben, indem man sich denselben mit der Gesamt- 
masse M behaftet denkt und den mit dieser Gesamtmasse multipli- 
zierten Beschleunigungsvektor als Kraftvektor einführt. 

Es zeigen aber die drei letzten Gleichungen (11), daß auch die 
Drehung um den Schwerpunkt sich gesondert beschreiben läßt.!) 
Denn in diesen Gleichungen kommen auf der einen Seite nur die 
Komponenten des Momentes der Beschleunigungsdyname für den 
Schwerpunkt, genommen nach den Hauptträgheitsachsen, vor, auf 
der anderen Seite die Komponenten der Drehung um den Schwer- 
punkt, ebenfalls nach den Hauptträgheitsachsen genommen. 

Es zerfällt so die Darstellung der freien Bewegung eines starren 
Körpers in zwei völlig getrennte Teile Der eine betrifft die Be- 
wegung des Schwerpunktes, der andere die Drehung um den Schwer- 
punkt. Wir haben die Gleichungen für die letztere auf die Haupt- 
trägheitsachsen bezogen, wir wollen sie auch geben für ein Koordi- 
natensystem mit beliebigen, im Raume festen Achsenrichtungen. Wir 
fragen deshalb, wie sich die drei letzten Koordinaten }, u, » des 
Impulses ändern, wenn man das zugrunde geleste Koordinatensystem 
um seinen Ursprung dreht. Wir bezeichnen wieder mit 


a ne EN 


die Richtungskosinus der neuen Koordinatenachsen im alten System, 
so daß die Koordinaten eines Punktes, die im alten System x, 9, 2 
waren, im neuen werden: 
= m2+Py+ 913 
(13°) Y-%X+ßYy-t Y2, 
= + Psy + 932. 
- Dabei ist zu beachten, daß, da jede der neuen Koordinatenrichtungen 
auf den anderen beiden senkrecht steht, z. B.: 


= Pays — Pay, Pi Ya — Y3%, Yı= aß; — Ps 
ist. Dann wird z.B, wenn wir auch die Koordinaten des Impulses 
im neuen Systeme durch Akzente auszeichnen: 
Re = Em (Yedg— Eee) 
und hierin: 


1) Euler, Scientia navalis, 1749 (I,$ 128). Die Gleichungen selbst gab 
Euler in den M&moires de l’Acad. de Berlin, Annee 1758, p. 154. 
202 
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Yo = 2'oW'o = (09% + PeYyo+ Ya2e) (Es Lot P3%o Fr Y3£e) 
0: tr P3Yo + Y32e) (& &g + Pß Yo + Y &e) 
— (PaY3 — B3 5) (Yofg wet %e) + (9205 — Ya%s) (Ze ko er %o2e) 
+ (&ß; — 0;ß;) (Kg Yo — Yo &%.) 
— &, (Ygfe — &o %) +Pßı (Ze &e E of) + Yı(&e Yo 3 Yoko)- 
Somit ergibt sich: 
= 44 Pu + Yır. 
Ebenso wird: 
W=@%A+ Bu + Yov, 
v'=02+ Pu + Yar. 
Wir lassen nun die ursprüngliche Lage der Koordinatenachsen 
mit den Hauptträgheitsachsen zusammenfallen, dann ergibt sich 
wie oben: 
v=Anseu—  boysp 
In dem neuen Koordinatensystem, dessen Ursprung immer noch der 
Schwerpunkt, also im Raume beweglich ist, dessen Koordinaten- 
richtungen aber beliebig und im Raume fest sein sollen, wollen wir 
die drei letzten Koordinaten der Beschleunigungsdyname mit Z,, M,, 
N, bezeichnen, dann wird: 


d}' du! dv' 
L)=7> M-7%, N-T 
oder: R 
L, =; (AP + BBg + yı0r), 
d 
(13) M,— 1 (a Ar + %&Bq+ 90r), 


d 
NZ 7 (5 Ap + ßsBq + YsCr). 


Nehmen wir nun insbesondere an, die Bewegung des starren 
Körpers sei eine natürliche, bei welcher die Koordinaten der Be- 
schleunigungsdyname alle verschwinden, so ergeben zunächst die Glei- 
chungen (12b) für die Bewegung des Schwerpunktes: 


=) rd A—=0, 
woraus durch Integration folgt: 
(14) ea, zb, £o al 
wenn a, b, c Konstanten bedeuten. Der Schwerpunkt bewegt sich 
also mit unveränderter Geschwindigkeit und in unveränderter Rich- 
tung weiter. | 
Nicht so einfach aber ist die Drehung um den Schwerpunkt zu 


beschreiben, die der Körper ausführt. Es werden zunächst die 
letzten drei Gleichungen (11): 
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d 
4A Ar —(b 097, 
d 
(15) Bu=(C-A)rp, 


= (A — B)pg, 


Wenn aber die ursprünglichen Koordinaten der Beschleunigungs- 
dyname alle verschwinden, so werden auch Z,, My, N, >= 0, wie man 


sofort sieht, wenn man z. B. den Ausdruck L, dm fe, (Ye—%) 
— %o(2o— 20)} mit Rücksicht auf die Gleichungen (2) und (8) des 
vorigen und die Gleichungen (12a) dieses Kapitels ausrechnet. Dann 
aber gehen die Gleichungen (13) in eine Form über, die sich sofort 
integrieren läßt und ergibt: 


a„Ap+ß,Ba+yCr=f, 
(16) 5Ap+ß&Bga+pCr=9, 
%Ap+ß;Bga+y0r=h, 


wenn f, 9, h drei Integrationskonstanten bezeichnen, während «,, ß,, 7,; 
Oo, Pe, Ya; %g; Ps, 9% die Richtungskosinus der Hauptträgheitsachsen 
in dem festgerichteten Koordinatensystem sind. An die beiden 
Gleichungssysteme (15) und (16) hat sich die Diskussion der Drehung 
um den Schwerpunkt anzuschließen. 

Aus den Gleichungen (15), die als die Eulerschen Gleichungen 
bezeichnet werden, folgt, indem man sie der Reihe nach mit p, g, r 
multipliziert und addiert: 


un ee —(, 
oder integriert: 
(17) AP + Bf? +Cr=2T, 


wo 2T jetzt eine Konstante bezeichnet: 7 ist aber gemäß der 
Gleichung (18) die kinetische Energie der Drehung und die Glei- 
chung (17) drückt somit aus, daß diese Energie im Verlaufe der 
Bewegung konstant bleibt. 
Multipliziert man die Gleichungen (15) der Reihe nach mit Ap, 
Bq, Er und addiert sie, so ergibt sich die weitere Gleichung: 
4? PS} + B: 


a ler, RT. 


deren Integration liefert: 
(18) AP + Bf + Or =, 


wenn @ wieder eine Integrationskonstante bedeutet. 
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Bei den Gleichungen (16) ist über die Orientierung des Koordi- 
natensystems noch nicht verfügt worden. Wir denken uns diese so 
getroffen, daß in einem bestimmten Augenblicke: 


Ben Anabnr 
ist. Weil allgemein: 
+ Ph tr =I mat Beh + 929 =, 
muß in diesem Augenblicke: 
„Ap+ß,Be+tylr=0 ,Ap+ßBga+yCr—0 


sein. Da diese Ausdrücke aber nach den ersten beiden Gleichungen (16) 
gleich den Konstanten f und g sein sollen, so folgt: 


(19a) GE Venlo t: 
Nun muß auch: 
tg tgl, ht Sß + wß;=0 usw. 
sein, wie aus den Substitutionsgleichungen (13°) sofort durch Qua- 
drieren und Addieren mit Rücksicht auf die Identität: 
a2 y'?+ = a? -+ y+ 2? 
folgt, es ergibt sich daher, indem wir die Gleichungen (16) quadrieren 
und addieren: 
A2p?+ Beg? + Or?— 12. 

Vergleichen wir dies mit (18), so sehen wir, daß wir: 

(19b) N=G 
annehmen können. 


Aus den beiden ersten Gleichungen (16) folgt aber, wenn f= 0 
undeg ==: 


Ap: Bg: Or = (By — PaYı) (Pa): («, PB, — %ß,), 
dies bedeutet: 
(196) Ap%3Bg°2 Orc: 


Es sind also während des ganzen Verlaufes der Bewegung die Rich- 
tungskosinus der im Raume unveränderlichen z-Achse gegen die 
Hauptträgheitsachsen des Körpers proportional zu Ap, Bg, Or. 
Deuten wir demnach diese Größen: 


(20) „= AN u= Ba, v=Ür 
als Koordinaten eines Punktes in dem auf die Hauptträgheitsachsen 
bezogenen Koordinatensystem, so bleibt nach der Formel (18) die 


Entfernung dieses Punktes, den wir als den Trägheitspol be- 
zeichnen, von dem Schwerpunkte, nämlich | 
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(13a) G=Y2+ URN, 
ungeändert, anderseits aber bleibt auch die gerade Linie, die von 
dem Schwerpunkte nach dem Trägheitspole hinführt, da sie nach (19e) 
mit der im Raume festen z-Achse zusammenfällt, ungeändert, und 
heißt deshalb die invariable Linie Wenn wir demnach den 
Schwerpunkt als ruhend voraussetzen, so ist auch der Trägheitspol 
ein fester Punkt im Raume. 

Deuten wir ebenfalls p, q, r als Koordinaten eines Punktes, be- 
zogen auf die Hauptträgheitsachsen, und nennen diesen Punkt den 
Drehungspol, so liefert der Radiusvektor, der von dem Schwer- 
punkte nach demselben hinführt, die Lage der momentanen Rotations- 
achse im Körper und die Entfernung des Drehungspols vom Schwer- 
punkte ist gleich der Rotationsgeschwindigkeit: 


o=-VeFFHR 
Im Verlaufe der Drehung muß sich der Drehungspol, wenn er 
nicht in eine Hauptträgheitsachse fällt, auf einer Raumkurve vierter 


Ordnung bewegen, welche die Schnittkurve zweier Ellipsoide bildet. 
Dies sind die Ellipsoide, welche durch die Gleichungen: 


(17) AP + Bf? +0r=2T 
(18) Ay? + BgQ + Or—@ 


festgelegt werden, wenn man p, q, r als Punktkoordinaten deutet. 
Aus diesen beiden Gleichungen kann man die folgenden herleiten: 


B(A-DF?+C(A-Or=2AT- 6, 
(21) 0(B- O0)? -A(A-DpP®=-2BT—- 6, 
A(A—-0O)® +B(B- = - RBCT-@), 
wobei wir A> B> C voraussetzen, und außerdem ergibt sich: 
(22) ABAT- pP + BRBT- P+CRCT- Ar=0. 


Die Gleichungen (21) kann man auffassen als die Gleichungen dreier 
Zylinder, welche durch die Raumkurve vierter Ordnung hindurch- 
gehen, oder als die Gleichungen der Projektionen dieser Raumkurve 
auf die Koordinatenebenen. Mit der Bewegung des Körpers selbst 
muß auch die Raumkurve, welche die Bahn des Drehungspoles bildet, 
oder, wie sie nach Poinsot!) heißt, die Polhodie, reell sein, und 
damit auch ihre Projektionskurven auf die Ebenen der Haupt- 
achsen. Unter diesen Projektionskurven müssen nach den Gleichungen 
(21) zwei Ellipsen und eine Hyperbel sein, und die Bedingung der 
Realität wird erfüllt, wenn unter der Voraussetzung A>B>(: 


1) Theorie nouvelle de la rotation des corps. Vgl. S. 76, Anm.1. 
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(23) DAT GES ON RCTENGI ZN 
mithin: 
(23a) ICONS AT 


ist. Wenn eine der rechten Seiten in den Gleichungen (21) Null 
ist, treten Grenzfälle ein, die an sich sehr interessant sind, aber hier 
übergangen werden sollen. Man findet sie z. B. in Rouths Dynamik 
der Systeme starrer Körper behandelt, auf die wir bezüglich des 
ganzen Inhaltes dieses Kapitels verweisen können.') Die Gleichung 
(22) gibt den Kegel, welcher die Polhodie aus dem Schwerpunkte 
projiziert. Dieser ist ebenfalls stets reell, wenn die Bedingungen (23) 
erfüllt sind. 

Wir denken uns nun an das erste der Ellipsoide, das wir als das 
Poinsotsche Ellipsoid bezeichnen wollen, in dem Punkte mit 
den Koordinaten p, q, r die Tangentialebene gelegt. Dieselbe hat 
die Gleichung: 

Ap& + Bqy+Crz=2T 


oder mit Rücksicht auf (20): 

(24) 22 +uy+vz2=2T. 
Diese Gleichung bringen wir auf die Normalform: 

(24a) cosax+cosßy+tcosyz=h, 
wenn wir sie durch @ [vgl. (18a)] dividieren. Es sind also die 
Richtungskosinus des aus dem Koordinatenursprung, d. h. aus dem 
Schwerpunkte auf die Ebene gefällten Lotes: 


2 u v 
(25a) cse=— cosß= gg erg 


G 


dies Lot fällt demnach der Richtung nach mit der invariablen Linie 
zusammen und ist im Raume fest. Die Länge des Lotes ist: 


27T 


also ebenfalls konstant. Die ganze Ebene behält mithin im Raume 


ihre Lage gegen den Schwerpunkt bei, und das Poinsotsche Ellipsoid, 


das mit dem Körper beweglich ist, bewegt sich so, daß es diese feste 
Ebene beständig berührt, und zwar in dem jeweiligen Drehungspol. 
Da sonach die momentane Drehachse jedesmal durch den Berührungs- 
punkt des Ellipsoides mit der Ebene hindurchgeht, ist die Bewegung 
des Ellipsoides auf der festen Ebene ein einfaches Rollen und wir 
können sagen: Die Bewegung des Körpers um seinen Schwer- 





1) Deutsche Ausgabe (Leipzig 1898) 2. Bd., p. 98 seq. 
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punkt kann dargestellt werden, indem man ein Ellipsoid 
sich so um seinen Mittelpunkt drehen läßt, daß es gleich- 
zeitig auf einer festen Ebene rollt. 

Die Komponente der Drehgeschwindigkeit nach einer bestimmten 
Richtung, die mit den Hauptträgheitsachsen die Winkel «, ß, y bildet, 
ist gegeben durch den Ausdruck: 


pecos&-+gcosß-+trcosp. 


Suchen wir insbesondere die Komponente nach der invariablen Linie, 
so sind für cos«, cosß, cosy die obenstehenden Werte zu nehmen, 
und wir finden für die Komponente den Ausdruck: 
(26) ne u en, 

Die Komponente der Drehgeschwindigkeit nach der in- 
variablen Linie, die durch das vom Schwerpunkte auf die 
feste Ebene gefällte Lot gegeben wird, ist also konstant 
und gleich der Länge h dieses Lotes. 

Bei der Drehung des Körpers um den Schwerpunkt vollführt 
nun auch der Trägheitspol, der im Raume fest ist, im Körper eine 
bestimmte Bewegung, und zwar muß er sich, da sein Abstand vom 
Schwerpunkte konstant = @ ist, auf einer Kugel bewegen, die, wenn 
7), ua, » wieder die Koordinaten des Trägheitspoles sind, durch die 
Gleichung: 


(27) YES IE ek 


gegeben wird. Substituiert man in die Gleichung (17) die Werte 
7, u, v aus (20), so wird sie: 

Durch diese Gleichung wird, wenn }, u, v als Punktkoordinaten ge- 
deutet werden, ein drittes Ellipsoid dargestellt, das wir als das 
Mae Cullaghsche Ellipsoid!) bezeichnen. Dieses Ellipsoid ist 
ebenfalls mit dem Körper fest verbunden, sein Mittelpunkt ist der 
Schwerpunkt des Körpers und es bewegt sich mit dem letzteren so, 
daß es immer durch den im Raume festen Trägheitspol hindurch- 
geht. Seine Tangentialebene im Trägheitspol hat in laufenden Koordi- 
naten x, y, 2 die Gleichung: 


a+&y+Ys=27 
oder: 
pc+qy+rz=2T. 


1) Vgl. von Me. Cullagh den Auszug aus seinen Vorlesungen Trans. of the 
R. Irish Acad., Vol. 22, p. 139 (1849), Works, p. 329. 
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Diese Gleichung bringen wir auf die Normalform, indem wir sie durch 
o-ypP+g+r 

dividieren. Wir sehen dann, daß das vom Schwerpunkte auf die 

Tangentialebene gefällte Lot die Richtungskosinus: 


p q r 
Be 


hat, also der Lage nach mit der momentanen Rotationsachse zu- 
sammenfällt, während die Länge des Lotes: 

(29) I=° 
wird, also der zugehörigen Rotationsgeschwindigkeit umgekehrt pro- 
portional ist. 

Der Trägheitspol bewegt sich im Körper auf der durch die 
beiden Gleichungen (27) und (28) dargestellten Raumkurve. Diese 
Raumkurve ist als Schnittkurve einer Kugel mit einem konzentrischen 
Ellipsoid ein sphärischer Kegelschnitt. Durch denselben gehen wieder 
drei Zylinder und ein Kegel hindurch. Man erhält deren Gleichungen 
sofort, wenn man in den Gleichungen (21) und (22): 





2 u v 
DA BER NG 


setzt. Die Gleichung des Kegels z. B. wird: 


(30) ie G® @: nee G: 
und dies ist = Kegel, der von der invariablen Linie innerhalb 
des Körpers durchstrichen wird. Wir führen nun noch die Ebene 
ein, die senkrecht zu der invariablen Linie durch den Schwerpunkt 
gelegt wird und somit zu der früher in Betracht gezogenen festen 
Ebene parallel ist. Die neue Ebene ist dann ebenfalls im Raume 
fest und soll die invariable Ebene heißen. Ihre Gleichung lautet 
in dem auf die Hauptträgheitsachsen bezogenen Koordinatensystem: 
(31) 22 +tuy+tv2=(. 
Die invariable Ebene umhüllt bei der Drehung einen im Körper 
festen Kegel, welcher polar ist zu dem von der invariablen Linie 
durchstrichenen Kegel, d. h. jede Seitenlinie des einen Kegels ist zu 
einer Tangentialebene des anderen Kegels senkrecht. Eine Tangential- 
ebene des durch die Gleichung (30) gegebenen Kegels wird aber dar- 
gestellt wie folgt: 


BAT — G? 2BT-G@° 20CT—-@? 
a ern a Venen 


=, 





wenn x, y', z' laufende Punktkoordinaten bezeichnen. Errichtet man 
auf dieser Ebene im Schwerpunkte das Lot, so wird für die Ko- 
ordinaten &, y, z eines Punktes auf demselben: 
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_ 2AT-G? 


2BT—-G? 20T—-G? 
CiyY!2= AR: 3 — 


A Erg CR 
und setzt man die hieraus folgenden Werte für }, u, v in (30) ein, 
so ergibt sich: 


(32) 











4 B CN 


ara tere trat = 


als die Gleichung des von der invariablen Ebene umhüllten Kegels. 

Dieser selbe Kegel wird aber auch erfüllt von den durch den 
Schwerpunkt gehenden Loten, die man in der Verbindungsebene der 
invariablen Linie und der Rotationsachse auf der ersteren errichtet. 
Denn die Richtungskosinus &, n, & einer Linie, die auf der invariablen 
Linie und der Rotationsachse senkrecht steht, müssen den, beiden 
Gleichungen genügen: 


Am Don Or pen ri, 
&:n:5=(B-O)gr:(C—- A)rp:(A— D)pg. 


Für die Koordinaten x, y, 2 eines Punktes auf der Linie durch den 


Schwerpunkt, die auf der zuletzt gefundenen Linie und der invariablen 
Linie senkrecht steht, ergibt sich demnach: 


BZ,O)gre+ (CO Ayrpy+ (A-B)vge—0, 
Apz + Bay+ Or:=0. 
Daraus aber finden wir, weil z. B. 
Bg-(4 — B) pa — Or-(C - A)rp = [A(B@+ Or?) — (B’Q? + C?r9)}n 
und dies mit Rücksicht auf (17) und (18): 
= (2AT — G?)p 


woraus: 


wird: 
x:y:2=(2AT — G°)p: (2 BT — O)g:(20T— Gr. 

Wenn wir die hieraus folgenden Werte von 9, g, r in die Gleichung 
(22) einsetzen, ergibt sich genau die Gleichung (32). Demnach liegt 
die Linie, längs welcher die invariable Ebene den von ihr umhüllten 
Kegel berührt und welche mit der invariablen Ebene auf der in- 
variablen Linie notwendig senkrecht steht, immer in der Ebene, 
welche die letztere Linie mit der momentanen Rotationsachse verbindet. 

Zerlegen wir also die wirklich stattfindende Drehung in zwei 
Komponenten, nämlich eine Drehung um die invariable Linie und 
eine um eine dazu senkrechte Achse, so bildet die letztere Achse 
immer die Linie, längs welcher der zuletzt betrachtete Kegel bei der 
gerade vorliegenden Stellung des Körpers die invariable Ebene berührt. 
Weil demnach dieser Kegel sich in jedem Augenblicke um die Linie 
dreht, längs der er auf der invariablen Ebene aufliegt, bedeutet seine 
Bewegung ein Rollen auf dieser Ebene. Dies betrifft die eine Kom- 
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ponente der Drehung. Die Winkelgeschwindigkeit der anderen 
Komponente, die nach der invariablen Linie genommen wird, ist aber, 
wie wir gefunden haben, konstant, und da die invariable Linie senk- 
recht auf der invariablen Ebene ist, muß man sich diese Ebene nicht 
in sich unbeweglich, sondern wie eine Scheibe um die invariable 
Linie drehbar denken und sie dann mit der konstanten Drehgeschwindig- 
keit h=27/@ herumführen, während gleichzeitig der Kegel auf 
ihr rollt. 

Nehmen wir noch, um den Mechanismus zu vervollständigen, die 
frühere feste Ebene hinzu, die zu der invariablen Ebene im Abstande h 
parallel verläuft, und statt des unbegrenzten Kegels den Sektor, den 
er aus dem Poinsotschen Ellipsoid ausschneidet, so liegt dieser Sektor 
mit seiner ellipsoidisch gekrümmten Oberfläche auf der festen Ebene 
‚auf, während seine Spitze in einem bestimmten Punkte festgehalten 
wird, etwa in dem Endpunkte einer Stange, die auf der Ebene senk- 
recht befestigt ist. Um diese Stange soll sich ferner in ihrem End- 
punkte eine der festen Ebene parallele, ebene Scheibe drehen, welche 
den konischen Teil des Sektors berührt und absolut rauh gedacht 
wird, so daß ein Gleiten des Konus an ihr unmöglich ist. Wird 
nun die Scheibe mit konstanter Winkelgeschwindigkeit gedreht, so 
daß sie den konischen Sektor in einer rollenden Bewegung mitführt, 
dann ist diese Bewegung eine Darstellung der „natürlichen Drehung“, 
die der Körper um seinen Schwerpunkt ausführt, und so hat Poinsot 
diese Drehung der unmittelbaren Anschauung zugänglich gemacht. 


Einundzwanzigstes Kapitel. 


Bewegungsfreiheit zweiter Stufe. 


Wir wollen jetzt, in Parallele zu der früheren Diskussion der 
Schraubenreihen, den Fall näher erörtern, wo der starre Körper zwei 
Grade der Freiheit oder, wie wir auch sagen wollen, Bewegungs- 
freiheit zweiter Stufe besitzt. Dann können wir, indem wir uns hier 
wie früher auf den zunächst sich darbietenden „allgemeinen Fall“ 
beschränken, annehmen, daß in jedem Augenblicke bei besonderer 
Wahl des zugrunde gelegten Koordinatensystems die Koordinaten 
u,d... einer jeden Schraube, in welcher sich der Körper bewegen 
kann, also auch der Schraube, in-der er sich wirklich bewegt, den 
folgenden einfachen Beziehungen genügen: 


(1) u=e), d=ßgd, W=0, tr=(. 
Die Koordinaten einer Schraubung in dieser Schraube wollen wir 
dann in der Form ansetzen: 


(la) p=Pp, q=q, r=0, u=o, v=ßg, w=(. 
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Wenn wir diese Relationen berücksichtigen, bleiben in dem 
Ausdrucke für die kinetische Energie, wie er in der Formel (4) des 
19. Kapitels gegeben ist, von den sechs Schraubungskoordinaten nur 
zwei, p und g, die wir wieder als die unabhängigen Koordinaten 
ansehen, übrig. Es wird dann die Gleichung für die kinetische 
Energie: 


2) T=32mst(ap + 229)’ + (Bg — 2P)’ + (Yep — eq)’) 
oder: 
(2a) 2T=-Up +2B8pg + 89), 
wenn wir setzen: | 
U= Im, {a? + Yo + 2), 
(2b) DB — imo (le — P)2g — eye), 
G— Zmo{ß? + %o + Zeh 
Wir deuten nun 9, q als die rechtwinkligen Koordinaten eines 
Punktes in einer „Bildebene“ Dann wird jedem Punkte dieser 
Bildebene eine Schraubung zugeordnet, welche der starre Körper 
trotz der Beschränkung seiner Bewegungsfreiheit ausführen kann. 
Bei dieser Abbildung entsprechen den Schraubungen in einer und 
derselben Schraube die Punkte einer geraden Linie durch den 
Koordinatenursprung der Bildebene. Dieser Koordinatenursprung (© 
(p=0,q=0) ist dabei ein ausgezeichneter Punkt der Abbildung, 
denn ihm ist nicht eine eigentliche Schraubung, sondern die Ruhe- 
lage des Körpers zugeordnet, wir wollen ihn den Mittelpunkt der 
Bildebene nennen. Die Formel (2a) zeigt nun sofort, daß den 
Schraubungen, für welche die kinetische Energie einen bestimmten 
Wert hat, jedesmal die Punkte einer Ellipse entsprechen, und alle 
Ellipsen, welche wir so bekommen und welche wir als Trägheits- 
ellipsen bezeichnen, sind konzentrisch, ähnlich und ähnlich liegend. 
Ihr gemeinsamer Mittelpunkt ist der Mittelpunkt Ü der Bildebene. 
Der Abstand eines Bildpunktes vom Mittelpunkt 


(3) oa=yp’+q 
ist der Winkelgeschwindigkeit der zugehörigen Schraubung gleich. 
Wir wollen dies & in den Ausdruck für die kinetische Energie ein- 


führen und setzen deshalb, indem wir in der Bildebene zu Polar- 
koordinaten übergehen: 
(4) P=0C0Sp, =Vsing, 
dann wird: 
(5) 2T= oA cosp’ +28 cospsinp + & sin p?) 
oder: | 


(5a) 2T = o?[(A — C)cosp?+2Bcospsinp + ©) 
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oder endlich: c 
(5b) 2T = AO) +3(A— ©) cos2p+Bsin2yp}- 


Um diesen Ausdruck geometrisch zu interpretieren, legen wir 
durch den Mittelpunkt der Bildebene einen beliebigen Kreis x, dessen 
Zentrum M wir nur der Bequemlichkeit halber auf der p-Achse 
annehmen. Der Radius des Kreises sei c, dann lautet seine Gleichung, 
indem wir die Koordinaten seiner Punkte zur Unterscheidung durch 
einen angehängten Index O0 charakterisieren: 


(6) Po + % = 2cp- 
Bildet aber der Radiusvektor nach dem Kreispunkte mit der p-Achse 
den Winkel , so wird: | 


(2) 2%, = 26 c08p, W=2ccospsinp 


und somit können wir schreiben: 
(€) 2T=-—-14(A-6)p +8 + Ce) 
q _— Hierbei sind 9,, 9, die 


Koordinaten des Kreis- 
punktes P,, welchen der 
Radiusvektor vom Mittel- 
punkte Ü der Bildebene 
nach dem Bildpunkte P 
der Schraubung aus- 
schneidet. 

Die Klammergröße in 
dem Ausdrucke (de) ist 
eine lineare Funktion 
von 9 9, also dem 
Abstande t des Kreis- 
punktes von einer ge- 
raden Linie proportional. 
Die Gleichung dieser 
geraden Linie finden wir, 
indem wir die ein- 
geklammerte Größe gleich Null setzen, also lautet sie: 


(8) IA Op+Bdg+C=0. 


Wir bezeichnen diese gerade Linie als die Trägheitsachse t. 
Schreiben wir nun die kinetische Energie: 





Fig. 24. 


Dd 
(9) T= er to?, 
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so hat der noch hinzugefügte Faktor D den Wert: 


(10) D=-VIA- + B 


In der Tat wird die in der Formel (5c) eingeklammerte lineare 
Funktion dem Abstande des Kreispunktes von der Trägheitsachse 
gleich, wenn man sie durch diese Größe D teilt, weil die Gleichung (8) 
der Trägheitsachse durch ® geteilt in die Normalform übergeht, die 
wir schreiben wollen: | 


(8a) cos26:p+sin20-9—d=(. 
Dabei wird: 
AN ke 
(8b) 0020-2, sin2o— 5 
mithin: 
B 
(8e) tang 26 = TA-9 


Die Bedeutung des so eingeführten Winkels 6 erhellt, wenn wir 
die Trägheitsellipsen auf ihre Hauptachsen transformieren. Die Lösung 
dieser Aufgabe wird in den ersten Elementen der analytischen Geo- 
metrie gegeben. Definieren wir zwei Größen © und 9 durch die 
Gleichungen: 


(11) 6+H5-4+6, 6-95-29 
und setzen: 


l 


(12) p=cosop+tsinog, J=—sin6p-+ coscag, 
so wird identisch: 
(13) Gp?+9Hg’= Up’ + 28pg + Cr, 


wie man durch Ausrechnung leicht bestätigen kann, wenn man auf 
der linken Seite cos und sin des doppelten Winkels 26 einführt und 
dafür die obenstehenden Werte substituiert. © und 9 sind beide 
positiv, denn die beiden Seiten der Gleichung (13) sind gleich der 
doppelten kinetischen Energie, also immer positiv. 

In der Gleichung (8a) ist: 














ae ce > een. ge 
oder: 
(14) d= c0826.c—e, 
wenn wir: 
& AU+E 
(14a) ee - ae 
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setzen. Es ist dann e der Abstand der Trägheitsachse vom Zentrum 
des gezeichneten Kreises, denn der Ausdruck 


cos26p+ sin209—d, 


der den Abstand eines Punktes (p,g) von der Trägheitsachse liefert, 
wird nach (14) gleich e, wenn man p=c, qg=0 macht, Wenn wir mit @ 
und A die Punkte 
bezeichnen, in 
denen die Haupt- 
achsen der Träg- 
heitsellipsen den 
Kreis außer in 
dem Mittelpunkte 
CO noch schneiden, 
so wird von den 
Winkeln, welche 
die. Radienvek- 
toren OG und CH 
mit der p-Achse 
bilden, der eine 
gleich o,derandere 
o gleich 90° + 6, 
denn nach (12) 
gehen dieseHaupt- 
Fig. 9. achsen durch Dre- 
hung um den 
Winkel 6 aus den Koordinatenachsen hervor. @H aber ist ein 
Durchmesser des Kreises, und mithin sind die Winkel, welche diese 
Linie mit der p-Achse (als einem weiteren Durchmesser) bildet, Zentri- 
winkel des Kreises und gleich den doppelten zugehörigen Peripherie- 
winkeln, also gleich 26 und 20=180°+26. Das heißt aber 
gemäß der Gleichung (8a), daß diese Linie @H senkrecht zur 
Trägheitsachse # ist. Die Abstände der letzteren von G@ und H 
sindg=e+cundh=e-—.c oder: 








26 2 
(15) I hg 050 
woraus: 
(15a) 9g:h=B:H 


folgt. Da © und 9 beide positiv und die Abstände g und h somit 
immer nach derselben Seite gerichtet sind, schneidet die Trägheits- 
achse den Kreis nie. 
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Wir suchen nun von der Trägheitsachse den Pol bezüglich des 
Kreises. Dieser Pol 7 muß auf dem Durchmesser @H liegen und 
nennen wir f seinen Abstand vom Kreismittelpunkte M, so wird: 


ef, 
also nach (14a): 
®— 2D 


Der Winkel, den die Linie MT7 mit der positiven Richtung der 
p-Achse bildet, ist 20 = 180° + 26, und damit werden die Koordinaten 
des Punktes 7, den wir als den Trägheitspol bezeichnen: 


mM=c-—-fcos26, = fsin2e, 
also nach (16) und (8b): 





A— EC 28 
ne Ernte 
oder: 
2€ | 28 
(17) HTNLIEH DEE HLE“ 


Mit Hilfe dieses Trägheitspoles läßt sich eine zweite geometrische 
Darstellung der kinetischen Energie geben. Zu derselben gelangen 
wir wie folst. 

Wir bezeichnen mit 9, g, und 92,, 9 die Koordinaten irgend 
zweier Punkte ® und AR der Bildebene, dann haben. die geraden 
Linien C® und CR, welche diese Punkte mit dem Koordinaten- 
ursprunge verbinden, abe Gleichungen: 


GP -PI4=I BP—-mg—. 
Durch Multiplikation derselben entsteht die Gleichung für das Paar 
der Verbindungslinien: 
4%’ - (9 tRd)Pa tprnd—.. 
Dieses Linienpaar bringen wir nun zum Schnitt mit dem Kreise x, 
dessen Gleichung lautet: | 
®+gQ=2cp. 


Wenn wir diese Gleichung mit p,p, multiplizieren, von ihr die vorige 
abziehen und die Differenz durch p teilen, so erhalten wir eine lineare 


Gleichung: 
1) (MB AR (MB Ft RA) —- 2m me=\. 


Auf der durch diese Gleichung dargestellten geraden Linie müssen 
die beiden Punkte Q,, R, liegen, welche die beiden Strahlen CO, OR 
durch den Mittelpunkt © der Bildebene außer € mit dem Kreise 
gemein haben. 

21 


Timerding, Geometrie der Kräfte, 


322 Einundzwanzigstes Kapitel. Bewegungsfreiheit zweiter Stufe. 


Der Abstand ıt irgendeines Punktes von der gefundenen geraden 
Linie wird erhalten, indem wir für die Koordinaten dieses Punktes 
die linke Seite der vorstehenden Gleichung bilden und sie noch durch: 


VD —- 6) + PB +P 4) = vi’ + 4) (P3* 25 95°) 


dividieren. Dabei wollen wir diese Wurzel mit dem negativen Vor- 
zeichen nehmen. Für den Punkt wählen wir nun den Trägheitspol, 
entnehmen also die Punktkoordinaten aus (17) und können dann 
schreiben: 


_ 4% -99)2Cc+Ppn+294)2dc+2mm, A+&c 
DES VrPHT VDE 
oder: 


(19) BU 9.9 26 2a a0 GtmrH)+LHR, 
(A+&Yp°’+n:Vp’+%? R 


Wir lassen jetzt die beiden Kreispunkte @,, R,, welche durch 
die Verhältnisse p,/g, und 9,/q, charakterisiert sind, einander unendlich 
nahe rücken, dann wird die Verbindungslinie derselben zur Kreis- 
tangente. , Machen wir aber in der vorstehenden Formel , ==», 


u 

















r 
,=9%=g und setzen noch Yp’+ q?=o, so wird sie: 


0 _ 09, AP +28pga+ba?, 
(20°) u=2c ArGo: 


Der Zähler des Bruches ist jetzt die doppelte kinetische Energie 27 
und so finden wir: 


© De \ 


Um die Bedeutung dieser Formel richtig zu erfassen, sehen wir 
die Punkte des Kreises als die Bilder der Schrauben an, in denen die 
Schraubungen erfolgen. In der Tat entsprechen Schraubungen in 
derselben Schraube Punkten eines Strahles durch den Mittelpunkt 
der Bildebene, und dieser Strahl schneidet aus dem Kreise einen be- 
stimmten Punkt aus, den wir als den Bildpunkt der Schraube ansehen. 
So kommen wir wieder zu der früheren Darstellung der Schrauben 
einer Schraubenreihe durch die Punkte eines Kreises zurück.!) Den 
Kreis wollen wir auch wieder einfach als Bildkreis bezeichnen. Es ist 
eine dem Körper mögliche Schraubung charakterisiert durch die zu- 
gehörige Schraube, die wir durch den Bildpunkt auf dem Bildkreise 
festlegen, und die Winkelgeschwindigkeit ». Die Formel (20) zeigt dann, 
daß die kinetische Energie der Schraubung außer dem 


1) Man vergleiche Ball, Proceedings of the R. Irish Acad. (2) IV, 1883, 
p. 29, Cunningham Memoirs (R. Irish Acad.) Nr. 4, 1886 und Theory of Screws, 
Chap. XH. 
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Quadrate der Winkelgeschwindigkeit © dem Abstande des 
Trägheitspoles von der Tangente des Bildkreises in dem 
Bildpunkte der zugehörigen Schraube proportional ist. 

Der allgemeine Ausdruck (19) für u verschwindet, d. h. die Ver- 
bindungslinie der beiden Kreispunkte geht durch den Trägheitspol 7, 


wenn: 
(21) “ Mpp to (219: + »4)+ 8% = 0 


wird. Dann aber liegen die Punkte @, R mit den Koordinaten p,, 9, 
und 9,, 9 auf zwei konjugierten Durchmessern der Trägheitsellipsen. 
Nehmen wir noch den Punkt P mit den Koordinaten: 


(22) P=m+m 9=-4+% 
hinzu, so bilden die vier Punkte 0, ©, P, R (Fig. 25) die Ecken 


eines Parallelogramms, von dem zwei Seiten konjugierte Durchmesser 
der Trägheitsellipsen darstellen. Dann folgt aus den Gleichungen (22) 
und (21) unmittelbar, daß: 


(23) Up?+ 2Bdpg + 6? 
— Ap?+ 282,4 + Ca’) + An’ +20nn,+ 89°), 


d. h. die kinetische Energie der durch den Punkt P abgebildeten 
Schraubung gleich der Summe der kinetischen Energien der durch 
die beiden Punkte %, R gegebenen Schraubungen wird. Diese 
letzteren Schraubungen können wir als die Komponenten der ersten 
Schraubung nach zwei bestimmten Schrauben, deren Bildpunkte durch 
konjugierte Durchmesser der Trägheitsellipsen aus dem Bildkreise 
ausgeschnitten werden, ansehen. Solche zwei Schrauben bezeichnen 
wir mit Ball als konjugierte Trägheitsschrauben. Wie wir 
sahen, sind die Bildpunkte Q,, ZA, derselben immer die Endpunkte 
einer durch den Trägheitspol gehenden Sehne des Bildkreises, 

Ein sehr spezieller Fall, der aber besonderes Interesse besitzt, 
ist der, wo in der Gleichung (2) alle 2,—= 0 und außerdem « und 
ß=0 werden, d.h. wo sich alle dem Massensystem mögliche Schrau- 
bungen auf Drehungen um die in der «y-Ebene liegenden und durch 
den Koordinatenursprung gehenden Achsen reduzieren. Dann ist das 
Massensystem ein ebenes, alle un liegen in der xy-Ebene, 
und es wird: 

2T= 2m (YP — %q)”. 
Machen wir hierin: 
P=0-C08Sp, 94=0-sing, 
so wird: 
| 2 T= 0°: Zm,(Y, 608 P — X in p)”. 
Dieser Ausdruck gestattet aber eine einfache Interpretation. Ziehen 
wir in der zy-Ebene durch den Koordinatenursprung die Linie I, 
21* 
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welche mit der «-Achse den Winkel p bildet und nennen s, den Ab- 
stand des ot*® Massenpunktes von dieser Linie I, so wird: 


2T = 0°. Zmgse- 


Der Summenausdruck J= &Zm,s,” heißt das Trägheitsmoment J 
des ebenen Massensystems für die Achse I. Es wird: 


J=Xcosp+2Bcospsinp + sin p?, 
wenn jetzt: 
A my B=— 2Mm&ıY, = met 


gesetzt wird. Ist l’ eine zweite Linie, die in der xy-Ebene durch 
den Koordinatenursprung geht, @' der Winkel, den sie mit der x-Achse 
bildet, s, der Abstand des o® Massenpunktes von ihr, so heißt der 
Ausdruck: 

D= Zm,505, 
das Deviationsmoment des ebenen Massensystems für das Achsen- 
paar [, ('. Es wird dann: 


D=Xcosp cosp' +DB(cosp sing’ + sing cosp') + Esing sing". 


Den Bildkreis konstruieren wir direkt in der xy-Ebene, jeder der 
- vorkommenden Rotationsachsen (l, (), die den Bildkreis alle in dem 
Koordinatenursprung schneiden, wird ihr zweiter Schnittpunkt mit 
dem Bildkreis als Bildpunkt zugeordnet, dann liefert die Formel (19): 


I 
Mn 


wenn ir =4U+6&= Im, (2 + Y,) setzen und mit ıı den Abstand 
des Trägheitspoles von der Verbindungslinie der Bildpunkte auf [ und [’ 
bezeichnen. Wenn [’ mit [ zusammenfällt, wird diese Verbindungs- 
linie die Tangente des Bildkreises in dem Bildpunkte von [ und gleich- 
zeitig geht D in das Trägheitsmoment J für die Achse [ über. So 
finden wir die einfache graphische Interpretation der Deviations- und 
Trägheitsmomente ebener Massensysteme, die von Mohr angegeben ist.!) 


Wir wollen nun, zu dem allgemeinen Fall der Bewegungsfreiheit 
zweiter Stufe zurückkehrend, hierfür die Bewegungsgleichungen nach 
den Vorschriften des 19. Kapitels ableiten. Zu dem Zwecke haben 
wir auszugehen von dem Ausdrucke (2) für die kinetische Energie. 
In diesem Ausdrucke haben wir die Koordinaten der Massenpunkte 
zu varlieren, so daß wir erhalten: 


$T= Zme{(ap + 209) g9 20 — (Bqd — 20P)P0%e | 
| + YeP — %g) (POY — g9%,)): 


| 1) Zivilingenieur 1887, p. 43, Abhandlungen aus dem Gebiete der technischen 
Mechanik, 1906, p. 82. 
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Die Variationen dx,, Ö%,, $2, sollen hierbei herrühren von einer vir- 
tuellen, d.h. dem Körper bei der augenblicklichen Beschränkung seiner 
Bewegungsfreiheit möglichen Schraubung, deren unabhängige Koordi- 
naten wir mit p, q bezeichnen, es wird dann: 


Or— (ap +2g)dt, Iyo— (Bag — 2p) dt, d2,= (Yop — 2,4) 68. 
Setzen wir diese Werte in den Ausdruck für O7 ein, so wird er von 
der Form: 

oT=(T,-p + To) dt 
und wir finden: 
T, = Zmg{(ep + 29) 4 — (BL — ZeP) Yop — (YoP — %oQ) (Zep + &g)) 

= Em — (Bye — &g2g)P + (eig + Yo2e) 99, 
ebenso: 

I. = img \(PYyo— %92)P — (eg + Yp2e)q]P; 
so daß wir annehmen können: 
n=--Rr-Pog T-Rp-Pıdp 
indem wir setzen: 
ea) PB = Im, (a0, + Yoko); 
= Img (BYg— %g29)- 

Außerdem sind noch die Derivierten der kinetischen Energie 
nach p und q zu bilden. Diese knüpfen wir sofort an die Form (2a) 
der Funktion 7’ an und finden: 

oT oT 
Die der Formel (30) des 19. Kapitels entsprechenden Gleichungen 
sollen jetzt aber lauten: 
d ıoT Re d (ort rg 
mt, 
und setzen wir hierin die gefundenen Werte ein, so ergeben sich die 
Bewegungsgleichungen: 


ZAp +8) = P- (Op - Ba, 
8p + C)=Q+ (Op - Bor. 


Diese Gleichungen liefern, indem man sie mit 9, q multipliziert und 
addiert: 


(25) 


ds 
an 2000 


und da dT’=dW ist, auch: 
dW 
(26) ee 
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wie es notwendig ist, da die Arbeitsleistung der Reaktionskräfte ver- 
schwindet. 

Statt p und q kann man auch irgend zwei lineare Funktionen 
von ihnen, p' und g', als unabhängige Parameter in den Bewegungs- 
gleichungen wählen. Nehmen wir an, es sei: 


(27) P=ap+@g, g=bp+bg', 
und setzen wir: 
dann wird umgekehrt: re 

(27a) Ap=bpy—-ag, Igd=—bpytag 
Wird bei Einsetzung dieser Werte: 

23) Apr +2Bpg + l?=-Up?+2Bpg’+ lg’? 
50 folst: | 

AUp+dg-=aAp+Bg) +b(dp + &g), 


2 
IB + Ed ap + Bg) + dp + CQ) 


In der Tat ergeben sich diese Gleichungen, wenn man die Identität (28) 
nach p' und g’ differenziert, mit Rücksicht auf die Beziehungen (27). 
Nehmen wir noch an, daß: 


| 
(30) op -PBa=,Ap-RPd7) 
werde, so ergibt sich, indem man auf der linken Seite dieser Glei- 


chung die Werte für p und q aus (27) einsetzt: 
3) ZB =dB-00, ZU=--bP+ aD, 


woraus: 

(31a) 217.BP=aV' +00, 2.D=bP’+50 
folgt. Wir setzen endlich noch: 

(32) aP+bQ=P, aP+bQ=%), 


dann erhält man die neuen Bewegungsgleichungen, indem man die 
Gleichungen (25) erst mit a,, b, dann mit a,, db, multipliziert und 
jedesmal addiert, sodann durch die Gleichungen (29), (32), (30) und 
(27a) die gestrichenen Buchstaben einführt. So ergeben sich die 
Gleichungen: 


ap + B’gN BE ID (Q' Bu: PraNg', 


gs d | rt ! 121 FEN 
u ®r+lad)=Q+ AP - Pl)p" 
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Diese sind von derselben Form wie die ursprünglichen Gleichungen. 


Es wird hierbei nach (32) und (27a): 
ii 
(34) Pp+Q'g= za P+ b,2)(beP—a,9)+ (a P+bQ)(-b,p+ ag) 
= Pp +04. 


Deuten wir nun p, q wieder als Koordinaten eines Punktes in 
der Bildebene, so liegt es nahe, die Größen P, ), welche eine Be- 
schleunigungsdyname festlegen, als Koordinaten einer geraden Linie, 
nämlich der durch die Gleichung: 


(35) Pp +09 =1 


gegebenen Linie, zu interpretieren. 

Durch die Gleichungen (27) gehen wir von den ursprünglichen 
Koordinaten 9, g der Bildpunkte zu anderen, allgemeinen schief- 
winkligen Koordinaten »', q’ über. Der Koordinatenursprung bleibt 
hierbei der Mittelpunkt der Bildebene. Gleichzeitig transformieren sich 
die Linienkoordinaten P, Q in P', Q' durch die Substitutionen (32). 
Diese sind kontragredient zu (27), denn sie sind nach (34) so geartet, 
daß die Linie, die vor der Transformation durch die Gleichung: 


(35) Pp+9Qg=1 
gegeben ist, nach der Transformation durch die genau ebenso ge- 
bildete Gleichung: 
(35a) Pop Q'g=1 
dargestellt wird. 
Wir wollen nun die Koeffizienten in den Transformations- 
gleichungen so bestimmen, daß die Bewegungsgleichungen eine mög- 


lichst einfache Form annehmen. Dies geschieht, wenn wir die folgenden 
Substitutionsgleichungen wählen: 


| p= Br —- (BP +CD)T), 
g= ap AP + Br. 


Dann wird die Substitutionsdeterminante: 


(36) 


(37) I=AB’+2BPBO + CD, 
und wir erhalten: 

(38) Up +2Bdpg+tkf=Alp”’+ög?), 
wenn wir: 

(39) = UL — DB? 


setzen. Dies ist die Diskriminante der quadratischen Form: 


2T= Up? +28Bpg + Co? 
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und stets positiv, weil diese Form stets positiv ist und nur für 
p=0, q=0 verschwindet. Aus diesem Grunde ist auch 4 not- 
wendig positiv und, wenn ® und Q) nicht beide Null sind, selbst 
von Null verschieden. Die Achsen des neu eingeführten Koordinaten- 
systems bilden konjugierte Durchmesser der Trägheitsellipsen. In der 
Tat wird die Gleichung (21) durch die Wertesysteme p,, g, und 9,, 
95, die sich aus (36) für p'=0 und g’=0 ergeben, befriedigt. Von 
den durch (31) eingeführten Größen ®’, DO’ wird jetzt: 


-1, o=0, 


und somit erhalten wir die Bewegungsgleichungen: 


a 
u Er)= 4 - A’), 


wenn wir noch E= 10 setzen. 

Wir knüpfen an diese Gleichungsform die Betrachtung einiger 
speziellen Fälle an, die von besonderem Interesse sind. 

Der erste Fall ist der, wo der Körper in sehr kurzer Zeit aus 
der Ruhe in eine Bewegung mit endlicher Geschwindigkeit übergeht. 
Dann haben wir die Gleichungen (40) mit dt zu multiplizieren und 
über die sehr kurze Zeit vr zu integrieren, während welcher p', q' 
von O0 ausgehend bis zu endlichen Werten wachsen. Auf der linken 
Seite entsteht dann einfach Ip’ und Ey’, auf der rechten Seite setzen 
wir für die auftretenden Integrale 


fra, fo 


wieder P', Q' und vernachlässigen die zweiten Glieder, die gegen 
die linke Seite verschwindend gering sind, da sie dem absoluten 
Betrage nach kleiner sind als 4?g'?:z und — A?p'q'-r, wobei t 
eine sehr kleine Größe ist. So erhalten wir einfach: 


(41) An —Prene 0. 
In dem jetzt vorliegenden Koordinatensystem wird die Gleichung 
[vgl. (35a)] der Linie, deren Koeffizienten P', @' aus (41) folgen: 
Ap'p" + BRo'g=l; | | 
wenn »", q" laufende Punktkoordinaten bezeichnen. Diese Gleichung 


aber stellt die Polare des Punktes (p', q’) bezüglich der durch die 
Gleichung: 


. (42) Ap'?+ Eg’—1 


Die permanente Schraube. | 529 


gegebenen Ellipse dar. Die Gleichung dieser Ellipse in den ursprüng- 
lichen Koordinaten lautet wegen (38): 


(42a) Ap+2dypg + tl, 


es ist eine der Trägheitsellipsen, die wir schlechthin so bezeichnen 
können, und wir finden so: Die gerade Linie, welche eine in- 
stantane Beschleunigungsdyname oder kurz gesagt einen 
Stoß darstellt, und der Bildpunkt der Schraubung, welche 
dieser Stoß hervorruft, sind einander als Polare und Pol 
bezüglich der Trägheitsellipse zugeordnet. 

Der zweite Fall, den wir betrachten, ist der, wo q’=0 und 
außerdem Q'=0 wird. Dann nehmen die Bewegungsgleichungen die 
Form an: 


d d 
(43) I N 


Wir setzen aber voraus, daß die Bewegungsfreiheit des Körpers dauernd 
derselben Beschränkung unterworfen ist, es sind also 1 und E als 
konstant anzusehen, und die zweite der vorstehenden Gleichungen 
zeigt, daß g’ sich im Verlaufe der Bewegung nicht ändert, also 
dauernd =0 ist. Diese Bewegung ist demnach während ihrer ganzen 
Dauer eine Schraubung in derselben Schraube, die durch g’= 0 
charakterisiert ist, und diese Schraube ist die einzige existierende 
permanente Schraube des Systems.!) Die Gleichungen (36) zeigen 
sofort, daß für’ =0 p:qg=%:XU wird und so ist der Bildpunkt R, 
der permanenten Schraube auf dem Bildkreis leicht festzulegen. 

Der dritte Fall, den wir untersuchen, ist der, wo P'=( und 
Q0'=0 ist für die ganze Dauer der Bewegung. Dann werden die 
Bewegungsgleichungen, indem wir 1 und E=46 als Konstante 
‘nicht mit in die Differentiation einschließen: 


dn»’ { 
(44) 1 Zi —- Sp'g. 


Die beiden Gleichungen sind aber leicht zu integrieren, und diese 
Integration wollen wir durchführen. Multiplizieren wir zunächst die 
Gleichungen mit p', d-q' und addieren sie, so ergibt sich: 


d d 
pP +. -0 
und daraus’durch Integration: 
(45) | pP?+dg’= Ef, 


1) S. Ball, Transactions of the R. Irish Acad. XXIX, 1890, p. 613, Theory 
of Screws, Chap. XXV. 
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wenn & eine Konstante bedeutet. Diese Gleichung sagt aus, daß die 
kinetische Energie 7’ konstant (und zwar gemäß (38) gleich 418?) 
bleibt. Setzen wir den hieraus folgenden Wert für p' in die zweite 
der Gleichungen ein, so wird sie: 





ee Do 
Machen wir nun: 
Tg =z, also — u dz und =. =u, 
so wird die letzte Gleichung: 
Heuva-ı 


Das Integral dieser Gleichung lautet: 
En > (etet He-i—un), 


wobei A eine Konstante bedeutet, die aus dem Anfangszustand der 
Bewegung zu bestimmen ist. In der Tat folgt aus diesem Werte von z: 


Va —(e+at — e-3-u0) 


und weiter: 

E- Slete#— entre) = uye- To 
Die hier erscheinenden Funktionen von A + ut sind sogenannte hyper- 
bolische Funktionen. Wir führen für dieselben die Gudermannschen 
Bezeichnungen ein: 


+(e+e’)=608v, +(e—e-’)= ©inv 





und weiter: 
eur, 5, — Tango, 
dann wird: 
DEE LE U 
und: 
(468) pP = yYögya—1I- el tAred _ ;Fang(A + u). 


Cos (A + ut) 


Dies sind die gesuchten Integrale der vorliegenden Bewegungs- 
gleichungen. Mit unbegrenzt wachsendem it wächst auch C08 (2 + ut) 
über alle Grenzen, Sec (A + ut) nähert sich also der Null, q’ wird 
kleiner und kleiner, während Tang (A + ut) sich dem Grenzwert 1, 
also p' dem Wert & nähert, und so sieht man, daß die Bewegung sich 
asymptotisch einer Schraubung in der permanenten Schraube nähert. 
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Anschaulicher noch ist eine Art geometrischer Interpretation der 
Bewegungsgleichungen. Von diesen ist die Gleichung (45) eine erste 
Folge. Dieselbe sagt aus, daß der Bildpunkt der Schraubung im Ver- 
laufe der Bewegung auf einer Ellipse fortrückt. Diese Ellipse ist 
eine Trägheitsellipse und die kinetische Energie bleibt im Verlaufe 
der ganzen Bewegung konstant. Durch ein zweites Integral wollen 
wir die Bewegung des Radiusvektor nach dem Bildpunkte, d.h. die 
Veränderung, welche die Schraube der jeweiligen Schraubung während 
des Fortganges der betrachteten Bewegung erfährt, festlegen. Wir 
bilden zu dem Zweck nach (44) und (45): 


dq’ dp’ | 2 9 Io 
ee 


Nach den Gleichungen (36) und (37) wird aber: 
dq’ dp’ d d 
WE -9E rn 1 LI PBa-Dm, 
und somit erhalten wir in dem ursprünglichen Koordinatensystem 


(p, q) die Gleichung: 
dq dp _,_ Dp-%a 


dt Se dt era 
wenn wir noch: 


4 ERST] 
Ne 2 yPR+D 
setzen. Wir machen nun wieder: 
D=0C089, d=osing, 
dann wird: : 
dq dp _ dp 
De Ra ar 
und nehmen wir noch: 
P-NRcosy, Q=NRsiny, also NR — vB’ + Q2 
an, so erhalten wir: 
d 8 
om —1 sin (d — 9Q). 
Ist nun P, der Bildpunkt der Schraube, in welcher der Körper sich 
gerade bewegt, A, der Bildpunkt der permanenten Schraube, so wird: 
P,R, = 2c sin (# — 9), 


und die Geschwindigkeit v, mit der sich der Bildpunkt P, auf dem 
Bildkreise bewegt, wird: 
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Somit ergibt sich: 
(47) vn: 





und der Sinn der Bewegung ist immer nach dem Punkte A, hin 
gerichtet. Da die kinetische Energie der Schraubung immer = 541e? 
— 10n/R sein soll, ergibt sich nach Formel (20): 


ne a ALOE 
0 — Ya für 9? DD SEE A 
und somit: | 
(47a) v—=0:P,R,- Vu, 


wenn ıt den Abstand des Trägheitspoles von der Tangente des Bild- 
kreises im Punkte P, bedeutet. Nach dieser Gleichung ist die Be- 
wegung des Bildpunktes auf dem Bildkreise leicht zu verfolgen. 

Die Transformationsgleichungen (36) versagen, wenn B—=0 und 
Q=0( wird. Dann wollen wir das System ausbalanciert nennen. 
Die ursprünglichen Bewegungsgleichungen lauten in diesem Falle: 


(48) IW+B)-P, ,&r+&D=Q 


Aus diesen Gleichungen folgt sofort, daß für P=0, Q=0: 


p= const, q= const. 


wird. Der Körper setzt also dieselbe Schraubung unbegrenzt fort, 
mit gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit. 

Soll der Körper sich fortgesetzt in derselben Schraube, aber mit 
wechselnder Winkelgeschwindigkeit bewegen, so muß: 


(49) P=-oeAlp+ 2a), 2=e (dr + a) 


werden, wobei o einen beliebig bleibenden Proportionalitätsfaktor 
bedeutet. Dann werden die Bewegungsgleichungen einfach: 


| d d 
(49a) =, —=09 
und daraus folgt: 
ap a age 
url ran) 


so daß das Verhältnis p:q in der Tat ungeändert bleibt. Wir er- 
halten aus den Gleichungen (49a): 
d d d 2 2 
re re re ET T 
und somit: 


dlog 
(50) ee 
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Die Beschleunigungsdynamen sind bis jetzt nur charakterisiert 
worden durch zwei Größen P und @, zu denen die Bewegungs- 
gleichungen unmittelbar hinleiten. Wir wollen nun die wirklichen 
Koordinaten der Beschleunigungsdyname einführen, indem wir voraus- 
setzen, daß die Schrauben derselben zu dem nämlichen linearen 
Schraubensystem gehören wie die Schrauben der dem Körper mög- 
lichen Schrauben. Die Koordinaten der Dyname sind also von 
der Form: 


(51) Nee b=oX, MH, EN 0, 
und bilden wir nun den Arbeitsausdruck gemäß der Formel: 


Y =Xu+Yv+Zw+Lp+Mg+Nr, 


so wird hier in Rücksicht Bu (la) und (51): 
(52) = 20Xp + 2P\Yg. 


Vergleicht man aber diesen Ausdruck mit (26), so erkennt man sofort, 
daß man: 


(53) P220X,20-98Y 


zu setzen hat. 

Wir deuten die Beschleunigungsdyname wieder als einen Stoß, der 
augenblieklich eine bestimmte Schraubung hervorruft. So finden wir 
in eindeutiger Weise jeder Schraube der Schraubenreihe als Träger 
der Stoßdyname eine andere Schraube als Träger der durch den 
Stoß hervorgerufenen Schraubung zugeordnet, und diese Zuordnung 
wollen wir näher untersuchen. Die erste Schraube nennen wir die 
Impulsschraube, die zweite Schraube die Instantanschraube. 
Die bestimmenden Größen P, © des Stoßes waren mit den unab- 
hängigen Koordinaten 9, q der zugehörigen Schraubung durch die 
Gleichungen verknüpft: 


(54) P=-Up+%g, 9=-Bp+%a. 
In diese Gleichungen haben wir jetzt für P, © die Ausdrücke (83) 


einzusetzen. Wir ziehen es vor, noch eine Hilfsschraubung ein- 
zuführen, deren unabhängige Kondmaten p, q wir definieren Arad 


die Gleichungen: 
Erzgrch Q, 15 P. 


Dann wird Pp+Qq=0 oder: 
(55) eXp +PYga=0. 


Diese Gleichung besagt aber, daß die Schraube der Hilfsschraubung 
zu der Impulsschraube korreziprok ist. Wir denken uns die Bild- 
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punkte A, und J, dieser beiden Schrauben durch eine gerade Linie 
verbunden. Die Gleichung der Verbindungslinie zweier Punkte des 
Bildkreises ist in (18) gegeben. Diese Gleichung liefert hier: 


Xp Ya)p+ Ka+ YMq-20Xp=0 
oder mit Rücksicht auf (55) nach Multiplikation mit ß: 
(e+P)Xpp+ß Xa+ Yp)a— 2cfXp=0. 


Für qg=0 folgt daraus, wenn wir dann »=p, Setzen: 
„ 2 
(56) P, = Eur 


Die hier vorliegenden Verbindungslinien gehen also alle durch einen 
bestimmten Punkt B der p-Achse, dessen Abszisse p, ist und der von 
dem früher (im 12. Kapitel) eingeführten Parameterpol nicht wesent- 
lich verschieden ist, nur daß dort der Durchmesser 2c des Bildkreises, 
der hier beliebig bleibt, gleich ß — «x genommen war. 

Führen wir in die Gleichungen (54) p und q ein, so folgt daraus 
unmittelbar, daß: 


(87) Ayp+ Bla +prd)+Lgg=0 


wird. Das heißt aber nach (21), daß die Hilfsschraube und die 
Instantanschraube zwei konjugierte Trägheitsschrauben bilden und die 
Verbindungslinie ihrer Bildpunkte 
H,, K, auf dem Bildkreise durch 
den Trägheitspol 7’ hindurchgeht. 
Man findet also, wenn der Bild- 
punkt J/, der Impulsschraube ge- 
geben ist, den Bildpunkt X, der 
zugehörigen Instantanschraube, 
indem man J, mit dem Para- 
meterpol 5 verbindet und aus 
dem zweiten Schnittpunkte ZH, 
dieser Verbindungslinie mit dem 
Bildkreis wieder die Linie nach 
dem Trägheitspol 7’ zieht. Der 
zweite Schnittpunkt dieser Linie 

Fig. 26. mit dem Bildkreis ist der ge- 

suchte Bildpunkt X, 

Aus dieser Konstruktion ergibt sich sofort, daß die Endpunkte 
M,, N, der Sehne des Bildkreises, die den Parameterpol 5 mit dem 
Trägheitspol 7 verbindet, die Bildpunkte zweier Schrauben sind, in 
denen eine Impulsschraube mit ihrer zugehörigen Instantanschraube 
zusammenfällt, und diese beiden Hauptträgheitsschrauben, wie 





Geometrische Deutung. 355 


wir sie mit Ball!) nennen, sind stets reell, weil der Trägheitspol 7 
immer im Innern des Bildkreises liest und jede durch ihn hindurch- 
gehende Linie diesen Kreis somit in zwei reellen Punkten trifft. 

Die Schraubung, die durch einen gegebenen Impuls erfolgt, ist 
durch die Angabe der Zuordnung von Impuls- und Instantanschrauben 
nicht völlig bestimmt. Es fehlt noch die Festlegung ihrer Winkel- 
geschwindigkeit. Bevor wir an die allgemeine Erledigung dieser 
Frage gehen, wollen wir sie für einen besonderen Fall beantworten. 
Wir nehmen an, daß der Bildpunkt der Schraubung in den Trägheits- 
pol falle und suchen den Impuls, der diese Schraubung hervorruft. 
Um deuselben zu finden, haben wir in die durch Kombination von (53) 
und (54) entstehenden Gleichungen: 


(58) 2X = Mp+Bg, 2BY=Bp+Yg 
für », q die Koordinaten (17) des Trägheitspols einzusetzen und erhalten 


dann die folgenden Werte von X und Y, die wir hier mit X,, Y, 
bezeichnen: 


AUC—DB’ c 
(59) = ALE Fer, Y=0. 

Wir denken uns nun die Bildpunkte J, und X, der Impuls- und 
Instantanschraube durch eine gerade Linie verbunden, deren Gleichung 
gemäß der Formel (18) zu bilden ist. Wir wollen den Abstand 8 
des Parameterpols von dieser Verbindungslinie berechnen. Dann 
müssen wir in die linke Seite der Liniengleichung die Koordinaten 
P=2, 90 des Parameterpols einsetzen, nachdem wir die Gleichung 
durch Division mit YX?+ Y?-Yp?+ g? auf die Normalform gebracht 
haben. Wir erhalten so: 

EIAIP-IDmM-2eXP 

(EEE ENTE 

Setzen wir hierin den Wert (56) von 9, ein, so wird: 

er p200g 

(0) N 
wenn wir R=yYX?+ Y2 o=Yp?-+ g? machen. Aus den Glei- 
chungen (58) folgt aber: 
2«Xp + 2BYgq = Up? + 2Bdpg + CP? = 2T. 

Für die kinetische Energie nehmen wir den Ausdruck (20) und 
erhalten so mit Hinzuziehung von (60): 


(«+ P)R- 8-14 C)o-u 
OGdET: 
ee ER 
(61) o 2 +Pß) 3 


1) Zuerst untersuchte sie Ball in der Abhandlung Philosophical Trans- 
actions, Vol. 164, 1874, p. 27. 
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Den Quotienten u/3 unterziehen wir in dieser Gleichung noch einer 
weiteren Umformung. Wir bezeichnen (Fig. 26) mit r den Winkel, 
welchen die Tangente des Bildkreises in X, mit der Linie X,T bildet, 
dann wird.der Abstand des Trägheitspols 7’ von der Tangente: 


Weziklssinz. 


Es ist aber auch der Peripheriewinkel X,J,A,= r und demnach der 
Abstand des Parameterpols D, der auf J,H, liegt, von der Sehne K,J,: 


3— J,B-sinr, 
mithin ist: 











und wir erhalten: 


(62) 





a) 


R A+c X 
o 2(e+ß) 7, 
Nun haben nach einem bekannten Satz die Produkte der Sehnen- 
abschnitte X,7-H,T und J,B:H,B denselben Wert, wie auch die 
Punkte auf dem Kreis gewählt seien. Wir können also in der vorigen 
Formel X,7T und J, B auch durch die ihnen proportionalen umgekehrten 
Werte von H,7 und H,B ersetzen und erhalten eine Formel: 
R H,B 
(63) el 


oO 
0 





























in der m eine noch zu bestimmende Konstante bedeutet. Diese Be- 
stimmung gelingt am einfachsten, wenn wir H, in den Mittelpunkt C 
der Bildebene, d. h. den Koordinatenursprung rücken lassen und 
&=(T nehmen. Dann gelangen wir zu dem vorweg erledigten Fall. 


Es wird: 








und somit: 
X=m:P 
oder wenn wir für X, und », die Werte (59) und (56) einsetzen: 
NE-B 0 20. 
TEEN @tß 
also: 
_ AC-B: «+ß 
(64) PU RE BB 


Die Formeln (62) und (63) bringen die Resultante R der Impuls- 
dyname und die Winkelgeschwindigkeit & der zugehörigen instantanen 
Schraubung in einfachen geometrischen Zusammenhang, und damit 
ist die Bestimmung der instantanen Schraubung aus der Impulsdyname 
oder umgekehrt vollendet. 
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Zweiundzwanzigstes Kapitel. 
Bewegungsfreiheit dritter Stufe. 


Wir nehmen jetzt an, der starre Körper habe drei Grade der 
Freiheit. Wir beschränken uns wieder auf den Fall, wo das zugehörige 
lineare Schraubensystem dritter Stufe ein zentrisches System ist, 
und legen die Koordinatenachsen in die Hauptachsen desselben. 
Dann sind von den sechs Koordinaten einer möglichen Schraubung 
des Körpers drei, p, q, r, als unabhängige Koordinaten anzusehen 
und durch diese drücken sich die übrigen drei in der folgenden ein- 
fachen Weise aus: 


(1) Ed EA 
Die kinetische Energie des starren Massensystems ist dann gemäß 
der Formel (4) im 19. Kapitel durch den Ausdruck gegeben: 
ae | 
Pen — 3 > Me | (ep — ry + 9%) + (ßq— P%+ 12) 
+ (pr — 42 + Pyo)?)» 
der, ausgerechnet, von der Form wird: 
2a) T=3{AuPp’t Asg’+ Asr’+2A,qr+24A,rp+24A,pgq) 
wobei zu setzen ist: 
Ay = D>’mgte? +Yye +26) Ass = D’met(ß — Y)% — Yoo)) 
(3) 1 Ass = >img(ß? + 20° + 29°)» - Ası = D’mel(r — )Yg— 2g%g)> 


Az = >’me(y? Ar oo” = Yoy Ay = D>imgl(e —B) An CoYe)" 


Diese Koeffizienten sind, indem wir wie immer voraussetzen, daß die 
momentane Beschränkung der Bewegungsfreiheit dieselbe bleibt, ın 
der Zeit unveränderlich und somit wie Konstante zu behandeln. 


Aus (2a) ergibt sich sofort: 
= Ayp + Ag + Aut) 
(4) 5 —Anp + And + Ant, 
zu Ay,Pp + A244 + Ayn 


Timerding, Geometrie der Kräfte, 22 
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Wir gehen nun an die Aufstellung der Bewegungsgleichungen 
auf Grund der Formel (30) im 19. Kapitel. Wir haben zu dem 
Zweck in dem Ausdruck (2) die Koordinaten x,, Ye, 2 der ein- 
zelnen Massenpunkte zu variieren und für die Variationen d.x,, Ö%Yo, 629 
dieser Koordinaten, die durch eine dem Körper mögliche Schraubung 
herbeigeführt werden sollen, Werte von folgender Form anzunehmen: 


öxo = (EP + 2,9 — Yor)dt, 
Iy—=(Bg + LT — 2ep)Öt, 
2, = (yr + YoP — 2,g)Öt. 

Setzt man nun in dem Variationsausdruck: 

8T= D’m,\(ep — rg + geo)(gd2, — röyg) +: } 
die vorstehenden Werte für dx,, öy,, d2, ein, so ergibt sich ein Aus- 
druck von folgender Form: 
(5°) oT=(Fpy + @Gq-+ Hyd. 


Die Ausrechnung ist etwas umständlich, unterliegt aber keiner prin- 
zipiellen Schwierigkeit.) Das Resultat ist das folgende Es wird: 


5)  Fehg—-AOr, G=Br-NRp, H=Dp- Pa, 


wenn ®B, Q, NR gewisse lineare Funktionen von p, q, r bezeichnen, 
und zwar wollen wir setzen: 


PB=aıPp+ 054 + sr, 
(6) DV=a,Pp+Qa34+ Ast, 
N=A,P+ Ag + Ag. 


Dabei werden die Koeffizienten: 
Ayı= De (Xe°+PY), dy= Img (ToYe— P2o), a = Dim (ZeXe+ Bye), 
(7) Ay me (ZeYo+ Y£e), = my (Yor+ ya), O9 Img (Yorg—&%o), 
Ag Img (Ze%o— BYo), Gy: Dim, (Yo2o+ &%e), Ug= D’me (Ze + aß). 
Aus der Formel (5) ergibt sich unmittelbar: 


(8) Fp+@Gqa+Hr=0. 


Wir wollen sofort bemerken, daß B, D, N nicht völlig bestimmt sind. 
Man kann vielmehr statt der angesetzten Werte (6) auch B+Ap, 
Q-+4qg, R+Ar nehmen, ohne daß hierbei, was auch A sei, die 


1) Vgl. Ball, Theory of Screws, p. 430. 
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Größen F, G, H, auf die es allein ankommt, eine Änderung erfahren. 
Wir deuten F} @, H als die Komponenten eines Vektormomentes, 
das wir als Zentrifugalmoment bezeichnen. Nach der Formel (5) 
erscheint dies Vektormoment als das äußere Produkt der beiden 
Vektoren mit den Komponenten p, , rund P,O,R 

Wir können jetzt die Bewegungsgleichungen sofort hinschreiben. 
Wir geben ihnen die Gestalt: 


d 
ap Ange Auen) ER, 
d 

(9) 1, Asp + 4,9 + Agr) = +6 
d n 
177 (Asp 22.0 Agsr) =Rk+H. 


Die P, @, R entsprechen den Größen 2, und F, G, H gemäß (5°) 
den Größen 7,, in der Formel (30) des 19. Kapitels. 

Durch P, ©, R wird wieder die Beschleunigungsdyname festgelegt, 
und wieder verlangen wir, daß die Schraube dieser Dyname dem 
linearen Schraubensystem, das die Beschränkung der Bewegungs- 
freiheit ausdrückt, angehören soll. Dann müssen die gewöhnlichen 
Koordinaten der Dyname von der Form sein: 


(10) ZEN EM HB SEN 92, 
und damit wird die Arbeitsleistung bei einer Schraubung, deren 
Koordinaten den Gleichungen (1) genügen: 


 =Xu+Yv+Zw+Lp+Mg+Nr 


—20«Xp+2PYq + 2rZr. 


Anderseits aber folgt aus den Gleichungen (9), wenn wir sie mit 
p, 9, r multiplizieren und addieren, mit Luualt auf > 


TIP üg ER 


a 


und da nt wird auch: 


SU =Pp+ Qq + Rr. 


Durch Vergleichung dieser Formel mit der oben gefundenen ergıDı 
sich, daß: 
(129. P=20X, Q=2ß6Y, R=2yZ 


zu setzen ist. 
IE 
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Wir behandeln nun zuerst den Fall, wo die Beschleunigungs- 
dyname einen Impuls darstellt, der den starren Körper instantan aus 
der Ruhelage in die durch die unabhängigen Koordinaten p, q, r 
charakterisierte Schraubung versetzt. Multiplizieren wir dann die 
Gleichungen (9) wieder mit dt und integrieren über die sehr kurze 
Wirkungszeit r des Stoßes, so erhalten wir auf der linken Seite 
jedesmal einfach den eingeklammerten Ausdruck, auf der rechten 
Seite können wir wieder die zweiten Glieder vernachlässigen, da sie. 
kleiner als "r, @-r, H-r ausfallen, also kleiner als gewisse quadratische 
Funktionen der endlichen Schraubungskoordinaten p, q, r, multipliziert 
mit der sehr kleinen Zeit r, sind. Die Integrale 


fra, feat, Spa 


müssen endliche Werte annehmen, indem hier P, Q, R als ungeheuer 
groß gegenüber den Koordinaten einer Dyname, die in endlicher 
Zeit eine mäßige Bewegungsänderung hervorbringt, anzusehen sind. 
Wir schreiben für die Integrale wieder einfach P, 9, R und gelangen 
damit zu den Gleichungen: 


Aıp+Asga+Ast=P, 
(12) A,;Pp+ Ag + Agr=®, 
A,p+Agsg+ Asr—K. 


Wir deuten nun p, q, r als Koordinaten eines Punktes in einem 
Bildraum und erhalten so eine Abbildung der dem Körper möglichen 
Schraubungen durch die Punkte dieses Bildraumes. Hierbei erfüllen 
die Bildpunkte der Sehraubungen, denen dieselbe kinetische Energie 
zukommt, jedesmal ein Ellipsoid, und alle die Ellipsoide, die wir so 
erhalten, sind konzentrisch, ähnlich und in ähnlicher Lage. Sie 
stimmen also in der Lage der Hauptachsen überein. Ihr gemeinsamer 
Mittelpunkt © ist der Punkt (p=0, q=0,r=0), welcher der Ruhe- 
lage des Körpers zugeordnet ist. 

Die Größen P, @, R deuten wir als die Koordinaten einer Ebene 
im Bildraume, nämlich der Ebene, welche durch die Gleichung: 


Pp+@Qga+KRı=1 


festgelegt ist, wenn P, q, tr laufende Punktkoordinaten bezeichnen. 
Die Gleichungen (12) vermitteln dann eine eindeutige Beziehung 
zwischen den Punkten und Ebenen des Bildraumes, bei welcher der 
Bildebene eines Impulses der Bildpunkt der durch den Impuls hervor- 
gerufenen instantanen Schraubung zugeordnet wird, und sie zeigen, 
daß Punkt und Ebene einander als Pol und Polare bezüglich des 
Ellipsoides zugeordnet sind, dessen Gleichung lautet: 


(13) Aup? + Agqg?+ Agr?+24,gr+24,rp +24,pg —1. 
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Es ist das Ellipsoid, dessen Punkte die Bilder der Schraubungen von 
der kinetischen Energie '/, sind und das wir kurz als das Trägheits- 
ellipsoid bezeichnen wollen. 

Wir suchen insbesondere die Fälle, wo die Schraube des Impulses 
mit der Schraube der zugehörigen instantanen Schraubung zusammen- 


fällt. Dann muß gemäß den Gleichungen (11): 

(14) Ds 2op 200: 2pr 
sein. Wenn «,ß,9>0, führen wir durch die Gleichungen: 

t=Ve:p, y=VPß-q 3=Yr-1 

t, ), 3 als neue Parameter der Schraubung ein und schreiben dem- 
entsprechend die Gleichung (13): 

(13a) Bur®+ By? + B,3° + 2B,,y5+ 2Du327+2B,iy=1, 
indem wir: 

4,1 \AE IM Ass Be, Ays 
b,= a Da DD. Et bb, = VRry Ms 


setzen. Dann werden die zu erfüllenden Gleichungen: 


Bır+B4+Bbs3 = Mt, 
(15) Bye + Bay + Ba, =1), 
B,£2+B3y+ D,,3 = 43, 


wenn A einen noch unbestimmten Proportionalitätsfaktor bezeichnet. 
Das Problem ist jetzt formal genau dasselbe, als wenn unter der 
Voraussetzung, t, Y), 3 seien rechtwinklige Punktkoordinaten, die 
Hauptachsen der durch die Gleichung (13a) dargestellten Fläche zweiter 
Ordnung zu ermitteln wären. Für den Faktor 4 ergibt sich die 
Gleichung dritten Grades: 


| Bu zus DB; Bis 
(16) | B;, B35 un A B;; E 0, 
B;, B;, B;; 4 | 


und wie die Hauptachsen der Fläche sind auch die Wurzeln dieser 
Gleichung stets reell. Den drei Hauptachsen entsprechend ergeben 
sich drei Lösungssysteme £:):3 und demnach auch drei Lösungs- 
systeme p:q:r, d. h. drei Schrauben, welche gleichzeitig Träger 
eines Impulses und der durch diesen Impuls hervorgerufenen Schraubung 
sind und welche wir wieder als Hauptträgheitsschrauben be- 
zeichnen. Diese sind auch, wenn unter den Größen «, ß, y negative 
sind, reell. Denn sie werden bestimmt als die Durchmesser der 
konzentrischen Flächen 2. Ordnung: 
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Aup’+2Aspgq + tAsr=1, ap+ fa ryrl—=H, 


für deren Punkte die Polarebenen bez. dieser Flächen parallel aus- 
fallen. Diese drei Durchmesser sind aber nach dem vorstehenden 
reell, wenn eine der Flächen ein Ellipsoid ist. Eine dieser Flächen 
ist aber wirklich immer ein Ellipsoid, nämlich die erste, das Trägheits- 
ellipsoid. Unter besonderen Umständen gibt es außer einer allein- 
stehenden noch unendlich viele Hauptträgheitsschrauben, die ein lineares 
Schraubensystem zweiter Stufe bilden, oder auch alle Schrauben des 
Schraubennetzes sind Hauptträgheitsschrauben. 


Wir wollen jetzt statt p, q, r in dem Bildraume neue Koor- 
dinaten p, q, r einführen, die sich auf die Hauptachsen des durch 
die Gleichung (13) dargestellten Trägheitsellipsoides beziehen. Gleich- 
zeitig führen wir statt der Ebenenkoordinaten P, Q), R neue Ebenen- 
koordinaten P', ©', R' ein, die sich auf dasselbe Koordinatensystem 
beziehen und dadurch definiert sind, daß identisch: 


(17) P'p+Q'a+Ekr=Pp+Qqa+ Rr 


werden soll. Lautet dann die Gleichung des Trägheitsellipsoides in 
diesen neuen Koordinaten: 


(18) Ap?’+ Bbga’+Cr’=1, 


so wird die Beziehung zwischen den Impulsen und den zugehörigen 
Schraubungen durch die einfachen Beziehungen vermittelt: 


(19) PB'=49,80:=7Bb4, ıRı==.00 


Der Ausdruck für die kinetische Energie wird, wenn wir die 
Schraubungen uns durch diese neuen Parameter p, g, r festgelegt 
denken: 


(20) T=3(Ap?’+ Bg?’+ Or?). 
Da bei dem Übergange zu dem neuen Koordinatensystem im Bild- 
raume noch identisch: 
Fi + g? Eye =p’+gq’-+r? 


(21) P'?4+ OR + R’= P!?1 Q?+ R? 


wird, so wird, wenn @=Yp’+ q’+r? die Winkelgeschwindigkeit 
der Schraubung bezeichnet, auch in dem neuen Koordinatensystem: 


(22) oa®=pn’+g’+r?. 
Setzen wir ferner: 


A=yPrr+ HR, 
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so erhalten wir noch: 
| Q?= P!?+Q”+R'? 
oder, wenn wir nach (19) die Parameter P', ©’, R’ des Impulses 
durch die Parameter p, q, r der zugehörigen Schraubung ersetzen: 
(23) 2?—= A?’p?’+ D’g?’+ O?r?. 
Aus den Gleichungen (20), (22), (23) leiten wir mit Leichtigkeit 
die folgenden ab: 
2?—2(B+0)T+BClCo?=(A— D(A- Op’, 
(24) 2? —-2(0O +A)T+0Ao=(B—- 0) (B-—- A)g’, 
a: — 2(A+B)T+ADBo&®=(Ü — A)(O - Dir’. 
Wir können nun setzen: 
(25) 21 —:0,,0 — (eng. 
In der Tat ist für die Möglichkeit dieser Substitution notwendig und 
hinreichend, daß die Ungleichung besteht: 
22 = &? m? 
oder: 
20? —4T?>0. 
Die linke Seite der letzten Ungleichung aber wird: 
(Ap®+ B?g?+ O?r?)(p? + q? +7?) — (Ap?+ Bq? + 0r?)? 
= (B- 0)’ r’+(C- Ar?p°+ A Bi, 
und dieser Ausdruck ist als Summe von Quadraten notwendig positiv. 
Wir wollen noch setzen: 
(26) p=osiniA, g=osinu, r=osinv, 
indem wir mit A, u, v die Winkel bezeichnen, welche die Richtung 


der Schraubenachse mit den Hauptebenen des Trägheitsellipsoids 
bildet. Dann gehen die Gleichungen (24) über in: 


+ n?— (B+O)E+ BO=(A— B)(A— O) sin 42, 
ET) IE + (C+A)E+CA-(B- O)(B—- A)sinu), 
£2L 7? —- (AFBJ)EHRAB=(C- A)(O — Dsin vi. 

Deutet man &, n nun als rechtwinklige Koordinaten in einer Hilfs- 


ebene, so sind dies die Gleichungen dreier Kreise, deren Mittelpunkte 
auf der &-Achse liegen und der Reihe nach die Abszissen haben: 


=; B+0, &=3(C+A, 8=;(A+B) 


Die Kreise gehen alle drei durch dieselben zwei Punkte, sie gehören 
einem Büschel an. Damit dies nämlich der Fall ist, muß sich eine 
der Kreisgleichungen durch lineare Kombination aus den anderen 
beiden ergeben, und in der Tat finden wir, wenn wir die Gleichungen 
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(27) der Reihe nach mit B-0, O- A, A— B multiplizieren und 
addieren: 

BOC(B—-C) +CA(C—-A)+AB(A- B=(A— B)(A-0)(B-(), 
also eine Identität. Die beiden Schnittpunkte der drei Kreise liegen 
auf einer Parallelen zur n-Achse, und wenn & ihre gemeinsame Ab- 
szisse ist, so wird 7 = 80°, die drei Kreise, die, wie ihre Gleichungen 
(27) zeigen, einzeln von den Richtungswinkeln A, u, v der Schrauben- 
achse abhängen, können also dienen, um die kinetische Energie einer 
Schraubung in dieser Schraube graphisch zu illustrieren. 

Wir nehmen zu den drei Kreisen hinzu die drei mit ihnen einzeln 

konzentrischen Kreise, deren Gleichungen lauten: 
+92 (B+O)E+BO=0, 
(27a) FA en 
&+9°—-(A+D)E+AB=0. 
Diese drei Kreise berühren sich paarweise in einem Punkte der &-Achse. 
In der Tat werden die vorstehenden Gleichungen für 7 = 0: 
GEBE-ON EZ Are an ne 
die Berührungspunkte haben also die Abszissen: 
Bed, Euer, ET — Ex 
die Radien der Kreise sind der Reihe nach, vom Vorzeichen abgesehen: 
2-3 8-0), =; -A), e"=z(4-B) 

Sucht man die Schnittpunkte des zweiten dieser Kreise mit dem 
Kreise, der durch die erste der Gleichungen (27) gegeben wird, so 
erhält man durch einfache Subtraktion der beiden Kreisgleichungen 
für die gemeinsame Abszisse der zwei Schnittpunkte: 

g=0+(A-— 0) sin 2? 
u E= A sin 4?+ CO cos 42 

=3(C+4)+3+(0 — A) cos 24. 

Ziehen wir also nach dem einen der Schnittpunkte den Radius 
des zweiten Grundkreises (27a), dessen Mittelpunkt die Abszisse 
>(0O+4) hat, so 
bildet dieser Ra- 
dius, der die Länge 
30-4) hat, 
mit der &- Achse 
den Winkel 24. 
Verbindet man 
den Schnittpunkt 
aber mit dem 
| Punkte der $- 
Achse, in dem der zweite Grundkreis den dritten berührt, so 





 #A+B B#(+4)ZBH0) € 


Fig. 27. 
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ist der Winkel, den diese Verbindungslinie mit der &-Achse bildet, 
als Peripheriewinkel gleich der Hälfte des zuerst gefundenen Winkels 
als des zugehörigen Zentriwinkels, mithin = 4. So lassen sich auch 
die Winkel A, u, v auf einfache Weise in der Figur sichtbar machen 
und sich, wenn sie gegeben sind, aus den Grundkreisen die kon- 
zentrischen Kreise konstruieren, die folgende Eigenschaft haben: Die 
gemeinsame Abszisse & ihrer Schnittpunkte liefert nach (25) den 
Ausdruck für die doppelte kinetische Energie einer Schraubung von 
der Winkelgeschwindigkeit 1 in der Schraube, deren Achse die 
Richtungswinkel A, u, v hat. | 
Diese Konstruktion ist von besonderer Bedeutung, wenn in den 
Grundgleichungen (1) «, ß, y=0 werden. Dann sind alle Schrau- 
bungen Rotationen um einen festen Punkt, und die doppelte kinetische 
Energie einer Drehung von der Winkelgeschwindigkeit 1 ist das 
Trägheitsmoment des starren Körpers für die Drehachse. So gelangt 
man zu einer graphischen Darstellung der Trägheitsmomente eines 
Körpers für alle durch einen festen Punkt gehenden Achsen. Diese Dar- 
stellung der Trägheitsmomente ist ebenfalls von Mohr gegeben worden.?) 


Wir kehren jetzt zurück zu den allgemeinen Bewegungsgleichungen 
und wollen zunächst die Zentrifugalmomente einer näheren Betrachtung 
unterziehen. Jeder Schraubung, welche der starre Körper ausführen 
kann, ist ein Zentrifugalmoment zugeordnet und wir fragen, welcher 
Art diese Zuordnung ist. Wir deuten wieder die unabhängigen Ko- 
ordinaten p, q, r der Schraubung als rechtwinklige Punktkoordinaten 
in einem Bildraume. Dann wird durch die Gleichungen (6) jedem 
Punkte P des Bildraumes ein bestimmter Vektor zugeordnet, dessen 
Komponenten lineare Funktionen von den Koordinaten des Punktes P 
sind. Diesen Vektor denken wir uns nun am Punkte P angreifend 
und lassen vom Koordinatenursprung Ü den entgegengesetzt gleichen 
Vektor ausgehen. Deuten wir die Vektoren als Kräfte, so bilden 
diese beiden Kräfte ein Kräftepaar, welches dem Zentrifugalmoment 
gleich ist. In der Tat werden die Komponenten des Kräftepaares: 


aR—-rDd—-F, ıB -pf=G, pü—qaPß=H. 


Daraus können wir auch schließen, daß wir das Zentrifugalmoment 
darstellen können durch ein Kräftepaar, dessen Kräfte die Kom- 
ponenten B, O, NR und - PB, —Q, — NR haben und in zwei Punkten 
der augenblicklichen Rotationsachse angreifen. 

Die Wirkungslinien der beiden Kräfte fallen zusammen und das 
Zentrifugalmoment verschwindet, wenn der Vektor (B,O,R) in die 
Richtung der Rotationsachse fällt, wenn also: 


Any Be Are nn 
1) Zivilingenieur 1896, p. 237, Technische Mechanik p. 93. 
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wird. Daraus ergeben sich die Gleichungen: 


(@ı -A)P+ aa + ar =, 
(28) Pt (Aa - Ag + agr=(, 
A, P + A394 + (a; —-AMr=(, 


und somit ist A eine Wurzel der Gleichung dritten Grades: 


Ai 4 d19 Ays 
ls] RR) Ayg — A 


Den drei Wurzeln dieser Gleichung entsprechend sind drei Lösungs- 
systeme p:q:r der vorhergehenden linearen Gleichungen möglich 
und somit drei Schrauben, für welche das Zentrifugalmoment ver- 
schwindet. Wenn dies der Fall ist, reduzieren sich aber die Bewegungs- 
gleichungen auf: 


d 
14 AP +4A»4+Ası)=P, 
d 

(30) a; (Ası pP + 4394 + Agsr)=®, 
d 
1, AsıPp + 434 + Asr)=R, 


und wenn nun noch die Beschleunigungsdyname verschwindet, also 
P,Q,R=0 ist, so ergibt sich zunächst, daß die eingeklammerten 
Größen auf der linken Seite der vorstehenden Gleichungen in der 
Zeit konstant sind. Damit wird aber auch: 


(DL)E p, g,r — const. 


für die ganze Dauer der Bewegung. Der starre Körper setzt also 

seine Bewegung in derselben Schraube mit unveränderter Winkel- 

geschwindigkeit fort. Die vorliegenden Schrauben sind somit wieder 

als permanente Schrauben zu bezeichnen. 
Insbesondere ist der Fall ausgezeichnet, wo: 


(32) Zma 0, my 0, Zmoz, = 0 


wird, wo also der gewählte Koordinatenursprung der Schwerpunkt 
des starren Körpers ist. Das heißt, daß wir den Mittelpunkt des 
zentrischen Schraubennetzes, das die vorliegende Einschränkung der 
Bewegungsfreiheit charakterisiert, zusammenfallen lassen mit dem 
Schwerpunkte des starren Körpers. In diesem Falle wird nach den 
Definitionsgleichungen (7): | 


(33) Ay; = (Ag, Ag Az, (gı = As, 
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und die Gleichungen (28) bedeuten somit, daß man die Hauptachsen 
der Fläche zweiter Ordnung sucht, die durch die Gleichung dar- 
gestellt wird: 


(34) AyP° + 45Q’ + Qgr? + 2agqgr + 2ayrp+ 2a,pg=1. 
Man erhält also notwendigerweise drei reelle permanente Schrauben, 
deren Achsen zueinander rechtwinklig sind. 
In dem noch spezielleren Falle, wo auch: 
(35) ZmoYoke =, ZMg2ote =I, ZMmeykoYyo = I 
wird, wo also die Hauptachsen des Schraubennetzes, die wir für die 


Koordinatenachsen gewählt haben, mit den Hauptträgheitsachsen des 
starren Körpers identisch sind, wird gleichzeitig: 


(36) As; Te Ö, A;, je 0, Ay = 0 
und: 
(36a) 0 td A). 


Schreiben wir dann einfacher: 
A,=A, Ag=Bb, A,=(0 und a,=0 A9=b, A, —6, 
so erhalten die Bewegungsgleichungen die Gestalt: 


d 
An —=P+(e-b)qr, 
d 
(37) BZ; = 9+ (a-gıp, 


d 
0 re +(b-—-a)pg. 
Nimmt man endlich außer (35): 
a nn 


an, so daß alle Schraubungen des Schraubennetzes zu Drehungen um 
einen festen Punkt werden, so ist: 


(38) A=b+e, B=cH+a, C=a+tb, 
mithin: | 
(3823) B-ÜC=c—b, Ü-A=a-c, A-B=b-a, 


und die vorigen Bewegungsgleichungen gehen über in: 


d 
Ay —=P+(B-Oyar, 


d 
(39) BZ =0Q+(C-Arp, 
O5—=R+(A-Dpg 


Dies sind die Eulerschen Gleichungen für die Drehung um einen 
festen Punkt. 
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Dreiundzwanzigstes Kapitel. 
Spannungen. 


Wir haben bisher Kräftesysteme .nur in Verbindung mit starren 
Massensystemen betrachtet, d.h. wir -haben angenommen, die Angriffs- 
punkte der Kräfte seien starr miteinander verbunden, womit gesagt 
sein soll, daß bei allen Veränderungen, welche diese Angriffspunkte 
erleiden können, ihre Abstände voneinander sich nicht ändern. Diese 
Voraussetzung wollen wir jetzt aufgeben, wir wollen vielmehr an- 
nehmen, daß das System der Angriffspunkte einer Deformation in 
dem Sinne, wie wir das Wort gebraucht haben, unterworfen werde.) 

Wir bezeichnen nunmehr mit X,, Y,, Z, die Komponenten der 
oe" Kraft des Systems, mit &,, %, 2, die Koordinaten ihres Angriffs- 
punktes und bilden sofort den Ausdruck für die Arbeit: 


(1) OW= DI {R,d2, + Y,dyg + 2,02,), 
9 


wobei die Veränderungen dx,, 0%,, ö2, der Koordinaten von einer 
Deformation des Systems der Angriffspunkte herrühren sollen. Es 
sind deswegen diese Anderungen von der Form: 


ÖL — (+ &%o + Yo + Uz2o)T, 
(2) yo = (Bo + Pıto+ PaYo + B32g)%, 
02, = (yo + Yıo + YaYo + 7320) 7. 


Wir zerlegen jetzt die allgemeine Deformation in eine reine 
Deformation und eine Schraubung. Wir bezeichnen die Koordinaten- 
änderungen, welche die erstere bewirkt, mit ö'x,, ö'y,, Ö'z, und die 
von der letzteren herrührenden mit ö'"x,, ö"%,, Ö"z,, dann wird: 


3) nt, ty y, It!" z 


1) Zum folgenden vgl. man Cauchy, Exercices de Math. Vol. 2 (1827) 
p. 42, Green (1837) Mathem. Papers, p. 243, Mc’ Cullagh (1839) Works, p. 145, 
W. Thomson (Lord Kelvin) (1856) Mathem. and phys. Papers III, p. 84, Stokes 
(1862) Mathem. and physical Papers IV, p. 157 und die Darstellung in nach- 
stehenden Lehrbüchern: Thomson u. Tait, Treatise on natural philosophy 
Vol. 2 (Art. 658—674), Kirchhoff, Mechanik, Helmholtz, Vorlesungen über 
mathematische Physik Bd. 2, Riemann-Weber, Partielle Differentialgleichungen 
B:2. 
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und: 
(4) oW =$)!W+O"W, 
wenn wir: 
IW= DK, + Yö'y+ Zu'z,), 


5 
erw Sixyörad Katy 20%, 





setzen. Wir legen hierbei die Variationen ö'x,, ö'y,, Ö'z, durch die 
folgenden Se fest: 
= (Pıı®o + PızYe + Pıs2e) 
nn (Paıto + P2eYo + Pas2e) T, 
Ö' 29 = (Pzıle + PzeYe + P332e) 7, 


(6) 





ın denen: 


(7) Pıa = Pais  Pıs = Pas Pas Ps 
anzunehmen ist. 

Der aufgestellte Arbeitsausdruck ö'’W hat dis: nur dann Sinn, 
wenn die Kräftekomponenten X,, Y,, Z, sich bei der Deformation 
nur unmerklich ändern. Ben ah Air Komponenten, während 
sich die Koordinaten %g, Yg, ?g um Ö' 9, Ö'Yg, Ö'2, vermehren, eine 
bedeutende Änderung, wie wir es jetzt annehmen wollen, so sind 
diese Variationen ö'x,, ö'y,, ö'z, in so kleine Elemente dd'x,, dö' yo, 
dö'z, zu zerlegen, daß für diese sehr kleinen Elemente der Koordinaten- 
änderungen die zugehörigen Änderungen der Kraftkomponenten ver- 
nachlässigt werden können und man demgemäß das zugehörige 
Inkrement des Arbeitsausdruckes setzen kann: 


dö'’W = DR, dd’ + Y,dö'y+ Z,d'2,). 
Wir können nun nach (6) annehmen: 
dö'zg ve A(PııT)%o + d(Pist)Yyo + A(Pı3T)2g, 
(8) d 077 Er d(P517)% + d(Ps T)Yo ar A(Pa37)2g, 
dö'z, — A(PzT)%g + A(lPzgT)Yyo + A(P33%)2o 
und erhalten demnach: 
(9) dö'W = P,,d(p.17) + P% d(Ps2?) + P3; d(P3;T) | 
+ Po; d(P3s?) + Pa d(paT)+ Pır A(Pıs?), 


wenn wir setzen: 

Pı=&X%, Pa = Pa = Z(ZeYye + Yo2e), 
Pa = ZY,y, Pa = Pi = (Kor, + ZeXe), 
Pa = 22520  Pıa = Par = (Yo + Ko Yo)- 


(10) 
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Das Kräftesystem, das wir hier betrachten, soll nun aber nicht 
von der Deformation, für welche seine Arbeit berechnet wird, un- 
abhängig sein, es soll vielmehr in einer funktionalen Abhängigkeit 
von dieser Deformation stehen, und zwar soll es, wenn das Massen- 
system, an dem die Kräfte angreifen sollen, gegeben vorliegt, durch 
die Deformation in eindeutiger Weise bestimmt sein. Die durch die 
vorstehenden Formeln (10) eingeführten Größen P;, sind dann Funk- 
tionen der Größen 9,,;r, und der durch die Gleichung (9) definierte 
Differentialausdruck ist außer von der Struktur des Massensystems 
nur von den Größen p,;r und ihren Differentialen abhängig. 


Es ist aber keineswegs von vornherein ausgemacht, daß dd’ W 
selbst ein vollständiges Differential ist. Wenn wir dies trotzdem 
annehmen, so liegt darin eine willkürliche, obschon zweckmäßige 
Festsetzung. Wir wollen zusehen, was aus dieser Annahme folgt. 
Wenn wir die schließliche Deformation allmählich herbeiführen, indem 
wir die schließlichen Änderungen der Koordinaten d'z,, ö'y,, Ö'2, 
aus Differentialen dö'x,, dö'y,, dö'z, zusammensetzen, so erhalten 
wir den zugehörigen Arbeitsausdruck als ein Integral 


(11) fasw 


Wenn nun unter dem Integralzeichen ein vollständiges Differential 
steht, so hängt der Wert des Integrals nur von den Anfangs- und 
Endwerten der veränderlichen Größen ab, in unserem Falle also von 
dem undeformierten oder, wie wir sagen, natürlichen Zustande des 
Massensystems, den wir als fest gegeben ansehen, und dem schließ- 
lichen Deformationszüustande Es hängt die Deformationsarbeit aber 
nicht davon ab, auf welche Weise das System aus seinem natürlichen 
in den deformierten Zustand gebracht wird. Die Deformations- 
arbeit ist lediglich eine Funktion des erreichten End- 
zustandes. 

Wir denken uns jetzt die Größen P;, als Funktionen von 
Pad; Pıst .. nach Potenzen dieser Größen, d.h. nach Potenzen von 
entwickelt. Wir haben nun immer vorausgesetzt und tun es auch 
hier, daß r eine sehr kleine Größe bedeutet. Wir können deshalb 
in der Reihenentwicklung alle höheren Potenzen gegen die niedrigste 
vorkommende Potenz von r vernachlässigen. Würde die Reihen- 
entwicklung ein konstantes Glied enthalten, so würden gegen dieses 
alle Glieder, die r enthalten, zu vernachlässigen, die P,, also über- 
haupt Konstante sein. Da wir dies nicht annehmen wollten, so 
werden wir uns auf die erste Potenz von r und damit auch auf die 
ersten Potenzen von 9,,7, P19T... beschränken können und setzen 
demgemäß die folgenden Gleichungen für die P,, an: - 
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= — (Oz Pııt gg Das + Ups Pz3 + EzuPgst 05 Pzı + 6 Pı3)T, 
3 — (kuPııt EoPss + Cs Ps: + su Pas + EusPzı + Eu Pı2)?, 
Py=— (&ıPır + O2 Po2 + Ps + MsaPes + 5 Pzı + 6 Pı2)?;, 
Pa=— (&ıPır + %oPsg + %es Ps + MgaPas + 5 Pzı + 6 Pı2)T; 


wo die Minuszeichen in Rücksicht auf das Folgende vorgesetzt sind. 

Es muß an dieser Stelle bemerkt werden, daß die Gründe, die 
uns zu dem vorstehenden Ansatze für die Größen P;, geführt haben, 
keineswegs zwingend sind. In der Tat wäre es ja möglich, daß die 
benutzte Entwicklung nach Potenzen von r mit einer höheren als 
der ersten Potenz begänne, und der Ansatz, den wir gemacht haben, 
läßt sich sonach nur dadurch rechtfertigen, daß er unter den ver- 
schiedenen sich eröffnenden Möglichkeiten den nächstliegenden und 
einfachsten Fall darstellt. Es ist angebracht, das Willkürliche, das 
in der von uns gemachten Annahme liegt, dadurch zum Ausdruck 
zu bringen, daß wir sie auf eine bestimmt formulierte Voraussetzung 
gründen. Diese Voraussetzung ist die, daß, wenn die Deforma- 
tionsgrößen p»;;, alle in demselben Verhältnisse vergrößert 
werden, die Spannungsgrößen P,, sich in dem gleichen Ver- 
hältnisse vergrößern. Dies ist sonach die zweite Voraussetzung, 
die wir machen. Sie ist unter dem Namen des Hookeschen Gesetzes 
bekannt. 

Aus den Gleichungen (12) leiten wir gemäß (9) das Differential 
dö'W des Arbeitsausdruckes ab, indem wir die Gleichungen der Reihe 
nach mit d(p,,7), d(PssT) ... multiplizieren und addieren. Es muß 
dann der die rechte Seite der entstehenden Gleichung bildende Aus- 
druck das totale Differential einer quadratischen Form der p,;r sein. 
Z. B. ist das erste Glied — @,P.rd(p,,7) das Differential von 
— 20,(9.17)°. Die zwei Glieder 


— [9 PggT A(PT) + &ıPııTd(Pet))} 


müssen sich aber, damit sie zu dem vollständigen Differential einer 
quadratischen Form gehören, vereinigen lassen zu: 


r 
Pos = — (1 Pıı + %pa Yoga + gg gg + Ra Pos + gs Psı + Ras Pı2)% 

12 5 

12) 17 


— & d(Pı1T Pa 7). 
Es ergibt sich also «,, = «,, und allgemein: 
(13) 77 Ve a)? 


Diese fünfzehn Relationen treten noch zu dem Ansatze (12) hinzu. 
Wir wollen jetzt die Integration ausführen. Dies ist sofort 
geschehen, denn führen wir für die quadratische Form, deren 
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Differential auf der rechten Seite der erörterten Gleichung entsteht, 
eine einfache Bezeichnung ein, indem wir setzen: 


(14) B= 0191 + 215 Pi Pas ++ 2056 PıgPıs + %ssPı2", 
so wird nach (9): 
dö'W=—- +d(8??), 
und da mit der Deformation, also für = 0, auch die Deformations- 
arbeit verschwinden muß, ergibt sich weiter: 
(15) "'W=- +97. 

Wir fügen nun die dritte Voraussetzung hinzu, daß die 
Deformationsarbeit immer negativ ist. Dann muß der Wert 
von ® immer positiv ausfallen, welches auch die Werte der Variabeln, 
Pi;, sind, und kann nur verschwinden, wenn alle Variabeln ver- 
schwinden, d.h. ® muß eine vollständige positive Form sein. Wir 
bezeichnen den entgegengesetzten Wert F'von ö’ W, also den Ausdruck: 

(16) F=+07%, 
als die potentielle Energie des Massensystems, dann ist auch diese 
potentielle Energie eine stets positive Größe, die nur für den natür- 
lichen, undeformierten Zustand des Massensystems verschwindet. 

Wir hatten den sehr kleinen Faktor r den Größen »;,; beigefügt, 
weil die durch die Gleichungen (6) definierten Koordinatenänderungen 
sehr klein sein sollten und wir die Koeffizienten in diesen Glei- 
chungen auf endliche Dimensionen bringen wollten. Wir nehmen 
nun weiterhin an, daß die Koordinatenänderungen klein seien gegen 
die Dimensionen des Massensystems, aber von einer Größenordnung, 
die der Messung noch zugänglich ist. In der Tat sind die zuletzt 
abgeleiteten Formeln nicht davon abhängig, daß nur unendlich 
kleine Koordinatenänderungen in Betracht gezogen werden. Wenn 
nun die Größen »;;7 meßbare Werte haben, so wollen wir die bis- 
herige Bezeichnung ändern und setzen: 


Pit Mey Past Ye Pas 9 
(17) 
PT =Y—Lı, Myt—ia—d, 29T = 4, Ya. 
Dann läßt sich die potentielle Energie schreiben wie folst: 
(18) Fe glatt 28h Hy olylet Fey) 
Den Gleichungen (12) zufolge wird: 


oF oF oF oF 

(19) u een al Sog 
und wir finden ferner, indem wir in die Gleichungen (12) uns 
%x, Yy... eingeführt denken, sie dann mit x,, Y,... x, multiplizieren 


und addieren: 


(20) P,1%e+ PoYyt+ + $Pai2= + 4 Pay = — 22H. 
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Kehren wir nun zu dem ursprünglichen Ausgangspunkt zurück, 
der durch die Formeln (4) und (5) bezeichnet ist, Wir hatten den Aus- 
druck für die Arbeit eines Kräftesystems bei einer Deformation in zwei 
Teile zerlegt, von denen der erste von der reinen Deformation her- 
rühren, der zweite aber sich auf eine mit der reinen Deformation 
verbundene Schraubung beziehen soll. Wir mußten dann den ersten 
Teil umformen, weil die Kräfte des Kräftesystems nicht bei der De- 
formation als unverändert angesehen werden, vielmehr erst durch die 
Deformation entstehen sollten. Das Resultat der Umformung faßt 
sich nach den hinzugenommenen Voraussetzungen in die einfache 
Formel zusammen: 


(21) m 


Wir müßten nun aus denselben Gründen auch den zweiten Teil des 
Arbeitsausdruckes umformen. Hier schneiden wir aber die Frage ab, 
indem wir die vierte Voraussetzung machen, daß die Arbeit, welche 
die Deformationskräfte bei irgendwelcher mit der Defor- 
mation verbundenen Schraubung leisten, verschwindet, daß 
also stets: 


(22) e"W=0 


wird. Dies erreichen wir, wenn wir für die bei irgendeinem De- 
formationszustande vorhandenen Kräfte die Voraussetzungen machen: 


D>x% —(, DT —(, > —(, 
DZ V—-LYer)=09, DK Zer)=0, DR eYyo)=0. 


Diese Kräfte sollen also stets im statischen Gleichgewichte sein. Wir 
wollen ein Kräftesystem, wie es hier vorliegt, als ein Spannungs- 
system bezeichnen. Wir können dann die Bedingungen, denen ein 
solches Spannungssystem zu genügen hat, indem wir die vorstehenden 
Gleichungen mit (10) und (19) Penn nein. folgendermaßen 
formulieren: 


DX=0, Yon De Dar - Ina 7y° 
(24) BT, 0, DEN - “ D/Xo% =D’ 2,0 m = 
Da=9 Dr - - 5: , DE =D Roy = — = 


So wird das Spannungssystem, wenn man es sich durch seine asta- 
tischen Koordinaten festgelegt denkt, auf die Kenntnis einer quadra- 
tischen Form der Deformationskoordinaten, nämlich der potentiellen 
Energie F\) zurückgeführt. 


Timerding, Geometrie der Kräfte, 23 


(23) 
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Wir wollen jetzt auch die Bezeichnung der Koordinaten des 
Spannungssystems ändern, indem wir: 


95 | Pu= X:, Pa= YF,; P5=Z,, 
3 Pa ==] 3 Pı= %: = Zu 3 Pa = Ye= X, 
machen, so daß wir. zu einer Bezeichnung gelangen, die der früheren 


Bezeichnung der astatischen Koordinaten nahe verwandt ist. Die 
Gleichung (20) wird dann: 
Xy%2 4 Y,yy+ 2.2: + Y,y.-+ VRR + 0 an un 2F. 

Als die Komponente des Spannungssystems nach einer bestimmten 
Richtung bezeichnen wir entsprechend dem, was wir in der Astatik 
festgesetzt haben, das System der nach dieser Richtung genommenen 
Komponenten aller Spannungskräfte.e Wird die Richtung durch die 
Winkel «, ß, y, die sie mit den positiven Koordinatenrichtungen 
einschließt, festgelegt, so wird der Ausdruck für die nach ihr ge- 
nommene Komponente KR, der o‘% Spannungskraft, deren Angriffspunkt 
die Koordinaten &,, %o, 2, hat: 


R,= X,cos« + Y,cosß + Z,;cosY. 
Die Komponenten hiervon nach den Koordinatenrichtungen sind dann 
R.cosa, Rocosß, Kocosy. 


Das System der Komponenten A, ist, weil nach den drei ersten 
Gleichungen (23) ZR,—0 wird, einem Kräftepaar astatisch äquivalent. 
Wir bezeichnen mit X, Y, Z die Komponenten der einen Kraft 
dieses Paares, mit a, b, c die Projektionen seines Armes auf die 
Koordinatenachsen, dann ergibt sich das folgende Gleichungssystem: 


Xa = D’R,c080:2%, Xb = D’R,cos« Yo, Xc = D/R, 0080: 2%, 
(26) Ya = DR, cosß-%., Zb = DR, cosß-Yo, Ye =DR, cosß-2o, 
Za - DR, cosy-Xe, Zb = D’R, C08P Yo, Ze = DR, COS Y *2g- 


Aus diesen Gleichungen folgt sofort: 
X:Y:Z=cos«a:cosß: cosy, 
d. h. die Kräfte des Paares sind der Richtung, nach der die Kom- 


ponenten genommen sind, parallel. Macht man nun: 
(27) X—.hcose, Y=KRecosß, Z=Rcosy, 
so ergeben die Gleichungen (26): 


(28) Ra= Rex, Rb =D’ Ryyo Re = D’Roie: 
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Es wird aber nach (24), (19) und (25): 
DRe —= X,cos«@ + Y,cosß + Z,cosY, 
(29) DRey —= X,cos« + Y,cosß + Z,cosy, 
DR 2o= X,c0se + Y,cosß + Z, cos. 


Wir führen nun das astatische Moment des Kräftepaares ein: 
(30) BRT, 
indem wir mit r die Länge seines Armes bezeichnen. Nennen wir 
noch A, u, v die Winkel, welche die Richtung des Armes mit den 
Koordinatenachsen bildet, so wird: 
(31) a=rcosi, b=rcosu, C—=1rCcosv 
und somit können die Gleichungen (28) mit Rücksicht auf (29) ge- 
schrieben werden: 
Pcosi = X,cos« + Yzcosß + Z.cosy, 
(32) Pcosu = X,cos« + Y,cosß + Z,cosy, 
Pcosv = X,cos« + Y,;,cosß + Z;cosy. 


Wir wollen diese Gleichungen geometrisch zu interpretieren 
suchen. Zu dem Zwecke setzen wir: 


(33) COBEF= Tr, .CO8B—N,.:Cc08y —%, 
woraus: 

(338) ++ 
folgt, und machen ferner: 

(34) U=Pecosi, V=Pecosu, W= Pcosv, 


dann werden die Gleichungen (32): 
U=X,t+Y.)+ 2, 
82a) V=X,r+X,y+ 23 
W=Xr+Y9y+Z2% 


Deuten wir hierin x, 4, 3 als Punktkoordinaten, U, V, W aber als 
Koordinaten der Ebene, die durch die Gleichung: 
(35) Uxc+Vy+Wz=1 
festgelegt wird, dann haben die vorstehenden Gleichungen, da: 
EREZPICH HEHE 
23* 
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ist, die einfache Bedeutung, daß die Ebene x mit den Koordinaten 
U, V, W die Polarebene des Punktes 5 mit den Koordinaten g, ), 3 
ist bezüglich der Fläche zweiter Ordnung, die durch die Gleichung: 


6) + Y,yP?+Z22+2Y,y2 + 22,2% +2X,0y=1 
gegeben wird und die wir als die Spannungsfläche bezeichnen. 


Bringen wir aber die Ebenengleichung (35) auf die Normal- 
form, so ergibt sich mit Rücksicht auf (34): 


(35a) cosAx + cosuy + cosv2=p, 
wenn wir noch: 
1 
(35) P-5 


setzen. So finden wir, wenn wir U, YV, W als die Komponenten 
eines von dem Mittelpunkte der Spannungsfläche ausgehenden Vektors 
deuten, daß dieser Vektor auf der Polarebene des zugehörigen 
Punktes $ bezüglich der Spannungsfläche senkrecht steht und seine 
Länge dem Abstande des Mittelpunktes von der Polarebene umgekehrt 
proportional ist. Den Punkt $ nehmen wir hierbei auf der mit der 
Spannungsfläche konzentrischen Kugel mit den Radius 1, die durch 
(33a) gegeben wird, an. 

Die Länge des Vektors geht noch aus einer anderen Fläche 
zweiter Ordnung hervor, zu der wir auf folgende Art gelangen. Wir 
quadrieren und addieren die Gleichungen (32), so erhalten wir mit 
Rücksicht auf (33): 


ET) P=Xr+ Ydy+ Zt Kerr Yy + 2)’ 
+ Kr + Loy + Zu). 
Machen wir hierin: 
(38) =Paxı, y=Py, 3=P:, 
so geht die Gleichung über in: 
39) (KxrH+ FYıy+ ZI + (K,x + Y,y+ Z,2) 
+X,2+Y,y+Zx)=-1. 


Das durch diese Gleichung dargestellte Ellipsoid wollen wir als 
Elastizitätsellipsoid bezeichnen. Aus den Gleichungen (38) folgt 
nun mit Rücksicht auf (33a): 


(40) meety4e 


und da nach (38) und (33) ferner: 


(40a) X:y:2= (008 @:C08 ß:cosy 
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wird, finden wir: Die zu einer bestimmten Richtung gehörende Größe 
P ist gleich dem reziproken Werte von dem in diese Richtung 
fallenden Radiusvektor des Elastizitätsellipsoids.. Denn in den Formeln 
(40) und (40a) sind x, y, 2 die Koordinaten eines Punktes auf dem 
Elastizitätsellipsoide, Yx?+ y?+ 2? also die Länge des Radiusvektor, 
der aus dem Mittelpunkte nach diesem Flächenpunkte hinführt, und 
&, ß, 7 die Winkel, die er mit den Koordinatenachsen bildet. 
Die Gleichung (39) geht aus der Gleichung: 


U:+V°+ W°=1, 


d. h. der Tangentialgleichung der Einheitskugel, die in Punktkoor- 
dinaten durch die Gleichung (33a) gegeben wird, hervor durch die 
Substitution (32a). Das Elastizitätsellipsoid ist also der Einheitskugel 
reziprok zugeordnet bezüglich der Spannungsfläche, indem es von den 
Polen der die Einheitskugel umhüllenden Ebenen erfüllt wird. 

- Wir können jetzt leicht die Richtungen bestimmen, für welche 
wir ein gestrecktes Kräftepaar bekommen, d. h. für welche die 
Kräfte des Kräftepaares in die Richtung des Armes fallen, und welche 
wir als die Hauptrichtungen des Spannungssystems bezeichnen. In 
diesem Falle muß: 


\=0, u=ß, v=y 


werden, und wenn wir der Einfachheit wegen die Bezeichnungen (35) 
beibehalten, so erhalten wir aus (32) die Gleichungen: 


(X,.- Pr+ Y9y+Z23=90, 
(41) Kur Er nee P)y > Zub nr, 0, 
X,t+Y9+(Z2-P)3=0, 


aus denen zur Bestimmung von P die Gleichung dritten Grades folgt: 


(41a) De re PP HZ: 
X; Y% Z,—-P 


Diese Gleichungen sind aber dieselben, die sich zur Bestimmung 
der Hauptachsen für die Spannungsfläche (36) ergeben. Es fallen 
also die Hauptrichtungen des Spannungssystems mit den Hauptachsen 
der Spannungsfläche zusammen. 

Nennen wir die Wurzeln der Gleichung (41) P,, P,, P,, so wird 
die Gleichung der Spannungsfläche, auf die Hauptachsen bezogen: 


(42) Pa®+Py+P2=1, 
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die Gleichung des Elastizitätsellipsoides aber wird in demselben 
Koordinatensystem: 


(43) PD, ah Diy p2 eil, 


Die Größen P,, P,, P;, die wir als die Hauptspannungen be- 
zeichnen, sind die reziproken Werte von den Halbachsen dieses 
Ellipsoides. Vergleichen wir die Gleichung (42) mit (36), so sehen 
wir, daß in diesem neuen Koordinatensystem die Koordinaten des 
Spannungssystems folgende sind: 


(ANNE PIPPI Y prev Den Ze ee 


Die drei gestreckten Kräftepaare, welche die Komponenten des 
Spannungssystems nach seinen Hauptriehtungen darstellen, ersetzen 
aber zusammengenommen das Spannungssystem. Denn wenn wir das 
neue Koordinatensystem zugrunde legen, so sind für diese Kräftepaare 
die in den Formeln (26) vorkommenden 9 Größen alle bis auf eine 
Null. Die von Null verschiedene Koordinate ist zuerst Xa=P.,, 
dann Yb=P,, endlich Zc=P,. Nimmt man die drei Kräftepaare 
zusammen, addiert also nach den Regeln, die für die Vereinigung 
astatischer Kräftesysteme gelten, ihre homologen Koordinaten, so 
erhält man genau die vorstehenden Koordinaten des Spannungssystems, 
womit der Satz bewiesen ist. 

Wir wollen noch bemerken, daß die Kräfte eines der gestreckten 
Kräftepaare voneinander weggerichtet sind, wenn die zugehörige 
Hauptspannung P positiv ist. Wir sprechen dann von einer Zug- 
spannung. Dagegen sind die Kräfte aufeinander zugerichtet, wenn 
die zugehörige Hauptspannung negativ ist. Wir reden dann von einer 
Druckspannung. Den Armen der Kräftepaare geben wir der Ein- 
fachheit wegen die Länge Eins, dann werden die Hauptspannungen den 
Kräften der zugehörigen Kräftepaare gleich, und wir können sagen: 
Jedes Spannungssystem läßt sich ersetzen durch sechs 
Kräfte, die einander paarweise entgegengesetzt gleich sind 
und in die Verbindungslinie ihrer Angriffspunkte fallen. 
Die Länge dieser drei Verbindungsstrecken soll Eins be- 
tragen und ihre Richtungen sollen zueinander normal sein. 
Dann stellen die Kräfte paarweise die Hauptspannungen 
des Spannungssystems dar, und diese Hauptspannungen 
sind Zugspannungen, wenn die Kräfte des Paares von- 
einander weg-, sie sind Druckspannungen, wenn die Kräfte 
aufeinander zugerichtet sind. 

Wir können die Komponenten des Spannungssystems, statt auf 
eine Linienrichtung, auch auf eine Ebenenstellung beziehen, die senk- 
recht zu derLinienrichtung steht, und definieren dann als dieSpannungs- 
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kraft für eine Ebene von der betreffenden Stellung den Vektor, 
dessen Länge P und Richtungswinkel A, u, v durch die Gleichungen 
(32) festgelegt werden, wenn «, ß, y die Richtungswinkel der Ebenen- 
normalen sind. Um genauer zu sprechen, wird durch die Kosinus 
der Richtungswinkel «, ß, y eine bestimmte Seite der Ebene charak- 
terisiert (nämlich die Seite, nach welcher hin die durch diese Richtungs- 
winkel gegebene Normale weist), und die Spannungskraft bezieht 
sich auf diese Seite der Ebene, während sich für die andere Seite 
der Ebene der entgegengesetzte Vektor ergibt. Für jede Ebene 
resultieren so zwei einander entgegengesetzte Vektoren, die zusammen 
die Spannung für die Ebene und für jede Ebene von ons emeeL, 
Stellung repräsentieren. 

Die Ausdrücke für die Komponenten U, V, W des Spannungs- 
vektors wollen wir noch unter der Voraussetzung geben, daß das 
Spannungssystem durch seine Hauptspannungen und entsprechend die 
Ebenenstellung, zu der der Spannungsvektor gehört, durch die Winkel 
6,, 9, 6,, welche die Ebenennormale mit den Hauptrichtungen des 
Spannungssystems bildet, festgelegt wird. Dann nämlich ergibt sich 
gemäß (44) aus (32) für die nach diesen Hauptrichtungen genommenen 
Komponenten &,, 5,, S; des Spannungsvektors: 


(45) Dr P,C08. 01,2 Sy P,C08 65, 85 = P,C08 6; 
Wenn nun die Hauptrichtungen mit den Achsen des beliebigen 
Koordinatensystems, auf das sich die Komponenten U, V, W des 
Spannungsvektors beziehen, der Reihe nach die Winkel bilden: 
A, Mi, Vi; Ay, Ma, Va; Ay, Iz, V5, 
wobei sich z. B. A,, u,, v, auf die erste Hauptrichtung beziehen, dann 
finden wir: 
U=P, cos 6, cosA, + P, cos 6, cos A, + P, cos 6, COS A,, 
(46) ıV=P, cos 0, cos u, + P; cos 6, cos ug + P, COS 6, COS IL, 
W=P, coso,cosv, + P, cos 6, c0o8v, + P, cos 6, cos v,. 





360 Vierundzwanzigstes Kapitel. Tensoren. 


Vierundzwanzigstes Kapitel. 
Tensoren. 


Die reinen Deformationen zeigen eine gewisse Analogie zu den 
Schraubungen. Bei beiden handelt es sich um sehr kleine Ver- 
schiebungen der Punkte des Raumes, und hier wie dort sind die 
Komponenten dieser Verschiebung lineare Funktionen von den 
Koordinaten des betreffenden Punktes. Den Deformationen und 
Schraubungen als kinematischen Größen stehen die Spannungen und 
Dynamen als dynamische Größen gegenüber, und auch diese er- 
weisen sich in gewissem Sinne als analog. Zur Festlegung aller der 
genannten Größenarten sind sechs Koordinaten erforderlich. Die 
kinematischen und dynamischen Größen stehen in der Beziehung 
kontragredienter Größen zueinander und werden beidemal durch 
einen bilinearen Ausdruck miteinander verknüpft, der das eine Mal 
lautet: 


(1) Xu+Yv+Zw+Lp+Mqg-+Nr, 
das andere Mal: 
(2) X. Ya ZA De rn 


Wie nun die Schraubungen und Dynamen auf einen gemein- 
samen Träger, die Schrauben, bezogen werden, so kann man auch 
den Deformationen und Spannungen einen gemeinsamen Begriff 
zugrunde legen, der von der kinematischen oder dynamischen Färbung 
befreit ist und eine rein geometrische Bedeutung hat. Diesen Be- 
griff bezeichnen wir mit dem Worte Tensor.') Auf Grund desselben 
läßt sich eine Disziplin entwickeln, welche der oben ausgeführten 
Schraubentheorie analog ist, aber eine erschöpfende Darstellung 
dieser Disziplin würde den Rahmen dieses Buches weit überschreiten. 
Wir müssen uns daher mit einigen kurzen Andeutungen begnügen, 
die hinreichen, um das Charakteristische einer solchen Geometrie der 
Tensoren hervortreten zu lassen. 


1) Das Wort ist in einer etwas abweichenden Bedeutung durch Abraham, 
Enzyklopädie der math. Wiss., Bd. IV 2, p. 1, in Anlehnung an Gibbs’ „Right 
Tensor“ (Vector analysis, New-Haven, 1884), eingebürgert worden, während 
Voigt für denselben Begriff das Wort „Tensortripel‘‘ gebraucht (vgl. Göttinger 
Nachrichten 1900, p. 117, ebenda 1904, p. 495). 
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Der Tensor wird wie die Schraube analytisch festgelegt durch 
die Verhältnisse von sechs Größen, d. h. durch sechs Koordinaten, 
die nur bis auf einen gemeinsamen Faktor bestimmt sind. Wir 
wollen dieselben bezeichnen mit 


Id A, Ay Al, Al, Aa deı 
und ihnen noch den Ausdruck: 
(3) a ya #0 20 20, 205° 


hinzufügen. Dann sind die Koordinaten einer Deformation, die zu 
dem durch diese Koordinaten festgelegten Tensor gehört, von der 
Form: 





"ak 1 ie (99 A,2 
Hierbei wird: 
(5) =. ++ +30. 


Wir wollen diese Größe r in Analogie zu früherem die Amplitude 
der Deformation nennen. Dann ist der folgende Satz leicht zu be- 
weisen: Bei Deformationen, die zu demselben Tensor gehören, sind 
die Verschiebungen aller Punkte gleichgerichtet und stehen der Größe 
nach alle in demselben Verhältnisse. Dieses Verhältnis wird durch 
das Verhältnis der Amplituden gegeben. 

Man sieht so auch, daß der Tensor durch den Komplex der 
Verschiebungslinien einer zugehörigen Deformation vollkommen fest- 
gelegt ist. Binem Tensor wird also ebenso ein Reyescher 
Achsenkomplex beigeordnet wie einer Schraube ein linearer 
Strahlenkomplex, aber zu jedem Achsenkomplex gehören unendlich 
viele Tensoren, während zu jedem linearen Komplex nur eine Schraube 
gehört. 

Die Koordinaten einer Spannung, welche zu dem Tensor mit den 
angeschriebenen Koordinaten gehört, sind von der Form: 


4 


(6) X,= =, Y,=T%,...X,=-T-. 


me 
Hierbei wird: 


(9) TEN ey Een OX 2, 


Die Größe T soll die Intensität der Spannung heißen und wir 
haben dann den Satz: Bei’ Spannungen, die zu demselben Tensor 
gehören, ist für jede Ebene die Richtung der Spannungskraft dieselbe, 
während deren Größe der Intensität der Spannung proportional ist. 
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Wir wollen noch die drei Ausdrücke einführen: 
D=n, ++ As, 
2 2 2 
Ag fl — Ag + Az; — Ay" + Ay,Age — Ip‘, 





(8) Aı Ap Ays 
D=|0, An du. 
0 A A 





Diese Ausdrücke entsprechen den Invarianten der zugehörigen De- 
formationen. Durch sie können wir die oben benutzte Größe a 
darstellen wie folgt: 
(9) a=yd» — 2e. 

Aus ihnen können wir ferner leicht Invarianten des Tensors ableiten, 
indem wir sie zu solchen rationalen Funktionen der Tensorkoordi- 
naten zusammensetzen, die in Zähler und Nenner vom gleichen Grade 
sind. Die einfachste derartige Kombination ist: 


2e 
(10) I- 


Sie ist dem Parameter der Schraube in gewissem Sinne analog und 
soll auch als Parameter des Tensors bezeichnet werden. Wenn 
e=(, wird!=(0, wennd=(0, wirdl= m. Dad? — 2e = a? immer 
positiv, ist D? > 2e, also stets: 

(10a) er 


Wir suchen nun eine geometrische Deutung der Tensoren. Eine 
solche finden wir, wenn wir die sechs Tensorkoordinaten als die 
Koeffizienten in einer homogenen, quadratischen Gleichung mit drei 
Veränderlichen &,, &,, x, ansetzen, also die Gleichung anschreiben: 

1) amt 0X’ + Ayz’+ 20550904 20,25%, + 2052, — 0. 
Sehen wir in derselben x, %,, &%, als die cartesischen Koordinaten 
eines Punktes im Raume an, so stellt sie einen Kegel zweiter Ord- 
nung dar, dessen Spitze im Koordinatenursprunge OÖ liest. Dieser 
Kegel soll der Tensorkegel heißen. Er ist nicht notwendig reell, wenn 
auch die Koordinaten des Tensors reell sind. Wohl aber ist das 
Polarsystem stets reell, das,er in dem Bündel der Strahlen durch 
seine Spitze O begründet. Jedem Strahl durch O ist in diesem 
Polarsystem eine Ebene durch O als Polarebene zugeordnet und deren 
Gleichung lautet, wenn ein beliebiger Punkt auf dem Strahl die 
Koordinaten %,, Y5, Y, hat: 


(Aıyı + AısYa + Aı13Y5) Fi 
(12) + (Ay, Yı + AgeYo + Ay3Y5)% 
+ (Ay 4 AypYo + 03395), = 0. 
Hierbei ist a, — A35, Ay; = Ay, Ayı = A, vorausgesetzt. 
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Zu einer Deformation fanden wir eine sie geometrisch illustrierende 
Deformationsfläche und ebenso zu einer Spannung eine Spannungs- 
Näche. Die gegenseitige Zuordnung der Durchmesser und Durchmesser- 
ebenen dieser Deformations- oder Spannungsfläche ist keine andere 
als die des soeben gefundenen Polarsystems, das zu dem entsprechenden 
Tensor gehört. Von der Fläche selbst ist der Tensorkegel der 
Asymptotenkegel. | 

Die vorstehende Gleichung der Polarebene eines Strahles durch 
OÖ wird zur Gleichung einer Tangentialebene des Tensorkegels, wenn 
der Strahl selbst diesem Kegel angehört. Schreiben wir die Ebenen- 
gleichung dann in der Form: 


(13) RE en Re A 0R 
indem wir mit Benutzung eines Proportionalitätsfaktors o setzen: 


9,Yı F AyoYa Fr A13Y = 0%, 
(14) AyıYı F AgYa T Ag3Yz = 0%, 
A;ıYı + AyoYo + Ay;Yz = 025, 
dann sind 2,, 2, 2, die Koordinaten eines Punktes auf dem Strahl 
durch O, der auf der Tangentialebene senkrecht steht. Multiplizieren 
wir aber die, letzten Gleichungen der Reihe nach mit y,, %, %, und 
addieren sie, so verschwindet die linke Seite der entstehenden Glei- 
chung, weil der Punkt mit den Koordinaten %,, %, %, nach der 
Voraussetzung auf dem Tensorkegel liest. Es ergibt sich also: 


| (15) 2Yı + 2aYa + 2345 — 0. 


Fassen wir diese Gleichung mit den vorigen (14) zusammen und eli- 
minieren aus diesen vier Gleichungen die Größen Y,, Ya, Ys, 0, 80 
finden wir: 


(16) ng 





2, el 


als Gleichung des zu dem Tensorkegel polaren Kegels. Die gefundene 
Gleichung schreiben wir, nach den z geordnet: 


! I. Bi 
AT) ana? + Q;52° + Ayp25" + 2052325 + 2Qy1252, + 2092125 — 0. 


Es wird dann, von einem gemeinsamen Faktor abgesehen: 


as) | 


Zu dem neuen Kegel gehört ein neuer Tensor, den wir den 
polaren Tensor des ursprünglichen nennen wollen. Bilden wir aus 


LER 3 ns KR 2 er a 2 
A, = Agallgg — Agz', Ay, = A350, —Agı', AN, — A), 


! ! 1 
Ag — Aal; — Ayrlga, Ay; — Anlos — Azligg, Un Agzllizı T Ay lgz- 
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dessen Koordinaten a;; die den Größen d, e, D entsprechenden Aus- 
drücke d/, e', D’, so lassen sich die kin in einfacher Weise durch 
die rn ausdrücken. Es wird nämlich: 


(19) Ve d=-59, I-D 


Hieraus folgt für den Parameter des polaren Tensors, der wieder 
stets < 1 ist: 
(20) 1-15. 

Dieser Parameter ist wieder eine Invariante des ursprünglichen Tensors 
und I, (’ können wir als dessen Grundinvarianten ansehen, aus denen 
sich alle seine Invarianten rational zusammensetzen lassen. Ein 
Tensor besitzt sonach im Gegensatz zu der Schraube zwei unabhängige 
Invarianten. 

Ein singulärer Tensor ergibt sich, wenn D®=0 wird. Dies 
geschieht, wenn ['=0 und [= oo ist. Der zugehörige Tensorkegel 
zerfällt dann in zwei Ebenen n und 7', und der Kegel des polaren 
Tensors reduziert sich auf eine doppelt raue Ebene 6. Diese 
Ebene 6 ist zu den beiden Ebenen 7 und »' normal. 

Zwei Tensoren können in einer besonderen invarianten Beziehung 
zueinander stehen, die durch die folgende Gleichung ausgedrückt wird: 


(21) +++ 2a. 


Die Bedeutung dieser Gleichung ist die, daß, wenn der eine Tensor, 
etwa der mit den Koordinaten a,,, als Träger einer Deformation an- 
gesehen wird, und der andere Tensor, dessen Koordinaten ac sind, 
als Träger einer Spannung, der Arbeitsausdruck für diese Spannung 
und Deformation verschwindet. Von den beiden Tensoren sagen wir 
dann, sie seien zueinander korreziprok. 

Aus dieser invarianten Beziehung können wir eine andere ab- 
leiten, indem wir den einen der beiden Tensoren durch seinen polaren 
Tensor ersetzen. Wir haben dann die Koordinaten dieses letzteren 
durch die Proportion einzuführen: 


(22) Bu zdas id Sa a aaa aa 


Setzen wir wie oben ® gleich der Determinante aus den qa,,, so 
können wir die entstehende Gleichung schreiben: 


S = oD 
(23) ER b,; =) (t, J =1,2, 3). 
j J 


Diese Gleichung ist aber in einem höheren Sinne invariant, sie ändert 
nämlich ihre Form nicht, wenn die Veränderlichen &,, &,, &, durch 
irgendwelche homogene lineare Substitution transformiert werden. 
Eine solche Transformation bedeutet, daß wir von den ursprünglichen 
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rechtwinkligen Koordinaten zu irgendwelchen anderen, i. a. schief- 
winkligen Koordinaten übergehen. 

Auf Grund dieser Bemerkung wollen wir nun die geometrische 
Bedeutung der aufgestellten Beziehungsgleichung zu ermitteln suchen. 
Wir benutzen zu dem Zweck den Begriff des Poldreikants eines 
Kegels. Dasselbe ist dadurch definiert, daß jede seiner Seitenflächen 
die Polarebene der gegenüberliegenden Kante. bezüglich des Kegels 
ist. Es ist dann leicht nachzuweisen, daß von einem solchen Pol- 
dreikant des einen Tensorkegels auf unendlich viele Arten zwei 
Kanten auf dem anderen Tensorkegel, unabhängig von der zwischen 
den beiden Kegeln bestehenden Beziehung, angenommen werden 
können. Wenn wir nun auf das Poldreikant schiefwinklige Koordinaten 
&, &, &; beziehen, so hat in demselben der erste Tensorkegel, zu 
dem dies Poldreikant gehört, eine Gleichung von folgender Form: 


tt |. 
Es wird also einfach: 
D — 0, Ag Ay; 


zu setzen sein. Der zweite Tensorkegel aber hat, da zwei Kanten 
des Fundamentaldreikants auf ihm liegen, eine Gleichung von der 
Form: 


58 + 20 + 2 2 t. 
Die in Rede stehende Beziehungsgleichung reduziert sich also auf: 
Ay Op 05; — 0), 
d.h. weil a,,, A, = 0 angenommen werden sollen, auf: 
nl: 


Es liegt mithin auch die dritte Kante des Poldreikants auf 
dem Kegel und wir finden, daß unendlich viele Poldreikante 
des ersten Tensorkegels dem ‚zweiten Tensorkegel ein- 
beschrieben sind. 

Wenn wir statt des ersten Tensorkegels seinen polaren Kegel 
nehmen, so erhalten wir zwei Kegel, die zu korreziproken Tensoren 
gehören. Nehmen wir auch statt des zweiten dieser Kegel den 
polaren Kegel, so müssen wir, da die Beziehung korreziproker Tensoren 
durchaus wechselseitig ist, zwei Kegel bekommen, die in derselben 
Beziehung zueinander stehen wie die oben betrachteten, nur haben 
sie ihre Rollen vertauscht: dem ersten sind jetzt unendlich viele Pol- 
dreikanten des zweiten einbeschrieben. Diese Kegel sind aber die 
polaren der oben betrachteten, und daraus folgt, daß von den letzteren 
Kegeln selbst dem ersten unendlich viele Poldreikante des zweiten 
umschrieben sind, denn die Polarfigur des Poldreikants eines Kegels 
ist ein Poldreikant des polaren Kegels; ist aber ein Dreikant einem 
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Kegel einbeschrieben, so ist das polare Dreikant dem polaren Kegel 
umschrieben. 

Die volle Analyse der in Rede stehenden Beziehung besteht also 
darin, daß nicht bloß dem zweiten Kegel unendlich viele Poldreikante 
des ersten Kegels einbeschrieben, sondern auch dem ersten unendlich 
viele Poldreikante des zweiten Kegels umschrieben sind. Wir sagen 
dann mit Reye, der erste Kegel ruhe auf dem zweiten und der 
zweite Kegel stütze den ersten.!) 

Wir wollen nun beachten, daß unter den Tensoren einer besonders 
ausgezeichnet ist. Dies ist der, welcher den einfachen Dilatationen 
entspricht. Der zugehörige (imaginäre) Tensorkegel hat die Gleichung: 


(24) HL HL =. 


Das durch ihn begründete Polarsystem wird durch die bilineare 
Gleichung gegeben: 


(25) 2Yı + %Yı + %Yy = I: 


Es ordnet jedem Strahl durch O die zu ihm senkrechte Ebene zu, 
die durch O geht. Wir wollen es das Grundpolarsystem nennen 
und seinen Ördnungskegel den Grundkegel. (Derselbe projiziert 
den unendlich fernen imaginären Kugelkreis aus dem Punkte O.) 

Wir suchen jetzt die Bedingung dafür, daß ein Kegel den 
Grundkegel stützt. Ist: 


(26) Dan; = 0 3-4, 2,8) 


die Gleichung des Kegels, so ergibt die Gleichung (23) sofort die 
gesuchte Bedingung: 


(27) d,1 er b,, 7, d,; en 0, 


es muß also für den Kegel der früher mit D bezeichnete Ausdruck 
verschwinden. Die geometrische Bedeutung der Gleichung d = 0 ist 
mithin die, daß dem zugehörigen Tensorkegel unendlich viele rechtwink- 
lige Dreikante einbeschrieben werden können. Dann ist !=wx,!=0. 
Wir suchen zweitens die Bedingung dafür, daß ein Kegel auf 
dem Grundkegel ruht. Wir haben dafür in der Gleichung (23): 


bj, T D5: e D;;, b5; en 0, b,, —=(, JP —=—u 
vorauszusetzen. Dann ergibt sich die gesuchte Beziehung in der 
Form: 
(28) Ayo Ayz — Ag” + Az Ay Ay + Al 0), 
d.h. es verschwindet der früher mit e bezeichnete Ausdruck. Die 
geometrische Bedeutung der Gleichung e=0 ist also die, daß dem 


1) Reye, Geometrie d. Lage, 1. Abt., 4. Aufl. 1899, p. 266. 


ie a ya 
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zugehörigen Tensorkegel unendlich viele rechtwinklige Dreikante 
umschrieben werden können. Dann ist [=0, "=. 

Die Tensorkegel, deren zugehörige Tensoren denselben Achsen- 
komplex liefern, sind konfokal. Ihre polaren Kegel bilden ein Büschel, 
zu dem der Grundkegel gehört. Das gemeinsame Poldreikant der 
Kegel dieses Büschels, das notwendig reell ist, liefert die gemeinsamen 
Hauptachsen der durch die konfokalen Kegel repräsentierten Tensoren, 
die mit den Hauptachsen der zugehörigen Deformationen oder Spannungen 
identisch sind. Auf diese Hauptachsen bezogen nimmt die Gleichung 
des Tensorkegels die einfache Gestalt an: 


(29) AU + Ui, + Urn). 


A, YU,, X, sind hierbei die Wurzeln der Gleichung dritten Grades 
für A: 


(30) Bd +A—-D-0. 
Dividiert man diese Gleichung durch d° und setzt: 
A 


so kann man W,, W,, U,, da es nur auf ihre Verhältnisse ankommt, 
auch als die Wurzeln der folgenden Gleichung für u definieren: 


0 BRD 
(32°) WW" + gu -n—0. 
Diese Gleichung aber kann man schreiben: 


(32) —W+tu—-V-=0. 
So tritt die Abhängigkeit der Koeffizienten W,, W,, U, von den In- 


varianten des Tensors hervor. 

In mancher Hinsicht ist es bequemer, eine ebene Darstellung der 
Tensoren zu haben. Eine solche finden wir, wenn wir die Tensor- 
kegel mit irgendeiner festen Ebene als Bildebene zum Schnitt 
bringen und diese Schnittkurven als Darstellung der Tensoren an- 
sehen. So bringen wir die Gesamtheit der Tensoren in Be- 
ziehung zu der Gesamtheit der Kegelschnittein einer Ebene.') 
Die Koordinaten &,, &,, x, und ihre linearen Transformationen lassen 
sich hierbei als homogene Dreieckskoordinaten in der Bildebene 
deuten. Einem singulären Tensor, für den D=0 wird, entspricht 
in der Bildebene ein zerfallender Kegelschnitt. Den zweifach singulären 


1) Die hier berührte Kegelschnittgeometrie ist namentlich durch die 
folgenden Arbeiten begründet worden: Hesse, Journ. f. Math. Bd. 45, 1852, 
p. 83, Werke p. 298, St. Smith, Lond. Math. Soc. Proceed. Vol. 2, 1868, p. 85, 
Coll. Papers I, p. 524, Rosanes, Math Ann. Bd. 6, 1872, p. 264, Picquet, 
Etude geometrique des systömes ... . de sections coniques, Paris 1872. 
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Tensoren, die zu einfachen Dehnungen gehören, entsprechen die (doppelt 
gezählten) geraden Linien der Bildebene. 

Die metrischen Eigenschaften der Tensoren, insbesondere die Be- 
stimmung ihrer Hauptachsen, erfordern das Heranziehen einer be- 
stimmten imaginären Kurve zweiter Ordnung, nämlich der Kurve, in 
welcher die Bildebene von dem Grundkegel geschnitten wird und 
welche wir als die Grundkurve bezeichnen wollen. Diese Grund- 
kurve kann man ersetzen durch das Polarsystem, das sie in der 
Bildebene begründet. Um dies Polarsystem direkt abzuleiten, denken 
wir uns aus dem Punkte O das Lot OM auf die Bildebene gefällt, 
dessen Länge mit p bezeichnet sei. Wird dann die Bildebene von 
irgendeinem Strahl durch O in einem Punkte $ und von der zu 
dem Strahl senkrechten Ebene durch O in einer Linie s geschnitten, 
so steht die Verbindungslinie der Punkte & und M auf s senkrecht 
in einem Punkte, den wir $S’ nennen wollen, und es wird dann: 

MS-MS'=—p°, 
indem wir die Verschiedenheit des Sinns von MS und MS’ durch 
das negative Vorzeichen ausdrücken. Die Zuordnung des Punktes 5 
und der Linie s läßt sich als die eines Antipolarsystems deuten, dessen 
Grundkurve der mit dem Radius p um M beschriebene Kreis ist. 

Zwei Kegelschnitte entsprechen polaren Tensoren, wenn sie als 
reziproke Kurven in dem gefundenen Antipolarsystem einander zu- 
geordnet sind, d. h. der eine von den Antipolaren des anderen umhüllt 
wird. Zwei solche Kurven lassen sich aber auch als verschiedene 
Abbildungen desselben Tensors auffassen. Um diese zwei Ab- 
bildungen zu scheiden, wollen wir den bei der ursprünglichen Ab- 
bildungsart sich ergebenden Kegelschnitt als Kurve zweiter Ord- 
nung, d.h. als Punktort auffassen, dagegen den reziproken Kegelschnitt 
als Kurve zweiter Klasse, d. h. als Umhüllungsgebilde seiner 
Tangenten. Dann ergibt sich, daß, wenn zwei Tensoren kor- 
reziprok sind, die dem einen entsprechende Kurve zweiter 
Klasse auf der dem anderen entsprechenden Kurve zweiter 
Ordnung ruht. 

Zwei Deformationen werden zu einer einzigen zusammengesetzt, 
indem man ihre homologen Koordinaten addiert. Legen wir von den 
Deformationen zunächst nur die zugehörigen Tensoren fest, so sind 
ihre Koordinaten von der Form: 


Alp Ad ars und sad ale 
also werden die Koordinaten der aus ihnen resultierenden Deformation: 
Ay, + Wdi1, Algs + Wbes .. . Ada + Ubis; | 


und die Gleichung der entsprechenden Kurve zweiter Ordnung lautet: 


(Aa, tabu)&ı? + (Aa + ab) + +2 Ra + ud). 
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Geben wir hierin A und uw alle möglichen Werte, so erhalten wir die 
sämtlichen Kurven eines Kegelschnittbüschels. Von den Deformationen, 
die sich aus zwei Deformationen in gegebenen Tensoren zusammen- 
setzen, müssen wir nun nach der Bildungsart ihrer Koordinaten sagen, 
daß sie ein lineares System zweiter Stufe bilden, und gleiches gilt 
von den zugehörigen Tensoren. Ebenso bilden aber auch die Bild- 
kegelschnitte ein lineares System, nämlich ein Büschel. 

Allgemein finden wir zu einem linearen Tensorsystem als Bild 
ein lineares Kegelschnittsystem, und die Untersuchung der linearen 
Tensorsysteme reduziert sich somit auf die Untersuchung 
der linearen Kegelschnittsysteme in einer Ebene. Hierbei ist 
die Heranziehung der Grundkurve oder ihres Polarsystems überall da 
nötig, wo es sich um metrische Eigenschaften der 'Tensoren handelt. 
2. B. bestimmt man die Hauptachsen eines Tensors, indem man das 
gemeinsame Poldreieck der Grundkurve und der Bildkurve des Tensors 
“sucht. Dwurchläuft der Tensor ein lineares Tensorsystem zweiter 
Stufe, so bewegen sich die Ecken jenes Poldreiecks auf einer Kurve 
dritter Ordnung, auf der sie eine bestimmte Schar von Punktetripeln 
bilden. 

Zu den projektiven Eigenschaften gehört die Frage nach den 
singulären Tensoren, die in einem linearen Tensorsystem enthalten 
sind. In einem Tensorsystem zweiter Stufe sind es drei, in einem 
Tensorsystem dritter Stufe unendlich viele Die Linien der Linien- 
paare, welche diese Tensoren in der Bildebene darstellen, umhüllen 
eine Kurve dritter Klasse, und die Punkte, in denen die Linien der 
einzelnen Linienpaare sich schneiden, erfüllen eine Kurve dritter 
Ordnung. Zweifach singuläre Tensoren sind i.a. erst in einem Tensor- 
system vierter Stufe enthalten und zwar vier an der Zahl. In einem 
Tensorsystem fünfter Stufe sind unendlich viele enthalten, und die: 
(doppelt gezählten) geraden Linien, welche sie in der Bildebene dar- 
stellen, umhüllen einen Kegelschnitt. . 

Interpretieren wir die Tensoren nicht durch Kurven zweiter 
Ordnung, sondern durch Kurven zweiter Klasse, so sind die auf- 
tretenden linearen Kurvensysteme von anderer Art als die bis jetzt 
in Betracht gezogenen und stehen diesen dualistisch gegenüber. 
Z. B. erhalten wir an Stelle des Kegelschnittbüschels die Kegel- 
schnittschar, nämlich nicht die Kegelschnitte, die vier gemeinsame 
Punkte haben, sondern die Gesamtheit derer, welche vier gemein- 
same Tangenten besitzen. 

Wie bei den linearen Schraubensystemen gehört zu einem linearen 
Tensorsystem u! Stufe ein solches (6 — u)'® Stufe, dessen Tensoren 
zu allen denen des ersten Systems korreziprok sind. Werden die 
Tensoren des einen Systems durch Kurven zweiter Ordnung, die des 
anderen Systems durch Kurven zweiter Klasse abgebildet, so ruht 
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das System der Kurven zweiter Klasse auf dem Systeme der Kurven 
zweiter Ordnung. Diese Zuordnung der linearen Systeme von Kurven 
zweiter Ordnung und von Kurven zweiter Klasse ist von fundamentaler 
Bedeutung für die Kegelschnittgeometrie und tritt auch hier in den 
Mittelpunkt der Betrachtung. 

Derart lassen sich die Tensoren unmittelbar mit geometrisch 
einfachen Gebilden, nämlich den Kegelschnitten einer Ebene, in ein- 
deutige Beziehung setzen, während bei den Schrauben ein gleiches 
nicht der Fall ist. Wohl stehen die Schrauben in Zusammenhang mit 
noch einfacheren geometrischen Gebilden, nämlich den geraden Linien 
des Raumes, aber dieser Zusammenhang bedeutet keine eindeutige 
Beziehung. Vielmehr ist unendlich vielen Schrauben dieselbe gerade 
Linie, als ihre Achse, zugeordnet, und es muß dieser Linie noch 
ein Parameter beigeschrieben werden, damit sie die Schraube voll- 
ständig charakterisiert. So führt die Schraubentheorie wohl zur 
Liniengeometrie, aber diese Liniengeometrie hat eine ganz besondere 
Färbung, weil die Linien nicht als. selbständige Gebilde unmittelbar 
auftreten, sondern vielmehr gleichsam als Ausfluß eines Gebildes 
höherer Art erscheinen. Diese Behandlungsart der Liniengeometrie 
hat indes einen besonderen Vorzug. Die geraden Linien des Raumes 
bilden nämlich eine quadratische Mannigfaltigkeit, die Schrauben aber 
bedeuten eine lineare Manniefaltiskeit, welche jene einschließt, wie 
der Raum unserer Anschauung eine Fläche zweiter Ordnung einschließt, 
und die Geometrie der Gesamtheit aller Linien wird so in ähnlicher 
Weise der Geometrie der sie umfassenden Gesamtheit aller Schrauben 
untergeordnet wie die Geometrie einer Fläche zweiter Ordnung aus 
der gewöhnlichen Raumgeometrie gewonnen wird. 

Man kann noch fragen, ob die Liniengeometrie in dieser Fassung 
nicht mit der Kegelschnittgeometrie in Beziehung gesetzt und so 
wieder die Schraubengeometrie mit der Tensorgeometrie in Ver- 
bindung gebracht werden kann. Eine solche Beziehung ist in der 
Tat auf mehr oder minder ungezwungene Weise herstellbar und an 
sich nicht ohne Interesse. Wir müssen -es uns aber versagen, hier 
darauf einzugehen. 
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S.1, Zeile 2. Die hier gegebene Definition des Punktes kann als eine Tautologie 
erscheinen, wenn man ihre Bedeutung mißversteht. Im folgenden wird ein 
Körper als ein Punkt behandelt, wenn die Unterschiede in der Lage seiner 
Teile vernachlässigt werden, wenn also die Genauigkeit der zur Verwendung 
kommenden Längenmessungen nicht so groß ist, daß sie noch die Dimensionen 
des Körpers festzustellen erlaubt. Der Körper bedeutet dann bei der gerade 
vorliegenden Genauigkeit eine bestimmt bezeichnete Stelle im Raum. Die 
Definition ist also nach Kleins Ausdruck im Sinne der Approximations- 
Mathematik zu verstehen. Sie bedeutet nichts anderes als die schon von 
Hobbes gegebene Umformung der Euklidischen Definition: punctum non est 
cujus pars est nulla, sed cujus pars non consideratur. 

S.2, Zeile 4. Wenn das Wort Vektor von Hamilton herrührt, so scheint der 
Begriff einer nach Größe und Richtung bestimmten Strecke zuerst von 
Argand scharf ausgeprägt zu sein in der berühmten kleinen Schrift: Essai 
sur une maniere de representer les quantites imaginaires dans les con- 
structions geom6triques, Paris 1806. Man vgl. auch die Abhandlung Annales 
de Gergonne, t. IV, 1813, p. 133. 

S.3, Zeile 17. Diese Abwägung der Verdienste Hamiltons und Graßmanns ist 
nur berechtigt, wenn die Aufgabe so gestellt wird, wie es in diesem Buche 
der Fall ist. Die arithmetische Bedeutung, welche den Quaternionen als 
höheren komplexen Zahlen zukommt, ist dabei außer acht gelassen. Eine 
solche Bedeutung kommt der Graßmannschen Ausdehnungslehre nicht zu. 
Dagegen lassen sich auch aus den Entwicklungen Graßmanns die Hamilton- 
schen Differentialoperationen herausschälen. Nur ist zweifellos Hamilton 
der, dem ihre Einführung zu danken ist und der ihnen die handliche 
Gebrauchsfertigkeit gegeben hat. Sehr merkwürdig ist, daß schon 1819 
Gauß die Quaternionen genau in der Form, wie sie hier S. 35 ff. erscheinen, 
gefunden hat. Er bezeichnet sie als Mutationsskalen, da sie eine „Mu- 
tation“, d.h. eine Ähnlichkeitstransformation des Raumes bestimmen, und 
schreibt (a, b, c, d), wo Hamilton den. Ausdruck a+bi+cj+dk nimmt 
(S. Gauß’ Werke, Bd. VIII, S. 357 ff.). 

S.14, Zeile 9 von unten. Die Ausdehnung auf irrationale Zahlen ist durch die 
gewöhnliche, schon von Euklid benutzte Methode zu gewinnen. Sie ist im 
Text nur der Kürze wegen fortgelassen, da sie als allgemein bekannt vor- 
ausgesetzt werden kann. 

3.15, BR Gibbs’ Ideen, die hier nur mit diesem einen Wort gestr eift werden, 
sind tief und nl, aber Gibbs ist durch andere Arbeiten in seinen letzten 
Lebensjahren verhindert worden, sie zu Ende zu verfolgen und seine Theorie 
in das Lehrgebäude der traditionellen Analysis einzugliedern. Seine Vor- 
lesungen sind von Wilson als „Vector Analysis‘ herausgegeben. 

S.16, Formel (9). Den Größen F', 2 ‚F, kommen bestimmte Vorzeichen zu. Sie 
sind positiv, wenn der Deine von der Projektion des ersten Vektors a 
zu der Projektion des zweiten Vektors b eine positive Umkreisung des 
positiven Sinnes der auf der betreffenden Koordinatenebene senkrechten 
Achse bedeutet, negativ im entgegengesetzten Falle. F nimmt man zweck- 
mäßig immer positiv an, dann liefert die Formel (10) für die Richtungs- 
kosinus die Flächennormale mit dem Sinne, für den der Übergang vom 
ersten zum zweiten Vektor eine positive Umkreisung bedeutet. 
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S.20, Zeile 4 von unten. Der so bestimmte Vektor wird auch wohl das Vektor- 
produkt der beiden gegebenen Vektoren bezeichnet. Wenn dann in der 
Statik des starren Körpers von einem Vektormoment die Rede ist, wird 
direkt dieses Vektorprodukt statt des sich zunächst ergebenden Flächen- 
vektors genommen. Wir ziehen es vor, diese Bezeichnung nicht zu adoptieren. 
Selbst wo es zur geometrischen Veranschaulichung von Nutzen ist, die 
Flächenvektoren durch Strecken darzustellen, wollen wir dies nur als eine 
vorübergehende Verbildlichung ansehen und uns des wahren Charakters der 
Größenart bewußt bleiben. 

S. 22, Zeile 17. Von der konjugierten Quaternion g wohl zu unterscheiden ist 
die reziproke Quaternion g—1. Die letztere ist dadurch definiert, daß: 


gq—!=1 und damit auch g-1g=1 
sein soll, während: 
g9= K°+ Lt + + N: 
Se EMSENK 
q KL? MIN: 


ist. Daraus folgt, daß: 





ist. 

S.23, Zeile 17. Der Begriff des Tetraedervolumens wird in den Lehrbüchern 
der analytischen Geometrie so erweitert, daß die Bestimmung des Vorzeichens 
mit in ihn hineingelegt wird. Wir haben es aber für vorsichtiger gehalten, 
zunächst das Wort in dem gewöhnlichen Sinne als einfachen Raumgehalt 
zu gebrauchen, trotzdem später immer das Volumen mit einem bestimmten 
Vorzeichen behaftet auftritt. 

S.25, Zeile 19. Die allgemeine Auffassung von Operatoren als symbolischen 
Faktoren rührt von englischen Mathematikern, namentlich Boole, her. 

S.30, Zeile 14. Hier steht 4 statt V. 

S.34, Zeile 4. Für 4=0 ergibt sich ein singulärer Fall, der dadurch charakterisiert 
ist, daß die transformierten Vektoren alle einer Ebene angehören. In den 
Gleichungen (14) auf 3.28 sind dann die linken Seiten =0 und die rechten 
Seiten proportional, so daß die drei Gleichungen sich auf die eine Gleichung 
der Ebene, welcher die transformierten Vektoren angehören, reduziert. Ver- 
schwinden aber von / auch die Unterdeterminanten, so sind die Gleichungen 
(14) identisch erfüllt, in den Gleichungen (10) aber sind die rechten Seiten 
nur um konstante Faktoren verschieden, die transformierten Vektoren fallen 
also alle der Lage nach zusammen. In diesen singulären Fällen können wir 
nicht mehr von eigentlichen Vektorquotienten reden, wenn wir in die Be- 
deutung der Gleichung b=ga hineinlegen, daß sie zu jedem Vektor a einen 
Vektor b und zu jedem Vektor b einen Vektor a zu finden erlaubt. Deshalb 
ist auf diese Fälle im Text nicht eingegangen. 

S. 34, Zeile 13. Wohl zu beachten ist, daß hier der Begriff Vektorquotient einen 
anderen Sinn hat als bei Hamilton. Hamilton nimmt den Quotienten zweier 
Vektoren 

b_4 

Aesa 
wenn g die Quaternion ba und a? (für a=ri+9yj-+3k) die Zahlgröße 
— (£?+9°+3°) bezeichnet Er führt also die Division direkt auf die Multi- 
plikation zurück. 

S.38, Zeile1l. Der Ausdruck Drehstreckung ist von F. Klein gebraucht 
worden. Man vgl. die ganze Darstellung bei Klein und Sommerfeld, 
Theorie des Kreisels. Aus der Drehstreckung ergibt sich eine Wende- 
streckung, wenn o=z/2 ist. In diesem besonderen Falle ist der geometrische 
Vektorquotient durch die beiden Vektoren-a,b nicht mehr eindeutig bestimmt. 
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Denn in den Gleichungen (35) sind die Winkel A, u, v dann nur an die 
Bedingung gebunden, daß sie sich auf eine zu der gemeinsamen Linie der 
Vektoren a,b senkrechte Richtung beziehen sollen. Wir wollen noch be- 
merken, daß wir aus einer beliebigen Quaternion q eine einfache Drehung 
ableiten können, wenn wir statt der konjugierten Quaternion 7 die reziproke 
Quaternion g—-1 nehmen, also die Gleichung (31) schreiben g-1pg=p. 
Dann geht p’ aus p durch eine einfache Drehung hervor. Über die Be- 
ziehungen zwischen Quaternionen und Drehungen ist neuerdings eine Arbeit 
von Fr. Meyer in der Ztschr. f. Math. u. Phys. Bd. 55, 1907, p. 104 erschienen. 

S.39, letzte Zeile. Es braucht kaum gesagt zu werden, daß der Quotient zweier 
Punktgrößen nach der bei den Vektoren vertretenen Auffassung als eine 
allgemeine kollineare Transformation erscheint. So wird in einer besonderen 
Weise das Rechnen mit kollinearen Verwandtschaften, das Reye in seiner 
Geometrie der Lage nach dem Vorgange von Stephanos entwickelt hat, 
begründet, und gleichzeitig scheint mir dies in einer dem Gedankengange 
der Ausdehnungslehre entsprechenden Erweiterung auf n Dimensionen die 
einfachste und natürlichste Begründungsart der sehr interessanten und 
fruchtbaren Theorie der Matrizen zu sein. 

S.40, Formel (7). Zum erstenmal sind diese sechs Größen bei d’Alembert 
aufgetreten, der in seinen Recherches sur la precession des equinoxes 1749 
ihre Bedeutung für die Mechanik des starren Körpers erkannt hat. 

S.43, Formel (19). Es ist sofort zu übersehen, was eintritt, wenn die Ebene 
durch den Koordinatenursprung hindurchgeht. Dann bleibt es der Willkür 
überlassen, welche Seite als die vom Koordinatenursprung weggewandte 
angesehen werden soll. Man kann den Sinn der Normalen dann immer so 
wählen, daß die Reihenfolge ABC eine positive Umkreisung derselben be- 
deutet. So wird d positiv, und die Vorzeichen der Richtungskosinus stimmen 
mit denen von &, n, & überein, während 0 = 0 wird. 

S.44, Zeile 10 v.u. Die Bedeutung dieser Unterscheidung ist von Study hervor- 
gehoben worden. In der Tat ist diese Zweiseitigkeit ein charakteristisches 
Merkmal der Ebene und es bedingt eine gewisse Unvollkommenheit der her- 
kömmlichen Darstellungsweise, daß sie nicht in ihrer Bedeutung hervortritt. 

S.44, Zeile 12. Wenn p=0, ist x durch die zugehörige Ebene nicht in ein- 
deutiger Weise bestimmt. Doch ist dies kein Übelstand, denn, wie leicht 
zu sehen, hat die getroffene Festsetzung nur den Zweck, aus dem Koeffi- 
zienten von & und damit aus dem konstanten Glied der Ebenengleichung 
in der Normalform die Unbestimmtheit des Vorzeichens zu entfernen, wo- 
durch die Ausdrucksweise erleichtert und die Übereinstimmung mit der 
herkömmlichen Darstellung erhalten wird. — Wenn =, d=0 wird, so 
daß pd=9 endlich bleibt, bekommen wir eine singuläre Ebenengröße, die 
dadurch charakterisiert ist, daß &, n, &=0 sind. Ist #=1, so wird einfach 
N=2. 2 repräsentiert so die „unendlich ferne Ebene‘, behaftet mit einer 
verschwindenden Zahlgröße. 

S.46, Zeile 23. Es mag noch hinzugefügt werden, daß man zu Flächenvektor 
und Ebenengröße als dritte verwandte Größenarten ein Parallelogramm 
hinzufügen kann, von dem wie bei dem Flächenvektor der Inhalt, der 
Umlaufsinn und die Stellung seiner Ebene festgehalten wird, außerdem 
aber noch die Winkel nicht geändert werden. sollen. Ein solches Parallelo- 
gramm gibt eine einfache und anschauliche geometrische Deutung der 
Hamiltonschen Quaternionen. 

S.53, Zeile 27. Der Fall, wo die Ebenen der beiden Ebenengrößen zusammen- 
fallen, bedarf kaum einer besonderen Erwähnung. Dann werden in dem 
Ausdrucke für a alle Koeffizienten Null und damit a selbst gleich Null. 
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8.57, Zeile 6. Diese Festlegung der oberen und unteren Seite einer Ebene ist 
nur der Bequemlichkeit wegen sozusagen provisorisch gewählt worden. 
Wenn die Ebene durch den Punkt O hindurchgeht, bleibt es willkürlich, 
welche Seite als ihre obere und welche als ihre untere angesehen werden 
soll. Man kann diesen Ausnahmefall auch so beseitigen, daß man sich der 
Punkt O mit einer unendlich kleinen Kugel umgeben denkt, in welche die 
Ebene nicht eindringen soll. Wenn dann ein Ebenenpaar mit Beibehaltung 
des von ihm gebildeten Winkels um seine Schnittlinie gedreht wird, so 
muß man sich denken, daß es an diese unendlich kleine Kugel wie an 
einen festen Körper anstößt. So wird vermieden, daß beim Durchgange 
durch den Punkt O die obere Seite einer der Ebenen in die untere über- 
seht und umgekehrt. 

S.57, Zeile 30. Der vorgesetzte Strich bedeutet nach Graßmanns Schreibweise 
die „Ergänzung“ der dahinterstehenden Größe. In der Tat ist hier im 
Graßmannschen Sinne eine translatorische die Ergänzung einer rotatorischen 
Liniengröße. 

S.60, Zeile 5. Man möge entschuldigen, daß an dieser Stelle das Wort Inversion 
in einem anderen Sinne auftritt, als in dem es später gebraucht wird. Es 
schien am einfachsten, hier den Ausdruck beizubehalten, den der Leser in 
den zitierten Schriften von F. Klein wiederfindet. 

5.61, Zeile 20. Der Flächenvektor oe bedeutet seinem analytischen Ausdrucke (24) 
nach eine (uneigentliche) translatorische Liniengröße und ist der rotatorischen 
Liniengröße (23) zugeordnet, die sich aus zwei parallelen Ebenen ergibt. 
Der Flächenvektor kann so gedeutet werden als eine unendlich ferne Linien- 
größe von verschwindendem Zahlwert. 

S.64, Zeile 10. Diese Verifikation wird zu einem Beweise vervollständigt, wenn 
noch nachgewiesen wird, daß bei einer affınen Transformation der Figur 
die Vorzeichenbestimmung nach der gegebenen Regel sich nicht ändert. 
Doch wäre es zu weitläufig gewesen, dies im Text auszuführen. Der Beweis 
kann auch so erbracht werden, daß man zuerst durch Multiplikation zweier 
der Ebenengrößen eine rotatorische Liniengröße ableitet, diese rotatorische 
Liniengröße dann durch die zugeordnete translatorische Liniengröße ersetzt 
und die letztere mit der dritten Ebenengröße durch Multiplikation verbindet. 

8.64, Zeile 17. Wird die Ebenengröße als das primitive Raumelement an- 
gesehen und die Punktgröße durch die Formel (32) auf S. 62 definiert, so 
erkennt man aus dem gefundenen Resultat, inwiefern man berechtigt ist, 
den Vektor als eine uneigentliche Punktgröße aufzufassen. 

S. 67, Zeile 10. Der Beweis für die Vorzeichenregel kann auch direkt so geführt 
werden, daß man zuerst die ersten Ebenengrößen II,, II,, I, durch Multi- 
plikation verbindet und das Resultat mit II, multipliziert. Der Figur ent- 
sprechen! sind, wenn OÖ, A, B, C die Ecken des Tetraeders bezeichnen, als 
die Ebenengrößen die folgenden zu nehmen: 


I, =[OBC]j, ,=[0CA], TL,=[0AB], I,=[CBA]. 
Nach der vorher gegebenen Regel wird dann 
[IT, I, ,]=T2:0e, 
wenn T wieder das Tetraedervolumen bedeutet, also [OABC]=Te ist, und 
dann wird weiter: 
[O, I, I, 1,j=T?[0CBAJle=-T’se=-T?’n. 
8.68, Zeile 14. Es ist hier vorausgesetzt, daß die Ebene der Ebenengröße II 
nicht mit den Ebenen von dreien der Ebenengrößen TI,,II,,II,, II, einem 


Bündel angehört. Denn dann würde sie sich schon durch diese drei Ebenen- 
srößen linear ausdrücken lassen. 
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i, j, k Einheiten ‚des Linienvektors, 

i,j, £ Einheiten des Flächenvektors, 

i, j, £& i, j, £ Einheiten der translatorischen Liniengrößen, 
14,15, 8 |i,!5,|E Einheiten der rotatorischen Liniengrößen, 
I, J, K, 2 Einheiten der Ebenengrößen. 


O Koordinatenursprung, 

x, y, 2 kartesische Punktkoordinaten, 

4, u, v Richtungswinkel, 

&, n, & © homogene Ebenenkoordinaten, 

u, v, w imhomogene (Hessesche) Ebenenkoordinaten, 
u, v, w, p, 9, r Koordinaten einer Schraubung, 

L, M,N, X, Y, Z Koordinaten einer Dyname, 
m, n, x, 9, 3 Linienkoordinaten, 

u, d, w, p, q, r Schraubenkoordinaten, 


7}, a, v, &, n, 5 Impulskoordinaten, 
R Resultante eines Kräftesystems, 
oa Rotationsgeschwindigkeit, 

k Schraubenparameter, 

y Konkurrenz zweier Schrauben, 

A Dyname, 

E Schraubung, 

8 Schraube. 

m Masse, 

ber Zeit, 


rt sehr kurze Zeit, 

x, 9, 2 Geschwindigkeitskomponenten, 

&, %,2 Beschleunigungskomponenten, 

dx, dy, d2 Variationen der Punktkoordinaten, 
W Arbeit, 

T kinetische Energie, 

F' potentielle Energk. 


Ferner sind bezeichnet 
Punkte mit großen lateinischen Buchstaben P, Q usw. 
Linien mit kleinen lateinischen Buchstaben p, I usw. 
Ebenen mit kleinen griechischen Buchstaben x usw. 
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Blatt (H. Graßmann d. J.) 20. 
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Brennfläche der Achsenkongruenz 210. 

Brennpunkte eines Strahls der Achsen- 
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Chaslesscher Satz für die Paare von 
Kräften, die ein gegebenes Kräfte- 
system ersetzen 98. 


D’Alembertsches Prinzip 295. 

Darbouxscher Strahlenkomplex 280. 

Deformationen 237. 

Deformationsarbeit 350. 

Deformationsfläche 245. 

Deformationspol 246. 

Dehnung 239. 

Determinante aus den Koordinaten von 
sechs Kräften 126. 

Deviationsmoment eines ebenen Massen- 
systems 324. 

Dilatation 242. 

Diskriminante einer Deformation 239. 


Register. 


Distributives Gesetz für alle Produkt- 
bildungen angenommen 14. 

Divergenz zweier geraden Linien 235. 

Doppellinie des Zylindroids 177. 

Doppelscherungen 249. 

Doppeltangenten einer Brennfläche 224. 

Drehstreckung (F. Klein) 38. 

Drehungspol 251, 311. 

Dyade (Gibbs) 15. 

Dyname 88. 

Dynamische Größen 360. 


Ebene Abbildung der Tensoren 367. 

Ebenengewinde (dritter Klasse) 117. 

Ebenengröße 44. 

Ebenenmoment N eines Kräftesystems 95. 

Einheiten 7, 17, 40, 42, 48, 57, 62, 68, 
Spezifischer Charakter von Zahlein- 
heiten 132. 

Einheitskugel 246. 

Einzelkraft einem Kräftesystem äqui- 
valent 120. 

Elastizitätsellipsoid 356. 

Entgegengesetzter Vektor 2, 

Erzwungene Bewegung 290. 

Eulersche Gleichungen 309. 


Flächenvektor 20. 

Fokalachsen 201. 

Fokalkurven der Flächen 2. Ordnung 279. 

Fokalparaboloid (Jolles) eines Zylindroids 

200. 

Fundamentalschrauben von allgemeinen 
Schraubenkoordinaten 161. 

Fußpunktfläche einer Achsenkongruenz 
213. 

Fußpunktkegelschnitte beim Zylindroid 
187, 

Fußpunktkurve einer Achsenfläche 220. 


Geomechanik (Fiedler) = Stereomechanik 
(Stäckel) = Mechanik fester Körper 147. 

Geschwindigkeitsvektor 288. 

Gleichseitiger Kegel 265. 

Grad einer Strahlenkongruenz 151. 

Grenzebenen des Zylindroids 177. 

Grenzpunkte eines Strahls der Achsen- 
kongruenz 222. 

Grenzstrahlen des Zylindroids 177. 

Grundkegel in der Tensorgeometrie 366. 

Grundkurve bei ebener Abbildung der 
Tensoren 368. 

Grundpolarsystem der Tensorgeometrie 
366. 
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Hauptachsen einer linearen Vektor- 
transformation 31. 

Hauptachsen einer Deformation 247. 

Hauptachsen einer Schraubenreihe und 
des zugehörigen Zylindroids 168. 

Hauptachsen eines Schraubennetzes 203. 

Hauptebenen einer Schraubenreihe und 
des zugehörigen Zylindroids 167. 

Hauptebenen eines Reyeschen Strahlen- 
komplexes 253. 

Hauptparameter der Schraubenreihe 169. 

Hauptspannungen 358. 

Hauptträgheitsachsen 306. 

Hauptträgheitsschrauben 334, 341. 

Hessesche Koordinaten einer Ebene 92. 

Holonome Bedingungsgleichungen(Hertz) 
143. 

Hookesches Gesetz 351. 

Hyperbolische Funktionen 330. 

Hypozykloide (Steinersche Kurve) als 
Projektion des Zylindroids 198. 


Impuls (Impulsdyname) 288. 

Impulsschraube 333. 

Inneres Produkt (Graßmann) 18. 

Instantanschraube 333. 

Intensität einer Spannung 361. 

Invarianten einer Deformation 248. 

Invariable Ebene 314. 

Invariable Linie 311. 

Inversion (F. Klein)=Spiegelung an einem 
Punkt 58. 

Inversion = Transformation durch rezi- 
proke Radienvektoren 190. 


Kegelschnittgeometrie 367. 

Keil (Study) 56, Öffnung des Keils 57. 

Ketten (Study) 149. 

Kinematik 82. 

Kinematische Beschränkung 
wegungsfreiheit 143. 

Kinematische Größen 360. 

Kinetik des starren Körpers 286. 

Kinetische Energie 289. 

Klasse eines Ebenengewindes 118, einer 
Strahlenkongruenz 152. 

Knotenfläche einer Achsenkongruenz 213. 

Koaxiale Flächen 2. Ordnung (Reye) 263. 

Komplexe (von Strahlen) 103. 

Komplexkegel eines Punktes 114, 229 
256, 281. 

Komplexkurve einer Ebene 115, 
257. 


der Be- 


230, 
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Kommutatives Gesetz für Vektoraddition 
4, für innere Produkte 19. 

Komponenten eines Vektors 7, eines 
Flächenvektors 19, einer Kraft 85, 
eines Vektormomentes 89, einer De- 
formation 238, astatische Komponente 
eines Kräftesystems 271. 

Konfokale Flächen 2. Ordnung 263. 

Konfokale Kegel 265. 

Konjugierte Achsenkongruenzen 205. 

Konjugierte Regelstrahlen (Achsen) eines 
Zylindroids 167. 

Konjugierte Rotationsachsen 111. 

Konjugierte Schrauben einer Schrauben- 
reihe 167. 

Konjugierte Trägheitsschrauben (Ball) 
323. 

Konkurrenz zweier Schrauben 138. 

Konoid (Pluecker)=Zylindroid 176. 

Kontragrediente Größen 360. 

Koordinaten eines Punktes 1, einer 
Punktgröße 10, einer translatorischen 
Liniengröße 41, einer Ebenengröße 45, 
einer rotatorischen Liniengröße 57, 
einer Drehung 72, einer geraden Linie 
102, Koordinaten einer Schraube 134, 
allgemeine 161, statische Koordinaten 
eines Kräftesystems 87, astatische 
Koordinaten 268, Koordinaten einer 
Deformation 241, eines Spannungs- 
systems 353. 

Körper 288. 

Korreziproke Schrauben (reciprocal 
screws, Ball) 138. 

Korreziprokes System von Fundamental- 
schrauben 162. 

Korreziproke Tensoren 364. 

Kraft 83. 

Kräftepaar (Poinsot) 98. 

Kräftepolyeder 123. 

Kräftesystem 86. 

Kraftvektor (beim Kräftepaar) 98. 

Kuspidalkurve der Brennfläche 6. Ord- 
nung 210. 


Lagenparameter 141. 

Lebendige Kraft 289, Prinzip der leb. 
Kraft 295. 

Leitlinie einer Schraubenreihe = Doppel- 
linie des zugehörigen Zylindroids 164. 

Leitlinien einer linearen Strahlenkon- 
gruenz 104. 

Lineale Deformationen 240. 








Register. 


Lineare Strahlenkomplexe 103. 

Lineare Strahlenkongruenzen 103. 

Lineare Schraubensysteme 145. 

Lineare Kegelschnittsysteme 369. 

Liniengröße 41, rotatorische und trans- 
latorische 56. 

Linienkoordinaten 102. 

Linienmoment © eines Kräftesystems 91. 

Linienvektor 20. 


Mac Oullaghsches Ellipsoid 313. 

Masse 10, 83, 237. 

Massenpunkt 84. 

Massensystem 84, 288. 

Meridiankurve einer rotatorischen Brenn- 
fläche 225. 

Mittelachse einer axialen Deformation 
244. 

Mittelebene zweier Regelstrahlen eines 
Zylindroids 200. 

Mittelebenen eines Strahles der Achsen- 
kongruenz 222. 

Mittelebene einer Deformation 245. 

Mittelpunkt des Zylindroids 182. 

Mittelpunkt der Abbildung eines Zylin- 
droids auf eine Ebene 191. 

Mittelpunkt der Bildebene bei Bewegungs- 
freiheit 2. Stufe 317. 

Mittelpunkt eines zentrischen Schrauben- 
netzes 203. 

Mittelpunkt des Bildraums 
wegungsfreiheit 3. Stufe 340. 

Mittelpunkt der Abbildung eines Schrau- 
bengewebes 232. 

Mittelpunkt eines Strahles der Achsen- 
kongruenz 221. 

Mittelpunkt paralleler Kräfte 122. 

Moment (absolutes) M einer Schraubung 
73, eines Kräftesystems 96. 

Moment eines Rotationspaares 76, eines 
Kräftepaares 99. Astatisches Moment 
eines Kräftepaares 267. 

Moment (gegenseitiges) zweier trans- 
latorischen Liniengrößen 51, zweier A 
rotatorischen Liniengrößen 67. 

Momentane Bewegung 76. 

Momentane Drehungen 69, um einen 
Punkt 74, um parallele Achsen 75, 
als Komponente einer allgemeinen 
momentanen Bewegung 79. 

Momentenflächen 275. 


bei Be- 


Natürliche Bewegung 290. 
Natürliche Drehung 316. 


Register. 


Natürlicher (undeformierter) Zustand 
eines (elastischen) Körpers 350. 

Normalen einer Fläche 2. Ordnung 266. 

Nullebene 92. 

Nullfläche eines Schraubennetzes 205. 

Nullfläche des Bildraumes eines Schrau- 
bengewebes 232. 

Nullinie einer momentanen Bewegung 80, 
eines Kräftesystems 92. 

Nullpunkt 92. 

Nullschraube 138. 

Nullsystem 92. 


Operator 25. 

Ordnung einer Strahlenkongruenz 152. 

Orthogonaler Kegel (Schroeter) 114. 

Orthogonales System von Fundamental- 
schrauben 162. 


Parabolische Deformationen 240. 

Parallelogramm (Graßmann) 20. 

Parallelogramm der Geschwindigkeiten 
73. 

Parallelogrammregel für die Addition 
der Vektoren 4. 

Parallelogrammregel für die Zusammen- 
setzung der Drehungen 74. 

Parallelprojektion des Zylindroids 197. 

Parameter einer (reinen) Deformation 
248. 

Parameter (pitch) einer Schraube 135. 

Parameter eines Tensors 362. 

Parameterachse 170. 

Parameterdarstellung- 
Drehungen 37. 

Parameterflächke im Bildraume eines 
. Schraubengewebes 232. 

Parameterpol 175, 334. 

Passo = Schraubenparameter 135. 

Permanente Schraube 329. 

Perspektivische Darstellung (Zentral- 
projektion) des Zylindroids 195. 

Pfeil (Fiedler)=Schraubenparameter 135. 

Pitch (Ball) = Schraubenparameter 135. 

Planare Deformationen 238. 

Planare Schraubensysteme (Study) 155. 

Planare Vektortransformationen 32. 

Poinsotsches Ellipsoid 312. 

Pol einer Verschiebungslinie bei momen- 
taner Bewegung 108. 

Pol eines Strahles im Reyeschen Kom- 
plex 253. 

Polarer Kegel 282. 


der (endlichen) 


> 
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Polare Trieder 219. 
Polarer Tensor 363. 
Poldreikant eines Kegels 365. 
Polhodie (Poinsot) 311. 
Polkurven des Reyeschen Strahlen- 


komplexes 255. 

Potentielle Energie. eines deformierbaren 
Massensystems 352. 

Pressung 251. 

Produkt von Vektoren 13, analytisches 
und geometrisches Pr. 15, inneres und 
äußeres Pr. 18, geometrisches Produkt 
(de Saint Venant) 20, Produkte von 
Punktgrößen 39, Produkt von Punkt 
und Flächenvektor 45, von Punkt- und 
Liniengröße 46, von Liniengröße und 
Flächenvektor 51, von Ebenengrößen 
52, von Ebenengröße und Linienvek- 
tor 51, von Ebenen- und Liniengröße 
48, Ebenen- und Punktgröße 64. 

Punkt 1, vielfacher Punkt 9. 

Punktgrößen 10. 


Quaternionen (Hamilton) 2, 21, Zusam- 
menhang mit den Drehungen 34, kon- 
Jugierte Quaternion 22. 


Radiale Vektortransformation 32. 

Radiale Deformation 249. 

Raumgleiche Deformation 249. 

Raumhyperbel 255. 

Raumkreis 115. 

Raumkurven 3. Ordnung auf dem Zylin- 
droid 192, Raumkurven 4. Ordnung 
184, 218, 311. 

Raumparabel- 119. 

Raumtransformation in ihrer Einwirkung 
auf verschiedene geom. Größenarten 58. 

Reaktionsdyname 146, 301. 

Rechtsschraubensystem 20. 

Regelschar 105. 

Reine Deformation 243. 

Resultante eines Kräftesystems 96. 

Reyescher Strahlenkomplex 254. 

Reziproke Polaren eines Nullsystems 111. 

Reziproke Schraubensysteme 140. 

Reziproke Vektortransformationen 28. 

Rotation 72. 

Rotationspaar (Poinsot) 76. 

Rotationsvektor 61. 

Rotatorische Liniengröße 56. 

Ruben und Stützen (bei Kegeln und 
Kegelschnitten, Reye) 366. 


380 Register. 


Scheitelpunkte eines Schraubennetzes | Syzygetische Schar von Schraubenreihen 


207. 
Scherung 239. 


Schmiegungsparaboloide des Zylindroids 


178. 

Schmiegungsstrahlen (asymptotische 
Linien) eines Zylindroids 197. 

Schraube (screw, Ball) 134. 

Schraubengeometrie 147. 

Schraubengewebe 226. 

Schraubengewinde 234. 

Schraubenkoordinaten (metrische) 134, 
(allgemeine) 161, (tetraedrale) 163. 

Schraubennetze 203. 

Schraubenparameter (pitch) 82. 

Schraubenreihen 164. 

Schraubensysteme (lineare) 139, (qua- 
dratische) 147. 

Schraubung 831. 

Schwerpunkt 11. 

Seilpolyeder 124. 

Singuläre Schraube 138. 

Skalare (Hamilton) 69. 

Skalares Moment eines Kräftesystems 
(statisches Mom. M) 96, (astatisches 
Mom. 2) 274. 

Spannung 353. 

Spannung für eine Ebene, Spannungs- 
kraft 359. 

Spannungsfläche 356. 

Spannungssystem (astatisches Gleich- 
gewichtssystem) 353. 

Sphärischer Kegelschnitt 209. 

Stab (Study) 56. 

Starres System 84. 

Statische Achsen (Siacci) 284. 

Statische Äquivalenz 87. 

Statische Koordinaten 87. 

Statisches Gleichgewicht 87, für eine 
Achse 119, für einen Punkt 120. 

Stoß (Stoßdyname) 329. 

Strahl 101. 

Strahlensysteme 103. 

Strecke (Graßmann) 2. 

Streckung 251. 

Striktionskurve einer Achsenfläche 218. 

Striktionspunkte der Regelstrahlen einer 
Achsenfläche 218. 

Striktionstangente einer Achsenfläche 
218. 

Subtraktion der Vektoren 6, der Punkt- 
größen 12. 

Summe von Vektoren 4, von Punkt- 
größen 9, von Liniengrößen 85. 


171, von Schraubennetzen 206, von 
Schraubengeweben 226. 


Tensor (Voigt) 31, right tensor (Gibbs) 
360, eigene Definition 360. 

Tensortripel (Voigt) 31. 

Tensorgeometrie 360. 

Tensorkegel 362. 

Tensorielle Größen 69. 

Tetraedrale Schraubenkoordinaten 163. 

Träger einer Drehung und einer Kraft 
135, einer Schraubung und einer 
Dyname 134. 

Trägheitsachse 318. 

Trägheitsellipse 317. 

Trägheitsellipsoid 341. 

Trägheitsmomente ebener Massensysteme 
324, räumlicher Systeme 345. 

Trägheitspol beim freien Körper 310. 

Trägheitspo)l bei Bewegungsfreiheit 
zweiter Stufe 321. 

Transformation von Vektoren 27, von 
statischen und kinematischen Koordi- 
naten 58, 291. 

Translation 76, 241. 

Translationsvektor 61. 

Translatorische Liniengröße 56. 

Twist = Schraubung (Ball) 137. 


Umkehrung eines Kräftesystems 87. 
Universelle Algebra (Sylvester) 27. 


Vektor 1, Addition der Vektoren 3, 
typographische Charakterisierung 4, 
Komponenten 7, Subtraktion 8, Vektor- 
produkte 13, ihre Bezeichnung 18, 
Linienvektor und Flächenvektor 20, 
translatorische und rotatorische Vek- 
toren (Maxwell) 20, polare und axiale 
Vektoren (Voigt) 20, Vektorquotienten 
25, analytische und geometrische 34, 
lineare Vektortransformationen 27, 


lineare Vektorfunktionen (Hamilton) 


33, Translations- und Rotationsvektor 
61, Vektor als Kraft 83. 

Vektoreinheiten 6. 

Vektormoment einer translatorischen 
Liniengröße 48, einer rotatorischen 
Liniengröße 71, eines Kräftesystems 
für einen Punkt 88, für eine Ebene 
273. 


ER, VE 


Register. 


Verschiebung in einer Linie bei momen- 
taner Bewegung (Chasles) 79. 

Verschiebungskomponenten bei momen- 
taner Bewegung 78, bei Deformationen 
237, bei virtuellen Verschiebungen 
294. 

Verschiebungslinien bei momentaner Be- 
wegung 108, bei Deformationen 252. 

Verschiebungsfläche einer Deformation 
247. 

Virial 284. 

Virtuelle Schraubung 295. 


Windung = Schraubung 137. 
Wirkungslinie einer Kraft 37. 
Wrench (Ball) = Dyname 137. 


Zentralachse eines Kräftesystems 100. 

“Zentralachse eines Schraubengewindes 
234. 

Zentralebene einer planaren Deformation 
238. 
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Zentralebene eines Kräftesystems (Min- 
ding) 272. 

Zentrale Deformation 239. 

Zentralprojektion des Zylindroids 195. 

Zentralpunkt eines Kräftesystems (Min- 


ding) 273. 
Zentrifugalmoment 339. 
Zentrisches Schraubennetz (lineares 


Schraubensystem 3. Stufe) 203. 

Zentrum der mittleren Entfernungen 
(Carnot) 9. 

Zentrum einer Deformation 239. 

Zentrum (Mittelpunkt) eines Schrauben- 
netzes 203. 

Zusammensetzung endlicher Drehungen 
39, momentaner Drehungen 74, von 
Kräftesystemen 87, von Deformationen 
241. 

Zwangläufige Bewegung 144. 

Zylindroid (Cayley) 158. 

Zylindroid (Wallis) = einschaliges Rota- 
tionshyperboloid 176. 


ir 


Be, 


;5 


Dresden. 


van! 


4 


[) 
3 
m} 
© 
=, 
5 
a 
a 
[e) 
B 
e| 
B) 
3 
5 
A 





Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 





Föppl, Dr. Aug., Professor an der Königl. Technischen Hochschule zu München, 
Vorlesungen über technische Mechanik. In 6 Bänden. gr. 8. 


I. Band. Einführung in die Mechanik. 3. Auflage. Mit 103 Figuren im Text. [XVI u. 
428 S.] 1905. geb. n. A. 10.— 


I. — Graphische Statik. 2. Auflage. Mit 176 Figuren im Text. [XII u. 471 S.] 1903. 
geb. n. M. 10.— 

II. — Festigkeitslehre 3. Auflage. Mit 83 Figuren im Text. [XVI u. 434 S.] 1905. 
geb. n. M. 10.— 

IV. — Dynamik. 2. Auflage Mit 69 Figuren im Text. [XV u. 506 S.] 1901. geb. n. 4.12.— 

V. — Die wichtigsten Lehren der höheren Elastizitätstheorie. Mit 44 Figuren 
im Text. [XII u. 391 S.] 1907. geb. n. M. 10.— 

VI. — Die wichtigsten Lehren der höheren Dynamik. [In Vorbereitung.] 





das Fachwerk im Raume. Mit zahlreichen Figuren im Text und 
2 lithogr. Tafeln. [VIHO u. 156 S.] gr. 8. 1892. geh. n. M. 3.60, in Leinw. 
geb. n. M. 4.40. 


Graßmann, Hermann, gesammelte mathematische und physikalische 
Werke. Auf Veranlassung der mathematisch-physischen Klasse der Königl. 
Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften und unter Mitwirkung der Herren 
Jakob Lüroth, Eduard Study, Justus Graßmann, Hermann Graßmann der Jüngere, 
Georg Scheffers herausgegeben von Friedrich Engel, Professor an der Uni- 
versität Greifswald. In 3 Bänden. I. Band. In 2 Teilen. 
gr.8. geh. n. M. 28.— 

Einzeln: 


I. Band. I. Teil: Die Ausdehnungslehre von 1844 und die geometrische Analyse. Mit 
dem Bildnis Graßmanns in Holzschnitt und 35 Figuren im Text. [XV u. 435 S.] 
1894. n. M. 12.— 


I — I- Die Ausdehnungslehre von 1862. Mit 37 Figuren im Text. [VIII u. 511 S.] 
1896. n. M. 16.— 
II. Band. In 2 Teilen. gr. 8. geh. n. # 350.— 


Einzeln: 


II. Band. I. Teil: Die Abhandlungen zur Geometrie und Analysis. Mit 45 Figuren im 
Text. [X u.452 8.] 1901. n. M.16.— 


I. — I.-— Die Abhandlungen zur Mechanik und zur mathematischen Physik. 
Mit 51 Figuren im Text. [VIIIu. 266 S.] 1902. n. #. 14.— 


III. Band. [ca. 320 S.] [Unter der Presse.] 


Heun, Dr. K., Professor a. d. Technischen Hochschule Karlsruhe, die kinetischen 
Probleme der wissenschaftlichen Technik. Mit 18 Figuren im Text. 
A. u.d. T.: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung IX, 2. 
[VIu.123 8. gr. 8. 1900. geh. n. 4 4.— 


und R. v. Mises, Assistent an der k. k. technischen Hochschule zu Brünn, 
die kinetischen Probleme der modernen Maschinenlehre. g.8. In 
Leinwand geb. [In Vorbereitung.] 








Holzmüller, Professor Dr. Gustav, yorm. Direktor der Provinzialgewerbeschule zu 
Hagen i. W., die Ingenieurmathematik in elementarer Behandlung. 
2 Teile. gr. 8. In Leinwand geb. 
I. Teil, enthaltend die statischen Momente und Schwerpunktslagen, die Trägheits- und Zentrifugal- 
momente für die wichtigsten Querschnittsformen und Körper der technischen Mechanik 
in rechnender und graphischer Behandlung unter Berücksichtigung der Methoden von 


NEHLS, MOHR, CULMANN, LAnD und Reye. Mit 287 Figuren und zahlreichen Übungs- 
aufgaben. [XIu.340 8.] 1897. n. M.5.— 


II. Teil, enthaltend das Potential und seine Anwendung auf die Theorie der Gravitation, des 
Magnetismus, der Elektrizität, der Wärme und der Hydrodynamik. Mit 237 Figuren, 
zahlreichen Übungsbeispielen und einem Anhange über Maßeinheiten. [XVII u. 440 S.] 
1898. n. AM. 6.— 

Jellet, John P., B.D., weil. Senior Fellow an dem Trinity College zu Dublin, die 
Theorie der Reibung. Deutsch bearbeitet von Geh. Rat. Dr. J. Lüroth, 
Professor an der Universität Freiburg i. Br., und A. Schepp, weil. Oberleutnant 
a. D. in Wiesbaden. Mit zahlreichen Figuren im Text. [X u. 239 8.] gr. 8. 
1890. geh. n. HM 6.— | 


Lorenz, H., Professor an der Technischen Hochschule zu Danzig, Dynamik der 
Kurbelgetriebe mit besonderer Berücksichtigung der Schiffsmaschinen, Mit 
66 Textfiguren. [V u. 156 8] gr. 8. 1901... geh. n. 4.5.— 


Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 








Mechanik. Unter Mitwirkung von: M. Abraham, L. Boltzmann, C. Cranz, S. Finster- 
walder, O. Fischer, Ph. Forchheimer, Ph. Furtwängler, M. Grübler, L. Henneberg, 
K. Heun, G. Jung, A. Kriloff, H. Lamb. A. E. H. Love, Jı Petersen, L. Prandtl, 
H. Reißner, A. Schoenflies, P. Stäckel, O. Tedone, A. Timpe, E. Timerding, A. Voß, 
G. T. Walker, G. Zemplen, herausgeg. von F. Klein-Göttingen und C.H. Müller- 
Göttingen. A. u. d. T.: Encyklopädie der mathematischen Wissen- 
schaften mit Einschluß ihrer Anwendungen. Band IV. Man verlange Prospekt} 


Ostenfeld, Dr. A., Professor an der Technischen Hochschule zu Kopenhagen, tech- 
nische Statik. Vorlesungen über die Theorie der Tragkonstruktionen. Deutsche 
Ausgabe von D. Skouge. [VII u.4578.] gr.8. 1904. In Leinwand geb.n M.12.— 

Rausenberger, Dr. Otto, Professor an der Musterschule zu Frankfurt a. M., Lehr- 
buch der analytischen Mechanik. Mit Figuren im Text. 2. wohlfeile 
Ausgabe. 2 Bände in einem Bande. gr.8. 1893.. geh. n. 4 8.—, in Leinw. 


geb. n. M 9. — 
I. Band. Mechanik der materiellen Punkte. [VIILu. 318 S.] 
II. — Mechanik der zusammenhängenden Körper. [VI u. 336 S.] 


Repertorium der höheren Mathematik (Definitionen, Formeln, Theoreme, Literatur) 
von Dr. Ernst Pascal, ord. Professor an der Universität Neapel. Autorisierte 
deutsche Ausgabe von A. Schepp weil. Oberleutnant a. D. in Wiesbaden. 2. ver- 
besserte Auflage. In 2 Teilen. 8. In Leinwand geb. 


I. Teil: Die Analysis. Herausgeg.v.Dr.P. Epstein, Privatdozenta.d. Universität Straßburgi.E. 
I. — Die Geometrie. Herausgegeben von Dr. H. E. Timerding, Professor an der Uni- 
versität Straßburg i. E. [Teil I erscheint Oktober 1908, Teil II Ostern 1909.] 


Routh, Edward John, Sc. D., LL. D., F. R. S., usw., weiland Professor an der Uni- 
versität Cambridge, die Dynamik der Systeme starrer Körper. In2 Bänden 
mit zahlreichen Beispielen. Autorisierte deutsche Ausgabe von Adolf Schepp, 
weil. Oberleutnant a. D. in Wiesbaden. Mit einem Vorwort von F. Klein in 
Göttingen. gr. 8. 1898. In Leinwand geb. n. M. 24.— 

I.Band: Die Elemente. Mit 57 Figuren im Text. [XII wu. 472 S.] n. #.10.— 
I. — Die höhere Dynamik. Mit 33 Figuren'im Text. [X u. 5448] n. M. 14.— 

Schlink, Dr. W., Dipl.-Ing., Professor an der Technischen Hochschule zu Braunschweig, 
Statik der Raumfachwerke. Mit 214 Abbildungen und 2 Tafeln. [XIV u. 
390 8.] gr. 8. 1907. In Leinwand geb. n. #4 9.— 

Stephan, P., Resierungsbaumeister, Oberlehrer an der Kgl. Höheren Maschinenbauschule 
zu Posen, die technische Mechanik. Elementares Lehrbuch für mittlere 
maschinentechnische Fachschulen und Hilfsbuch für Studierende höherer tech 
nischer Lehranstalten. In 2 Teilen. gr. 8. In Leinwand geb. 


Einzeln: 

I. Teil Mechanikstarrer Körper. Mit255 Figuren im Text. [VIII u. 344 8S.] 1904. n. 4.7. — 
IL. — Festigkeitslehre und Mechanik der flüssigen und gasförmigen Körper. 
Mit 200 Figuren im Text. [VIII u. 352 S.] 1906. n. MT.— une 


Study, Dr. E., Professor an der Universität Bonn, Gometrie der Dynamen. Die 
Zusammensetzung von Kräften und verwandte Gegenstände der Geometrie. Mit 
46 Figuren im Text und 1 Tafel. [XIII u. 603 8.] gr. 8. 1903. geh. n. AH 21.— 
in Halbfranz geb. n. 4 23.— 

Volkmann, Dr. P., Professor an der Universität Königsberg i. Pr, Einführung in 
das Studium der theoretischen Physik, insbesondere in das der ana- 
lytischen Mechanik. Mit einer Einleitung in die Theorie der physikalischen 
Erkenntnis. [XVIu. 3708.] gr.8. 1900. geh.n. # 9.—, in Leinwand geb.n. #4. 10.20. 


Weber, Dr. H., und Dr. J. Wellstein, Professoren an der Universität Straßburg i. E., 
Encyklopädie der Elementar-Mathematik. Ein Handbuch für Lehrer 
und Studierende. In 3 Bänden. gr. 8. In Leinwand geb. 


I. Band. Elementare Algebra und Analysis. Bearbeitet von H. Weber. 2. Auflage 
Mit 358 Textfiguren. [XVIII u. 539 S.] 1906. n. M. 9.60. 
II. Band. Elemente der Geometrie. Bearbeitet von H. Weber, J. Wellstein und 
W.Jacobsthal. 2. Auflage. Mit 251 Textfiguren. [XIIu.596 S.] 1907. n. #.12.— 
III. Band. Angewandte Elementar-Mathematik. Bearbeitet von H. Weber, J. Wellstein 
und R. H. Weber (Heidelberg). Mit 358 Textfiguren. [XIII u. 666 S.] 1907. n. M. 14.— 


Webster, Arthur Gordon, Ph. D., Professor of Physies, Clark University, Worcester, - 
Mass., the Dynamics of Particles, and of rigid, elastic, and fluid 
Bodies, being Lectures on mathematical Physies. [XII u. 588 8.] gr. 8. 1904. 
In Leinwand geb. n. 4.14.—- 











ee ee re teilen hen 


u ” N it 


== EN OE ZEN 


ie : a ee 
ET DAAD r : in ya EEPTIR SERLBERD er" nacErä vEpE es 
PERL UERERFER ER SUR rn 


erg nt ne anni are 


ee Fe ee Sauter a FD 


. TEU 


G 


URBANA 


In 


C001 


Be 


RR 


3 0112 017057313 


UNIVERSITY OF ILLINOIS- 


ul! 


531486 


GEOMETRIE DER KRAFTE LEIPZIG 


512 


EN 


Er Ren 


ae 


re 
a OR ein race 
ne r 


FRE 
re FE 
Den, er 
a 





